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PRESENTACIÓN 


La exposición sistemática y rigurosa del Cálculo infinitesi- 
mal en 07,02 de Cours d'Analyse, realizada por CAUCHY para 
VKeole Polytechnique, 26 la pauta a varias generaciones de 
inutemáticos franceses para ¿”garzar en torno a sus lecciones, 
dadás € divereos centros de enseñanza superior, esenciales am- 
pliaciones que Conwertían sus cursos en tratados, MÉRAY, JOR- 
DAN, HUMBERT, GOURSAT, HADAMARD, VALIRON... han prose- 
guido dignamente la tradición de CAUOHY, como su egregio co- 
lega DE La VALLÉE POUSSIN, influyendo con hondura en la 
culturd Mutemática de la Europa continental y de las Américas. 
En Alemania fué el gran tratado de JORDAN el texto universi. 
tario clásico, hasta que lo sustituyeron log de KOWALEWSKI y 
VON MANGOLDT, y en Italia fueron apareciendo excelentes tra- 
tados de DINI, LEVI, PICONE, SEVERI... Antes de estos últimos, 
habla realizado GARCÍA DE GALDEANO el épico esfuerzo de pu- 
blicar en castellano su ingente obra enciclopédica, con ambi- 
cioso plan muy 8uperior a sus insuficientes fuerzas, despropor- 
ción que realza su mérito. También es meritorio el esfuerzo del 
distinguido profesor peruano LOSADA Y PUGA al publicar su obra 
en tres voluminosos tomos (1945-47-54), Finalmente, como co- 
ronación de varios libros del firmante, publicados en las últimas 
décadas (1916-56), donde se han formado varias generaciones 
de estudiosos hispánicos, muy a fondo ampliados y perfeccio- 
nados por dos competentes colaboradores, prosigue su publica- 
ción con este volumen II (al que pronto seguirá el último), este 
Tratado de Análisis clásico, organizado desde un punto de vista 
moderno, con la pretensión de servir no sólo de exposición di- 
dáctica, sino también de obra de consulta a los estudiosos his- 
pano-parlantes, que en él encontrarán lógicamente organizados 
multitud de conocimientos cuya búsqueda en numerosos libros 
extranjeros (puntualmente citados en minuciosas reseñas bi- 
bliográficas) exigirían gran esfuerzo en el lector. 

Precisamente para satisfacer mejor a estas pretensiones, 
que suelen dejar de lado los grandes tratados de otros países, 
donde cada finalidad tiene su libro adecuado, hemos abando- 
nado, el primer plan de condensar el abundante material en dos 
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volúmenes; y gracias « la favorable disposición de la Editorial 
Kapelusz, estimulada por la excelente acogida que el público de 
úlioma español dispensó al volumen 1, hemos podido librarnos 
de esta traba, desarrollando con holgura, y por ende con mayor 
claridad, las más acreditadas teorías clásicas, con orientación 
actual, 

No se arredre el lector ante la imponente mole; pues la 
preocupación didáctica preside toda la obra, y la muy elaborada 
ordenación facilitará la digestión gradual del abundante conte- 
nido. Sin claudicaciones de rigor, ni escamoteos de dificultades, 
éstas han sido relegadas, como en el volumen 1, en algunos cau- 
sos a los párrafos complementarios, impresos en tipo menor, 
para que el principiante salte por ellos, sin desviarse del “eg 
de los conceptos fundamentales, por las acer. secundarias 
en segunda lectura, muchus de estas disgresiones que le pare- 


ctan oscuras y tediosas, le Derfilarán más nítidamente el torso 
conceptual del Andlisis, como las costillas precisan y delimitan 
la columna dorsal. 

Confían los autores en que el ubundante material —ausente 
o escaso en muchos tratados— de notas aclaratorius, ejemplos 
explicados y ejercicios resueltos, permitirá a profesores y alum- 
nos sucar el máximo fruto de lu obra; no para aprender todo 
su contenido —frase que sólo tendría sentido púra un epito- 
Me£—; pero sí para entenderla y manejarla, extrayendo de ella 


varios cursos orientados hacia la misma Méta por senderos di- 
ferentes. 


J. REY PASTOR. 


Madrid, enero de 1953, 


CONTENIDO DEL VOLUMEN Il 


En el plan de la obra incluído en el volumen 1 se expuso su finalidad 
y estructura; ahora nos remitimos sólo a señalar alguna particularidad 
que creemos importante en el desarrollo, enfoque o carácter de los temas 
tratados en este volumen, pues el indice general inicial da también el pro- 
grama ordenado de todos ellos, 

La geometría lineal y cuadrática del capítulo XVII se trata con mé- 
todo vectorial, cuyo valor sintético queda patente al comprobar que con 
él muchos problemas del plano y del espacio son idénticos. Siguiendo la ten- 
dencia moderna, creemos con BIEBERBACH que el método vectorial es más 
que un sistema estenográfico, pues su ventaja es preponderantemente con- 
ceptual y especialmente adecuada a la intuición geométrica, 

Con preocupación didáctica de ir siempre de lo sencillo a lo compli- 
cado, de lo particular au lo general, de lo concreto a lo abstracto, tratamos 
inicialmente el álgebra vectorial en forma geométricamente intuitiva, aun- 
que en las notas intermedias van señalándose los conceptos y proposiciones 
que estructuran una teoría axiomática general, cuyo esbozo y trascenden- 
cía se pergeña en las notas de fin de capítulo. Se abrevia la exposición 
del álgebra lineal incluyendo en los ejercicios muchos teoremas sencillos 
con demostración resumida en las respuestas al fin del volumen, En la 
impresión es cómodo el uso de caracteres en negrita, a sustituir en la pi- 
20rra por un sobrerrayado. 

Damos a las transformaciones lineales y al conexo concepto de matriz 
toda la importancia que ha adquirido en la matemática pura, aplicada e 
incluso ingenieril. Al final del parágrafo queda expuesta la “sistematiza- 
ción que ge obtiene por el estudio de los grupos de transformaciones linea- 
les según el programa de Erlangen. 

Un estudio resumido de: las cuádricas trata de obviar deficiencias de 
preparación que dificultan luego la comprensión de su empleo en cuestio- 
nes superiores y en la ejemplificación de la teoría de las funciones de 
varias variables. 

La introducción del concepto de tensor doble como función vectorial 
lineal homogénea de la dirección, con significado físico obvio, facilita mu- 
cho la comprensión del álgebra tensorial y de su tratamiento abstracto, 
también incluido. En el producto tensorial de vectores se aclara la cone- 
xión del concepto general con el histórico de diada o expresión diádica de 
GIBBS, ya incluído en el parágrafo dedicado a transformaciones lineales, 
Señalamos bien la importancia de los autovalores y autovectores, y al es- 
tudiar el signo de una forma cuadrática damos una demostración muy 
sencilla del teorema que caracteriza las definidas positivas, Aplicamos el 
anterior estudio a la clasificación de las cuádricas y aún nos sirve la de- 
mostración constructiva de la ley de inercia para explicar el rápido y útil 
método de formación de cuadrados. 

El cálculo de matrices posibilita ahora dedicar una nota de fin de 
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vupitalo u la resolución práctica de dos eistenas de eonueiones lineales, 
tema de empleo constante en la malemática aplicada y en la que los inge- 
as tanio pueden oprender de los geodestas en el terreno de lo úlil y 
eficaz. 

En el capitulo XVIII sobre límites y diferenciación de las funciones 
de varias variubles, señalamos el cuidadoso tratamiento de los limites suce- 
sivos, de la continuidad, de la diferenciabilidad con su significado geomé- 
irico y su aplicación a las funciones compuestas, de las funciones homogé- 
neas. Se empieza el estudio de las funciones implícitas con la ejemplifi- 
cución y manejo que foumiliaricen al estudiante con el concepto, para dar 
luego con toda precisión y rigor los correspondientes teoremas de existen- 
cia; lo mismo se hace respecto de la dependencia funcional, Cuestión que 
08 fuente de confusión para el técnico que tenga poco desarrollado su 
uentido crítico es la de discriminar en la diferenciación de un sistema de 
ecuaciones las variables dependientes y las independientes, a cuya aclara. 
ción dedicamos atención y contribuimos con adecuados ejemplos. En dos 
notaa de fin de capítulo sólo se procura señalar la trascendencia que en 
la matemática moderna tiene el estudio de los espacios topológicos y mé- 
tricos y el de la compacidad. 

El capítulo XIX se dedica a la fórmula de TAYLOR con previo trata- 
miento de la derivación sucesiva y su conmutabilidad cuidadosamente es- 
tudiada. Se aclaran con ejemplos las distinciones entre las diversas clases 
de extremos absolutos o relativos en sentido estricto o amplio y se estudia 
detenidamente su obtención para las funciones de dos, tres o más varia- 
bles independientes con especial introducción de los casi-extremos en el 
cago dudoso, para lo cual son muy útiles los resultados del capítulo XVII 
sobre el signo de una forma cuadrática, Se ejemplifican y explican tam- 
bién las paradojas que surgen en el estudio de los extremos de funciones 
con variables ligadas, incluyendo el método de los multiplicadores de 
LAGRANGE. En las aplicaciones geométricas se estudian los puntos ordi- 
narioz y múltiples de las curvas y para el caso de punto parabólico se 
completan en los ejercicios los criterios susceptibles de aplicación, todo ello 
adecuadamente ejemplificado. 

Creemos haber alcanzado una gran precisión sintética en el trata- 
miento vectorial de las propiedades diferenciales de curvas y superficies 
desarrollado en el capítulo XX. Se analizan las conexiones mutuas sobre 
las distintas representaciones que pueden darse de las curvas y las super- 
ficies, incluyendo su moderno concepto según FrÉCHET. En los ejercicios 
se introducen los números derivonormados y su aplicación, en contribución 
original al teorema de incrementos fimitos para funciones vectoriales, lle- 
gando así por el método de ZYGMUND al teorema de L, SCHEEFFER en 
este cago, 


Se analizan cuidadosamente las distintas definiciones que pueden dar- 
se de plano osculador y respecto de éste los dos tipos de curva dextrógira 
o levógira, su distinta nomenclatura según varios autores, con estudio 
sintético de las curvaturas de flexión y de torgión, quedando el signo de 
usta última claramente especificado. Las fórmulas de FRENET con su signo, 
y el vector de DARBOUX resultan así fácilmente introducidos. 

Con numerosos ejemplos críticos se hace un detenido estudio de. la 
teuría de envolventes de curvas y superficies “dadas: según sus distintas 
representaciones. 

El método vectorial resulta especialmente apropiado y se consigue con 
ól una clara visión sintética, cuando se aplica al estudio de las superficies 
regladas; en nuestra exposición se muestra también, por ejemplo, para la 
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tínea de estricción, la fácil deducción de largas expresiones cartesianas a 
partir de las vectoriales, rápida y adecuadamente obtenidas. 

Después de estudiar las formas fundamentales de las superficies, el 
tensor de curvatura, las aplicaciones del teorema de MEUSNIER y las líneas 
notables de una superficie, llegando a la demostración del teorema “egre- 
gio” de Gauss en los ejercicios, se dedica el último parágrafo de este capí- 
tulo a la representación de superficies, en especial lug de MERCATOR, este- 
reográfica polar, cilíndrica transversa, tanto en el caso de superficie esfé- 
rica como de elipsoide de revolución, estudio que se complementa en las 
notas de fin de capítulo con la caracterización incluida en la admirable 
obra de TissoT (citada en nota V, 7) y la obtención de los desarrollos 
útiles en los trabajos cartográficos. 

El capítulo XXI se dedica a integrales generalizadas y a series 8 
integrales múltiples. La integral de RIEMANN-STIELTJES se introduce como 
límite según el conjunto dirigido de particiones del intervalo de definición 
y para dar rigor a la exposición se demuestran log teoremus fundamen- 
tales sobre límites dirigidos o generales. Esta integral generalizada se re- 
laciona con la restringida de RIEMANN-STIELTJES introducida como límite 
según la norma y también con la ordinaria de RIEMANN vista en el 8 49 
del volumen 1, delicada cuestión adecuadamente aclarada. Del teorema s80- 
bre funcionales lineales continuas se da sólo un esbozo de demostración. 
Se muestra bien la importancia del concepto de integral de STIELTJES en 
la integración por partes, y del segundo teorema del valor medio se dan 
demostraciones sencillas en condiciones muy generales, con interpretaciones 
gráficas aclaratorias. 

Las integrales simples impropias se estudian detenidamente, dando 
variados criterios de convergencia absoluta y condicional. La generaliza. 
ción de HARNACK que sigue la pauta de CAUCHY se estudia también; en 
la note 11 del capítulo XXIV en el votumen III, se verá su entroncamiento 
con la teoría general de la integración. 

Como exordio a las integrales múltiples y complemento al $ 22 sobre 
series numéricas, se dedica el $ 81 a series múltiples para cuyo estudio 
eg también útil el concepto de límite dirigido. Se da una sencilla demos- 
tración del teorema fundamental de las series dobles absolutamente con- 
vergentes y mediante el ejemplo de CESARO se muestra su distinto com- 
portamiento respecto de las series dobles de términos positivos. 


Para estudiar adecuadamente las condiciones de integrabilidad (R) 
de una integral múltiple, se introducen los conceptos de conjuntos de ex- 
tensión nula y de medida nula, cuestión a completar en el capítulo XXIV 
del volumen III. Se explica en condiciones muy amplias el cálculo de in- 
tegrales dobles por integrales reiteradas y se da rigurosamente demos- 
trado el teorema de existencia de éstas cuando la integral doble existe, 
aclarando la hoy injustificada impugnación de SToLZ al ejemplo de Du 
Borís REYMOND. Se de una cuidadosa demostración del teorema del cam- 
bío de variable en una integral doble, y se tratan extensamente y con 
ejemplos las aplicaciones de las integrales múltiples, introduciendo con 
precisión el concepto y cálculo del úrea de una superficie alabeada; en 
nota de fin de capítulo se da ligeramente modificado el clásico ejemplo de 
SCHWARZ sobre una definición errónea de este concepto, la interesante ob. 
servación de FrécmeT sobre el área de las superficies poliedrales y una 
definición axiomática funcional del concepto como invariante de carácter 
geométrico. En el volumen III y con los recursos de la teoría general de 
la medida se completará este estudio. (Cap. XXIV, nota 111). 


El capítulo XXII trata de integrales paramétricas. Como exordio del 
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tema y complemento del $ 43 sobre series funcionales, se estudia ahora su 
integración y derivación en condiciones cuidadosamente establecidas. En 
el parágrafo siguiente se desarrolla con precisión y rigor el estudio de la 
continuidad, integración y derivación de las integrales paramétricas pro- 
pias e impropias, mostrando en la gama de teoremas establecidos, ejem- 
plos aclaratorios y ejercicios finales, todos los matices delicados que ofrece 
el tema. Las integrales múltiples impropias sirven también para tratar 
con su ayuda la integral de PoIssoNn, las de FRESNEL con interesante apli- 
cación de la existencia del límite doble implicando la del limite reiterado, 
y la integral de CAYLEY que muestra las cuestiones de convergencia con- 
dicional que surgen en las distintas definiciones que pueden darse de in- 
tegrales múltiples impropias. 

El capítulo XXIII, final de este volumen, se dedica a integrales cur- 
vilineas y análisis vectorial. Las integrales curvilíineas se introducen pri- 
mero tomadas sobre arcos regulares, aunque luego se consideran también 
las tomadas sobre arcos meramente rectificables, se estudian cuidadosa- 
mente las convenciones de signo para contornos orientados en el cálculo 
de áreas y momentos por integrales curvilíneas y se da la aplicación de 
la fórmula de RIEMANN «a la obtención de fórmulas de integración por 
partes para integrales dobles, La integración de diferenciales exactas y la 
existencia de función potencial, se estudia con precisión no acostumbrada, 
incluyendo la condición de que el recinto sea simplemente conexo sólo donde 
es exigible, Las integrales de superficie se introducen después de estudiar 
adecuadamente la orientabilidad de superficies con los limitados recursos 
topológicos que suele poseer un lector de formación matemática aún poco 
avanzada, 


En el estudio de los campos vectoriales se distinguen bien las líneas 
de fuerza o flujo de las líneas de corriente, se da el tratamiento matemá- 
tico y la interpretación física de la divergencia, de la circulación, del po- 
tencial y del rotor, ast como la aplicación del operador nabla de HAMILTON 
a la obtención de relaciones vectoriales y tensoriales. Los teoremas inte- 
grales se enuncian y demuestran con intención predominantemente física. 
Log operadores diferenciales se tratan también en coordenadas curvilineas. 
Se dan aplicaciones físicas sobre campos newtonianos, así como a la hidro- 
dinámica. En los ejercicios se completa ampliamente el contenido del texto 
con el potencial logarítmico, polinomios de LEGENDRE y funciones conexas 
a la teoría del potencial, tal las armónicas esféricas ya sólidas, ya de 3u- 
perficie, cuestión que también será objeto de la nota IV en el capítulo 
XXVIII del volumen III. 

Al final de este capítulo XXXIII, después de un par de notas sobre po- 
tencial newtoniano de doble capa y fórmulas de GREEN, se traza un breve 
esbozo de análisis tensoríal que permita captar idea de su carácter, asi 
como de las formas diferenciales exteriores y su aplicación al teorema de 
STOKES, dando explicación elemental del cálculo de GRASSMANN-CARTAN 
suficiente para comprender su naturaleza y para justificar el cuidado con 
que se han tratado las cuestiones de signo en las integrales de superfície. 

El volumen III, ya redactado, comprenderá teoría de la medida e ín- 
togral de LERESGUE, series e integral de FOURIER con la teoría de los espa- 
cioa funcionales, ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas par- 
cialea con cálculo de variaciones y problemas lineales de la física, un resu- 
men de la teoría de funciones analíticas y apéndices sobre homogeneidad 
dimensional, ecuaciones integrales, cálculo operacional, probabilidades con 
learía de errores, y nomografía. 


CAPÍTULO XVI1 
GEOMETRÍA LINEAL Y CUADRATICA 


$ 60. ÁLGEBRA VECTORIAL 


1. Vectores libres. Combinación lineal. — a) Elementos de 
un vector. — Dentro de la geometría elemental, situados en el 
espacio euclídeo, ya en $ 1-6, 
ejemplo 2 hemos definido un Q S 
vector libre mediante la equipo- 0 
lencia entre segmentos orienta- 
dos. Representaremos un vector pa a b 
á por una flecha PQ de origen 
P y extremo Q (fig. 192); dos 
flechas equipolentes son «dos re- 
presentantes ($ 1-6) de un mis- 
mo vector (a = PQ = RS), que Fig. 192 
así queda determinado por es- 
tas características : 


1%) Módulo: 
mód a =|a|=|PQ|=au , 
indicado por la longitud de la flecha en una cierta unidad; 


2%) Dirección: la del haz impropio ($ 1-6, ej. 1) formado 
por las rectas sobre las que actúan las flechas que lo repre- 
sentan; 


38%) Sentido, indicado en cada dirección por los signos + 


Óó—. 


EJEMPLO. En los vectores a= PQ = RS y b= UV de la figura 192, 
es ab pero ab, 

NoTASs: 1. Al único vector de módulo 0 lo indicaremos con 0; en él 
están indeterminados dirección y sentido. Convendremos en considerarlo 
como paralelo a cuálquier otro vector y también a cualquier plano. 

2. Por oposición a los vectores, las magnitudes independientes del 
sistema de coordenadas cuyas cantidades pueden ordenarse como el con- 
junto de los números reales, se llaman escalares. Por ejemplo, son escala- 
res; el peso, densidad, volumen, módulo de un vector, trabajo, potencial, 

En cambio, la proyección de un vector sobre un eje de referencia 
(que puede cambiarse) no es un escalar, a pesar de expresarse por un 
número real (cfr. E 63-1, a). 
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8, Otras relaciones de equivalencia entre segmentos dirigidos o fle- 
chas conducen a definir otras clases de vectores. ] 

El vector axial o deslizante resulta de considerar como equivalentes 
a dos flechas sólo cuando además de ser equipoleñiós; actúan en una mis- 
ma recta, llamada entonces Hneú de useión del vector. Un ejemplo es la 
fuerza en sistemas rígidos. . 

El vector fijo resulta de considerar equivalentes dos flechas que ade- 
más de ser equipolentes, tienen el mismo origen, llamado punto de apli- 
cución del vector (ej.: fúerza en sistemáá defermábles). Aplicar un vec- 
pd dliES a al púnto P es considerar el vector fijo de origen P equipo- 
ente al a, 


b) Producto por un número real. — Definiremos el produc- 
to la del vector a por el número real ) poniendo 0a = 0 (nota 
1), y si 1:40, como el vector paralelo a a, de igual u optiesto 
sentido según sea 1>0Ó6 41<0, y de módulo 

Ja] = [2] [a] =|2] .a. 

Un vector de módulo 1 se llama vector unitario o vector 
normal o normalizado y versor. Versor de a + 0 es el vérsor 6d: 
Todo vector a % 0 es igual al producto de su módulo por su ver- 
ROr; a =alata). 

Es db = a, para adecuados 1 y 12 reales no simultánea- 
mente nulos, cuando y sólo cuando los vectores a y b son pa- 
ralelos. Para a 4 0 puede hacerse % = 1. (Ver nota 1). 

c) Suma. — Se define la suma a + b como el vector que se 
obtiene colocando a y b 
sucesivamente, es decir, 
uno a continuación del 
otr0, a partir de tin pún- 
to O, y considerando la 
flecha que va desde el 
origen del primero has- 
ta el extremo del último 
(cfr. $ 9-5, a). Cualquie- 
ra que sea el punto O, 
Fig. 198 se obtienen flechas equi- 
polentes, y por tanto el 
mismo vector (fig. 193; 
cfr $ 2-4, ej.). La suma 
de vectores es conmuta- 
tiva, pues sumando en 
el orden inverso se com- 
pleta un paralelogramo 
(fig. 193). También se 

Fig. 194 demuestra geométrica: 

mente que es asociativa 

(fig. 194), por cuya razón pondremos a+b-+c para indicar 
(a +b)+e=a+ (b+0). 
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d) Diferencia. Combinación lineal, — Definiremos (cfr. 
$ 60-2, nota 3) la diferencia d =a—b de dos vectores así: 


d =a+ —i)b. 
Poniendo (—1)b =—b (vector opuesto a b) resulta 
[60-1] d=a—b=aw+ (—b). 


Más generalmente, las operaciones introducidas en b y en 
c permiten definir una expresión de la forma 


[60-2] r = ha + da82 +... + din», 
que será un nuevo vector llamado combinación lineal de los 
vectores a;, dz, 23, ».., An, con los coeficientes 21, A2, Ags »-., Ano 


NoTA 4. Cualquiera sea el punto O se tiene PQ = 0Q — OP, por lo 
cual suele usarse la notación PQ =Q—P de un vector como “diferencia 
de puntos”, 

Conviniendo en que la expresión P+a=Q signifique a=Q-—P, 
la operación de sumar a un punto un vector significa aplicar al punto la 
traslación correspondiente. El nombre “vector” proviene de transportar 
(latín: vehere). 


2. Dependencia lineal. — a) Diremos que los vectores a;, 
a» ..., A, son linealmente dependientes si existe entre ellos 
una relación lineal 


[60-8] har + ht +... +7 18=0 , 


con coeficientes no todos nulos. Se llamarán linealmente inde- 
pendientes si no son linealmente dependientes, es decir si de 


[60-83] se deduce A, =12= %d=... =4=0. 
EJEMPLO. Si a:=0, los vectores as, ás, ..., An son linealmente de- 
pendier.tes, pues se verifica [60-3] con A =1, lda=4s=+...=4.=0. 


b) Los siguientes teoremas caracterizan geométricamente 
los conceptos de combinación lineal y dependencia lineal. 


TEOR. 1. Condición necesaría y suficiente para que dos 
vectores a, y as sean paralelos es que sean linealmente depen- 
dientes. 


Si uno al menos de los vectores es nulo, ambos son paralelos ($ 60-1, 
nota 1) y linealmente dependientes (a, ej.). Si son ambos no nulos el 
teorema es inmediato, pues 


har + has = 0, (4170), equivale a a: = (—4:/4)aa. 


Si varios vectores libres son paralelos a un mismo plano, 
los llamaremos .coplanares, pues en tal caso pueden represen- 
tarse en un mismo plano. 


TEOR. 2. Dados dos vectores e, y ez no paralelos (y por 
lo tanto no nulos), toda combinación lineal es coplanar con 
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ellos, y recíprocamente, todo vector r coplanar con e, y e, pue- 
de expresarse univocamente como combinación lineal de ellos. 


Dem. 1%) Es 4:06: paralelo a ex y los vectores A;€,, 2:83 y he + 
|- dues son coplanares, pues con ellos puede formarse un triángulo. 


2%) Se demuestra geométricamente 
que todo vector r coplanar con €: y €s pue- 
de descomponerse en una suma T— TM +15 
de dos vectores paralelos a e, y e: (fig. 
195), y como por $ 60-1, b, es r,— e, 
Ta = luly, resulta 
[60-4] r= ht + des. 

Si r=2 + Vses resulta de [60-4] 

(Mu— ies + (As — 1/2) €a = 0, 


pero al ser e, y es no paralelos, son lineal- 
mente independientes por el teorema 1, y 
entonces 1/4, Va=hds es decir, la ex- 
presión [60-4] es única, 


TEOR. 3. Condición necesaria y 
suficiente para que tres vectores as, 
Fig. 195 A2, Ra Sean coplamares, es que sean 
linealmente dependientes. 





Dam. 19%) Si dos de los vectores, por ejemplo as y as, son paralelos, 
los tres son coplanares, y linealmente dependientes por serlo el subcon- 
Junto +4az, as) por el teorema 1. 


22) Si as y a, no son paralelos, la relación lineal 
dr + dues + Asta = 0, (21340, teor. 1), 


oquivale a a,= (—1:/41)a9+ (— %a/%)as, lo que a su vez por el teorema 
2 equivale a que a, es coplanar con 81 y 8s, 


e 






En forma análoga al teore- 


ma 2 se prueba, como se indica " 
“sencialmente en la figura 196: ' 
1 
TEOR. 4. Dados tres vecto. reto ccicoo” de 
res e, €z, €z no paralelos a un ne 
mismo plano, cualquier vector pe 
del espacio euclídeo de tres di- y 
mensiones puede expresarse e, 
untvocamente como combina- Fig. 196. — Expresión de un vector eo- 
ción lineal de ellos: mo combinación de tres no coplanares, 
previa descomposición: r—t¿*+r3= 


[60-5] r = he + he + Ages. =Y, Fr + 19 = 2101 + Aga E Ata: 
Consecuencia de los teoremas anteriores en: 


TEOR. 5. En el espacio euclideo de tres dimensiones, cua- 
tro (o más) vectores son siempre linealmente dependientes. 


Basta tomar tres de ellos y aplicar el teorema 3 ó el 4 según Sean 
ona copla mares. 
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NOTAS: 1. Los conjuntos: E,, de todos los vectores de (paralelos a) 
una recta; Ez, de los vectores de (paralelos a) un plano; Es, de todos 
los vectores del espacio euclídeo de tres dimensiones; forman grupos 
abelianos ($ 5-12, b) respecto de la suma, y se cumplen para esta opera- 
ción y el producto por un número real las leyes distributivas, asociativa 
y modular: 


[60-61 MaH+b)= da + 4b3 (A+ ua = la + pa; 
[60-7] (u)a = A(ua); 
[60-8] L 5 


_._ Por consiguiente (Cap. 11, nota III, b), Er, Es y Es son espacios vecto- 
riales o lineales respecto al cuerpo de los números reales. Ver también 
nota 1 de este capítulo. 


2. De los teoremas 1 a 4 resulta que un vector e: 7340 es una base 
(Cap. II, nota III, b) para el espacio E, de los vectores paralelos a él; 
dos vectores €: y es no paralelos forman una base pata el espacio E, de 
los vectores coplanares con ellos; y tres no coplanares es, €», es una base 
del espacio F,. Entonces (Cap. 1l, nota III, b) E,, Es y Es son espacios 
vectoriales de 1, 2 y 3 dimensiones respectivamente. Ver también nota 1. 

3. En la definición axiomática de espacio vectorial, el vector ÚU es 
el módulo del grupo aditivo. Dicho módulo coincide con 0.c para un 
vector e arbitrario, pues en virtud de [60-8] y la segunda [60-6] es 
ec=(1+ 0)ec=c-++0.c y basta sumar a los miembros extremos el in- 
verso de e en el grupo aditivo para obtener por la ley asociativa de la 
suma 0=0.c. De aquí deducimos que el vector opuesto (—1)b= —b 
al b es también su inverso en el grupo aditivo, pues b+(—b)= 
=(1—1)b=0.b=0. 

Por tanto, aplicando la propiedad asociativa de la suma, se prueba 
que la diferencia definida en [60-1] es la operación inversa de la suma, 
pues 

d+b=(a—b) +b=aw+ (—b) ¿b=2a+0=a. 


Recíprocamente, si se define la diferencia d como operación inversa 
de la suma d + b=a, basta agregar —b a ambos miembros para obte- 
ner [60-1]. : 


3. Expresión en coordenadas. — a) Consideremos un siste- 
ma de coordenadas cartesianas ortogonales en el espacio 
O (x, y, 2), determinado por tres ejes por O, dos a dos perpen- 
diculares, y una unidad sobre cada uno: OA, OB, OC, que en 
adelante y mientras no se diga lo contrario, supondremos igua- 
les (fig. 197, a). Con esto sabemos por Geometría analítica * que 
a cada punto del espacio corresponde una terna de números 
reales (sus coordenadas) y recíprocamente. Recordemos tam- 
bién que dos ternas ortogonales O(x,y,2) y 0'(x',y',2') no 
siempre se pueden superponer ordenadamente mediante un mo- 
vimiento; por ejemplo, no puede superponerse ordenadamente 
una terna con su imagen en un espejo. Por ello convendremos 
en clasificar los sistemas de coordenadas cartesianas en direc- 
tos e inversos como lo indica la figura 197, donde los ejes x y 2” 
se suponen hacia adelante. 

Adoptaremos el sistema directo, llamado también destror- 


* Ver, por ejemplo, J. ReY Pastor, L. A. SANTALÓ y M. BALANZAT, Geometría ana- 
lítica (Kapelusz, Buenos Aires, 19)5), 3 33. 
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sum, dextrógiro o inglés; el segundo se llama también sinis- 
trorsum, levógiro o francés. 


b) El sistema de coordenadas queda determinado por el 
origen O y los versores en la dirección y sentido de cada eje 
(versores fundamentales): i=0A, ¡j=OB, k = OC. 


z' 





ie] 
EN 
[77 
LU 
Fig. 197 
«) Siutema directo: el observador situado .3e- db) La imagen especular de un sletema 
kún Oz ve superponerse Ox con Oy girendo directo forma un sistema inverso. 


un ángulo menor que un llano en el sentido 
positivo de la trigonometría. 

Un sistema cualquiera (no necesariamente ortogonal) que- 
da determinado en la misma forma, con la única condición de 
que los versores fundamentales no sean coplanares. 

Como consecuencia del teorema 4 de $ 60-2, cualquier vec- 
tor a del espacio euclídeo tri- 
dimensional se puede expre- 
sar unívocamente como com- 
binación lineal de los verso- 
res fundamentales i, j, k (fig. 
198): 


[60-9] a = asi + Go) + ask 


que llamaremos expresión li- 
neal del vector a en el siste- 
ma O(i,j,k). Los vectores 
aji, dj, agk (o también los 
números reales 0,, 4, Qs, CÍr. 
$ 60-4) suelen llamarse com- 

Fig. 198 ponentes del vector a respec- 

to del sistema O(i, j, k). 

Dados varios vectores por sus expresiones lineales, es muy 


fácil formar sumas, diferencias y otras combinaciones lineales 
con ellos. 


EJBMPLO. Si a=3i—2]4k, b=i+3] —2k, tendremos: 

Sa — 2b = 3(3i— 2) 4+k) — 2(1 + 3j—2k) = 7i — 12] + 7k. 

Convieno ordenar los cálculos escribiendo en columna los vectores y 
frente on cada muro el respectivo coeficiente numérico: 
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3) a=3i— 24 kK 
—2) b= i4+ 3j—2k 
3a — 2b = 7i — 12j + Tk. 
NoTA, El vector a =— PQ de origen P (%,, Ya, 21) y extremo Q (%s, Y» Za) 
tiene por expresión lineal 
[60-10] a = (%—2a)i + (ya —ya)j + (22 —2%1)k. 
En efecto, es a = OQ — OP siendo 
0Q = ad + y 4a2k , OP = ai + Yyj + ak. 


4. Proyección de un vector sobre un eje. — Un eje es una 
recta orientada, es decir, una recta sobre la cual se ha fijado 
un sentido, indicado por una flecha; por ejemplo, los ejes de 
un sistema de coordenadas. 

Llamaremos medida de la proyección (ortogonal) a, de un 
vector a = PQ sobre un eje e, o componente o valor del vector 
en la dirección y sentido del eje (cfr. $ 60-3, b), a (la medida 
de) la longitud del segmento orientado P'Q' determinado por 


a. 





Fig. 199. — a, > 0, pues P'Q' tiene el sentido de e, en cambio b, <0. 


las proyecciones del origen y extremo de a. El signo será + 
ó — según que dicho segmento esté orientado en el sentido del 
eje o en el sentido contrario (fig. 199). 


TEOR. 1. La medida de la proyección de un vector sobre 
un eje es igual al producto del módulo del vector por el coseno 
del ángulo que el eje forma con dicho vector: 


[60-11] %. = 04.C0s q. 


En efecto, en el triángulo rectángulo PQ”Q (fig. 199), se 
tiene 


a. = PQ! = PQ” = PQ. cos y = acos q. 
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R Para medir el ángulo 
p = (e, a) deben tener. 
se en cuenta los senti- 
dos del vector y del eje 
[fig. 199, y = (e, b)]. 
Es inmediato (fig. 
200) el siguiente teore- 
ma: 
Fig. 200. — |a + b|, =a, + b,. TEOR. 2. La proyec- 
ción de la suma de dos 


(o más) vectores es igual a la suma de las proyecciones de los 
mismos; 


[60-12] la+bl. = 4, + do. 








* 

2] 

E 
o 


5, Multiplicación escalar. — a) Definición y propiedades. — 
Se llama producto escalar o interno a .b de dos vectores, al 
escalar 
[60-18] a.b =abcos(a,b) , 
producto de los módulos por el coseno del ángulo de los vec- 
tores, 

De bcos(a, b) = db, y acosta, b) = acos(b, a) = a, ($ 60-4, 
teor. 1) resulta 
[60-14] a.b = ab, = day , 
es decir: el producto escalar de dos vectores es igual al módulo 
de uno de ellos por la proyección del otro sobre él. 

De la definición [60-13] resulta la propiedad conmutativa 
y la asociativa con la multiplicación por un número: 
160-15] a.b=b.a , 
[60-16] Ga) .b=a. (1b) = A(a.b). 

De [60-14] y el teorema 2 de $ 60.4 resulta la distributi- 
vidad respecto de la suma vectorial; en efecto 
a.(b+c) = a]b+e], =a(b,+C.) = 

= ab, + at =a.b+a.c. 

db) Expresión en coordenadas. — Para los versores funda- 
mentales ($ 60-3, b) de un sistema ortonormal de coordenadas, 
se tiene por [60-13]: 
[60-18] i.i=j.j=k.k=1 , i.j =j.k=k.i=0. 

Por consiguiente, si 
[60-19] = Mi + aj ok , b=bji+bdij+bako» 
tendremos por [60-17] y [60-16]: 
[60-201 a.b= ab, + ayb, + ads. 


[60-17] 
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NOTA 1. Si a y b se expresan como combinaciones lineales de tres 
vectores €1, €», €s no coplanares 
a = 01, + 0: + ds ) b= d18 + bis + bo8s , 
resulta para el producto escalar la forma bilineal (ver nota 1l, as) 
a.b= Ngixide , COn Yi = 6-4 Yu , 


componentes del determinante simétrico (llamado determinante de GRAM 
de la terna €,, es €s) g =det¿gi:) > 0, pues veremos (3 60-7, nota) que 
es igual al cuadrado del volumen del paralelepípedo construido sobre e, 
€,, €, como aristas. 


ce) Condición de perpendicularidad. — De [60-13] resulta 
que la condición necesaria y suficiente para que dos vectores 
no nulos a y b sean perpendiculares es (cfr. nota II, az) 


[60-21] a.b=0. 


NoTA 2. Esto nos muestra que el producto escalar admite divisores 
del cero (cfr. $ 5-12, e). Por otra parte, como un vector (no nulo) no 
puede ser perpendicular a todo vector del espacio, se tiene la llamada 
condición de plenitud (cfr. $ 97-7): 


[60-22] Si a.b=0 cualquiera que sea a, es b=0, 


d) Módulo y cosenos directores. — d,) Llamaremos norma 
o cuadrado escalar de un vector a, al producto escalar del vec- 
tor por sí mismo, indicado por a? = Na. De [60-13] resulta 
a?=a.0q.cos0 = a?, es decir: la norma es ¿igual al cuadrado 
del módulo. Se deduce entonces de [60-20] (con b=a) la ex- 
presión del módulo 


[60-23] a = + ya + a0? + ag. 


d2) Si llamamos a, a, as a los cosenos de los ángulos que 
los ejes de coordenadas forman con a (cosenos directores), se 
tiene proyectando sobre éstos: 


[60-24] a, = acos(i,a) = 00 , da = 00d , Ag =0d%a , 
[60-25] «a, =a 1 , de =4 e , 0 =4g ; 

es decir: los cosenos directores de un vector a son las compo- 
nentes de su versor qa. Éste se expresa entonces en la forma: 
[60.26] ara = 11 + 00] + ok. 


Diremos “dirección [a;,, dz, 3)” para caracterizar una di- 
rección y sentido por un versor 0yi + a) + ask. Si tres núme- 
ros son proporcionales a los cosenos directores «;, se llaman 
parámetros o coeficientes directores del vector a, o de su direc- 
ción. En especial lo son las coordenadas o componentes a;. 

De [60-26] resulta la relación fundamental entre los cose- 
nos directores de una dirección: 


[60-27] a? + 0 + ay = 1. 
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8) Ángulo de dos vectores. — De [60-13], [60-20] y [60-23] 
rogulta : 


A E AA dl O 
a Yay+aj+a? Void 24d 


o bien en base a los cosenos directores, con [60-26] y su aná- 
loga b-'b =Bji+Paj + Bak, 


[60-29] cos(a, b) = 08, + 002 + apa. 


En algunos casos interesa expresar sen(a, b). Restando de 
la igualdad 1 = (01? + One + Ag?) (pr + Bo? + Pa?) , la que resulta 
de elevar al cuadrado ambos miembros de [60-29], se obtiene 
después de simplificar: 


sen” (a, b) = (u$s — 0982)? + (0581 — 0183)? + 
[60-30] la p)S, 


NOTA 3. Por cumplir el producto escalar las condiciones [60-151, 
(60-16], [60-17], [60-22] se dice que los espacios vectoriales Es, Ez, Ee 
($ 80-2, notas 1 y 2) son euclídeos (nota II, as), y propiamente euclídeos 
(nota Il, b) por ser la norma definida positiva Na=4.a > 0 y sólo =0, 
si a=0. En muchos textos se designan como espacios seudotuclídeos a 
los euclídeos que no lo son propiamente. En la nota II se generaliza el 
concepto de espacio euclídeo para un número cualquiera de dimensiones, 
definiéndose el ángulo mediante el producto escalar. 


f) Trabajo de una fuerza, — Si un vector F representa una fuerza 
constante, y otro e el desplazamiento de un punto al que se aplica, el 
producto escalar F.e representa el trabajo, por ser ígual al desplaza- 
miento por la componente de la fuerza sobre él. 


6. Multiplicación vectorial. — a) Llamaremos producto vec- 
torial o externo a A b de dos vectores, a otro vector p de mó- 
dulo p=|aAb|=«a.bsen(a, b), perpendicular al plano (a, b), 
y que forma con a y b un triedro (a, b, p) del mismo sentido 
que el elegido para el triedro de 
coordenadas ($ 60-83, a), en nuestro 
caso, directo. 

El módulo del producto vectorial 
es, por lo tanto, igual al área del pa- 
ralelogramo construído sobre los dos 
vectores (figura 201). 

Al permutar a y b cambia el sen- 


p-arb 





b tido del triedro, luego: 
E E 
» [60-31] arb=—baa. 
p-larbl EN b) Condición necesaria y sufi- 


s” clente para que dos vectores a y b 
cono a Sean paralelos es aAb=0. En par- 
Fig. 201 ticular ara =0. 
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Una condición más sencilla de paralelismo, que resulta de 
$ 60-2, teor. 1, es que existan 1 y y tales que %a; + yb; = 0, 
o sea si b¿>+0: 
a1/b, = 42/b2 = ag/bz , 
y si por ejemplo b,=0: a,=0, 4a7/bz = 4g/bs. 


c) Probaremos que el producto vectorial de los vectores 
[60-19] está dado en forma de determinante por: 

















ij k 
[60-32] arab=|a, a, %|= e E ¡+ a AS ls A 
bi ba ba 2 3 8 1 2 


para lo cual bastará verificar que este vector cumple las con- 
diciones de la definición dada en a). 


1) El cuadrado del módulo es: 
(daba — dada)” + (ab— abr)? + (%b2— abr)”, 


expresión que mediante [60-24], su análoga para el vector b, y [60-30], 
se reduce a a*b* gen" (a, b). 

Cs) Es perpendicular a a y a b pues, por ejemplo, su producto es: 
calar por a es ($ 13-3, Cs, Cor.) ; 











de a Qi Gs (a 
bags pa +]¿ ¿le+[is ¿fja=ja a m/=0. 
z 060 Ñ b, bs ds 
Cs) Para ver que el sentido es el que e al triedro de coor- 
denadas basta aplicar [60-32] al caso a=i, b=j. Resulta 
113 k 
iAj=/1 0 0| =k. 
0.10 








Al variar las componentes de a y b en [60-32], por continuidad el 
sentido de la terna será siempre el mismo. 


d) De la expresión en coordenadas [60-32] y la regla de 
descomposición de un determinante en suma de otros de igual 
orden ($ 13-4, c,), resulta la propiedad distributiva 


[60-33] ar(b+c) =arb +aac. 


e) El área del triángulo de vértices P(x%1,Y,z1), Qí(vs Ya, 23), 
R (%, Ya, 2) es por a), [60-32], $ 60-3, nota, y [60-23] 


S=3| PQAPR]| = 









3 
Xia—Xi 2Z2— Z1 
Xi—Mi Za— Za 























Ya— Yi Za—Z1 X3—Xi JYa— Y1 


Cada determinante de segundo orden representa el área de la pro- 
yección del rectángulo construido sobre los vectores, sobre una cara del 
triedro de coordenadas. 


f) El producto vectorial se ha introducido como una generalización 
natural del momento de un vector a fijo, o bien axial ($ 60-1, nota 3) 
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rospucto de un punto P, al cual podremos ahora definir como producto 
veetarial del vector que tiene el origen P y el extremo en la recta de a, 
porel vector a. 


Do [60-33] resulta: el momento de una suma de vectores es la suma 
do gua Hiumentos, 


£) Notaciones vectoriales. — Todavía se usan diversas notaciones 
para el producto vectorial, única operación nueva de la Aritmética vec- 
torial, ya que el producto escalar, por ser generalización del producto de 
números, debe designarse como se hace en Álgebra, es decir, con un punto 
o sin signo ninguno, de igual modo que la adición y la sustracción se 
siguen representando por + y —. 


El signo Á de BURALI-ForTr es usado por los autores italianos y 
también por algunos de otros países (BUTTY, GARNIER, LAINÉ, ...). Al- 
«unos alemanes siguen usando la notación (A .B) para el producto esca- 
lnr y la [A.B] para el vectorial. 

El cómodo signo X se va imponiendo en los libros modernos france- 
sos (JUVET, VERONNET, ...), alemanes (KowALEWSKI, LAGALLY, ...), 
españoles, etc,, aunque por usarse también en muchos textos, sobre todo 
italianos, para representar el producto escalar, puede dar lugar a confu- 
mHlones. Para evitarlas, representamos el producto escalar por el punto . 
y el vectorial por A que cuando son usados tienen para todos los autores 
crtos significados. 


7. Productos reiterados. — a) El producto mixto (a Ab).c 
es un escalar cuya expresión en coordenadas se obtiene aplicando 
[60-20] a los vectores [60-32] y e = cri + Coj + cak: 

















_ [4% lg (1 di QU RA Ao 

(nab).c= c+ c+ ca=|b, ba ba 
da ba ba bi by ba 

C1 Ca Ca 


Como la otra manera de asociar los factores, a A(b.c), ca- 
rece de sentido, puede omitirse el paréntesis. Puesto que un 
determinante de tercer orden no altera permutando ciclicamen- 
Lo las filas, resulta 


[60-34] arb.c=ba4c.a=a.bac », 


por lo cual pueden suprimirse también los signos A y ., indi- 
cando el producto mixto así: (a, b, c). 


Il producto mixto es en valor absoluto igual al volumen 
del puralelepipedo construido sobre los tres vectores como aris- 
tas concurrentes, indicando su signo el sentido directo (+) o 
inverso (—) del triedro formado por ellos. En efecto, si 
n Ah  p, tendremos por [60-14], (a, b, c) =p.c = pC,, repre- 
sentando el primer factor la base ($ 60-6, a) en sentido di- 
recto, y el segundo la altura orientada, del paralelepípedo en 
eucxtión. 

Por consiguiente: condición necesaria y suficiente para que 
tres vectores seam coplanares, es que se anule su producto 
mixto. 
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NOTA. Multiplicando por filas ($ 13-6) los determinantes que expre- 
san en coordenadas los productos mixtos, se tiene por [60-201 


a.a a.b a.c 
b.ar b.b b.e 
c.a e.b c.c 


este determinante, formado por productos escalares, se llama determinante 
de las ternas (a,b,c) y (a',b',c'), indicado por ( a ES y 
ces igual al producto de los volúmenes de los paralelepípedos construídos 
sobre cada terna, con signo + ó — según que ambas tengan igual sen- 
tido o no. Si las dos ternas coinciden se tiene el determinante de GRAM 
ya considerado en $ 60-5, nota 1; G(a,b,c) > 0, y sólo 0 sia, b y € 
son coplanares. 

b) El doble producto vectorial aA (bAc) es un vector situado en 
el plano (b,e) por ser normal al vector bAc que a su vez es normal al 
plano. Será entonces ($ 60-2) combinación lineal de b yc, y se demues- 
tra (ver ejercicio 21 de $ 60) que 


(a, b, ca, bp, e') = 








A ) , y es enton- 





e 
[60-35] aA(bde) = Pa ul 
3. Aplicaciones: rectas y planos. — a) Recta y plano en 
formas vectorial y paramétrica. — a,) Recta. — Una recta 


queda determinada por la condición de pasar por un punto 
Po(Zo, Yo, 20) y ser paralela a un vector a = aji + 09] + ak 40. 
Es P(x,y,2) un punto de la recta si y sólo si son pa- 
ralelos los vectores PoP y a, y entonces ($ 60-2, teor. 1) 
P¿P = ua, o llamando ro = OPo, r = OP a los vectores que si- 
túan los puntos Po. y P con respecto al origen O 

P¿P = OP — OPo = Tr — 5—o = ua. 

Así, resulta 


[60-36] r=rag+ua , (aX0) , 


llamada ecuación vectorial paramétrica de la recta. Para cada 
valor del parámetro y se tiene un punto P de la recta, dado 
por el vector que lo sitúa desde el origen, y recíprocamente. 


NOTAS: 1. En un espacio vectorial E. (nota 1) los vectores r — ro for- 
man un subespacio vectorial o lineal (nota 1, as) de una dimensión, sien- 
do a una base. Por tal razón los vectores r dados por [60-36] definen 
(nota I, as) una variedad lineal de una dimensión, también llamada línea 
recta. 

2. En E,, [60-36] es equivalente a poner (r—ri)Aa=0, es decir: 


1 ] k 
L—% Y—Y 22% |= 0. 
4 a Ay 
EJERCICIO 1. Condiciones para que [60-36] y 
[60-37] r=5n+“uvb,(b%0 , 


representen la misma recta. 


Proyectando [60-36] sobre cada eje de coordenadas, o sea 
multiplicando escalarmente por i, j, k sucesivamente, se obtie- 
nen las ecuaciones pauramétricas de la recta 


[60-38] T=X + UM ,) Y=Yo HF Ud , 2= Zo J- Uta. 
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Si a es unitario o normal ($ 60-1, b), de componentes (co» 
senos directores, $ 60-5, d,) a,, az, as, se tienen las ecuaciones 
paramétricas normalizadas 


[60-39] T= Zo UA, , Y =Yo + Uda , Z= Zo + UOQg. 


NoTa 3. El parámetro u en [60-36], [60-38] ó6 [60-39] es la abscisa 
nobre la recta, en un sistema de origen Po, unidad a. —|a], y sentido el 
de a. En particular, en [60-39] es 4 = distancia entre P, y P. 


a2) Plano. — Un plano queda determinado por la condi- 
ción de pasar por un punto Polo, Yo, Zo) y ser paralelo a dos 
vectores no paralelos, o sea ($ 60-2, teor. 1) linealmente in- 
dependientes a=aj5i + aj +ask y b=bd1i+b2+bsk. Es 
P(x, y, 2) un punto del plano, si y sólo si son coplanares los 
vectores P¿P, a y b, o sea ($ 60-2, teor, 3) si y sólo si existe 
entre ellos una relación lineal. En ella ha de ser no nulo el coe- 
liciente de P¿P, pues de lo contrario serían a y b linealmente 
dependientes contra lo supuesto; entonces puede despejarse 
P¿P = OP — OP, =r — ro dando 


rT—ro=ua+3 vb , 
o sea 
[60-401 r=TYo+ua+0vb o, 
(a, b linealmente independientes), 


llamada ecuación vectorial paramétrica del plano. Para cada 
par de valores de los parámetros u, v, se tiene un punto P 
del plano, dado por el vector que lo sitúa desde el origen, y 
recíprocamente. 


NoTAs: 4, En un espacio vectorial E, (nota 1) los vectores r— ro for- 
man un subespacio vectorial o lineal (nota 1, as) de dos dimensiones, 
siendo a, b una base. Por tal razón los vectores r dados por [60-407 
definen (nota l, as) una variedad lineal de dog dimensiones, también lla- 
mada plano. 

5. En E,, [60-40] es equivalente a poner (r-——r.).(a Ab)— 0, es de- 
cir ($ 60-7): 

—Vo Y—Yo 2-—Zo 
1 Ea dla == 0. 
d, ba da 


EJERCICIO 2, Condición para que [60-40] y 
[60-41] Tr=H5 +u-+owvd , (c, d linealmente independientes), 
representen el mismo plano, 


Proyectando [60-40] sobre cada eje de coordenadas, o sea 
multiplicando escalarmente por i, j, k, se obtienen las ecuacio- 
nes paramétricas del plano 


[60-42] x=zx+U4G0 +Fovb, , y =Yo0 + Ud + WD , 
2 = Zo + Usa + vda. 


Nora 6, Los parámetros u, v en [60-40] 6 [60-42] son coordenadas 
cartonianas en el plano, en un sistema de origen Po y vectores de refe- 
roncía a, b, 
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b) El plano como variedad ortogonal. Otras formas de la 
ecuación del plano. — b,) Un plano en Ez queda también de- 
terminado por la condición de pasar por un punto Po (xo, Yo, Zo) 
y ser perpendicular « un vector n = Nii+Mj+Nk 40. El 
punto P(x, y, z) estara en el plano si y sólo si son perpendi- 
culares log vectores n y PP = OP — OP, =r —fo O sea 
($ 60-5, c) si y sólo si 


[60-43] (r—r).n=0 , (nx0) , 


llamada ecuación vectorial del plano como variedad ortogonal. 
Si n es unitario, el primer miembro de [60-43] representa la 
distancia de P al plano [60-43] ($ 60-5, a). 


En el plano, [60-43] representa la recta perpendicular al vector n 
por el punto P. tal que OP. = ru. 


En un espacio vectorial E, (nota I) los vectores r— Y, son por 
[60-48] todos los ortogonales a n (o al subespacio vectorial E, de base n) 
y forman un subespacio E... de n—1 dimensiones, llamado subespacio 
ortógonal de n (o de Ex). Entonces los vectores r forman (nota l, as) una 
variedad lineal, que por tener dimensión n— 1 se llama htiperplano. En el 
espacio E, los hiperplanos son los planos; en el plano los hiperplanos son 
las rectas (nota 5). 

EJERCICIO 3. Condición para que [60-43] y 
[60-44] (r—ri).m=0 (m>+0) , 


representen el mismo plano. 


_ Expresando [60-43] en coordenadas ($ 60-5, b) se tiene la 
ecuación cartesiana del plano por un punto 


[60-45] (2— 20)M, + (Y —Yo)Ma + (2—20)M3 = 0 , 


donde 21, A, Ng Son parámetros directores (cosenos directores 
sin es unitario) de la normal al plano; se los llama también 
parámetros directores (cosenos directores) del plano. 


EJEMPLO 1. El plano por Po(1,0,—2) y perpendicular al vector 
n= 3i—4j+0k tiene por ecuación: 


3(2—1) —4y 40(2+2)=0 ó 3x—4y—3=0. 

Sus cosenos directores (cosenos directores de la normal) son 3/5, 
—4/6b, 0, y entonces el plano es paralelo al eje z (por ser su normal n 
perpendicular a z), 

bs) Ecuación normal o hessiana. — Por la distributividad 
del producto escalar ($ 60-5, a) puede escribirse [60-43] en 
la forma 
160-46] r.n=Tf.n , 

v observando que si n es unitario: 


1% Sus componentes son los cosenos directores del plano, 
que Hamaremos 0, Us, Ag: 
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29) Yo -N, Por ser ($ 60-5, a) la proyección de ro sobre n, 
da la distancia p del origen O al plano (medida desde O al 
plano en el sentido elegido para n); tendremos: 


[60-47] xa, + Ya + Zag = p. 


En esta ecuación, llamada 
normal o hessiana, la distancia 
de O al plano es p >0 si se 
elige n hacia el semiespacio 
gue ro contiene el origen O 
(fig. 202). 


.. Nora 7, En el plano, la ecua- 
ción normal o hessiana de la recta 
es (cfr, nota 5) 


[60-48] Lau + YO = ; 


siendo p la distancia del origen O a 
Fiz. 202 la recta, y Q1, as los cosenos direc- 
tores de su normal. 


ba) Ecuación general. Cosenos directores y distancia a un 
punto. — Vimos (bi, b>) que un plano se representa por una 
ecuación de primer grado en x, y, z. Recíprocamente, toda 
ecuación de primer grado 


[60-49] 41% + 09Y + Aaz + Ma =0 

con 41, 4a, 4g no simultáneamente nulos, representa un plano, 
por lo cual se llama a [60-49] ecuación general del plano. En 
efecto, dividiendo [60-49] por + Var? + as? + as? se la lleva a 
la forma normal [60-47], y entonces los coeficientes 41, 4, Us 
son parámetros directores del plano [60-49] siendo sus cose- 
nos directores, y la distancia del origen a él, dados por: 


[60-50] 04 ÁS 
+ Y 024 02 + 0 


— Ús 


+ Vap+a?r-+as 

En general (cfr. nota 8) elegiremos el signo de las raíces 
de modo que resulte p > 0 (cfr. b,). En la aplicación práctica 
es importante recordar que si un coseno director resulta posi- 
tivo (negativo) se refiere a un ángulo agudo (obtuso): 





, (i=1,2,3); 


[60-51] — p 


EJEMPLO 2. Sea el plano 2x— 3y + 62— 5, 

ha ecuación no es normal, pues la raíz de la suma de cuadrados de 
los couficientes directores es V4+9-+36=7, pero se convierte en nor: 
mal dividiendo por 7 y resulta: 


2x 3y 67 _ 5 
A a E 


7 7 
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Los cosenños directores son: 2/7, —3/7, 6/7, y la distancia del origen 
al plano es 5/7. 


NoTA 8. En los haces de planos paralelos conviene adoptar para to- 
dos éstos los coeficientes a, de uno (lo que equivale a fijar un sentido 
en la normal) y entonces toma p valores positivos o negativos según la 
posición del plano. 


La distancia entre dos planos paralelos: 
041 + 0Y + 02H 04=0 5; Qar+ ar gr +a4=0 
es por consiguiente a”, — a, si estas ecuaciones están en forma 
normal. En caso contrario, habrá que dividirlas precisamente 
por ya + 42? + a. 

La distancia del punto (%o, Yo, 20) al plano [60-49] se ob- 
tiene trazando por este punto el plano paralelo 


ar (e — xo) + azly —Yo) + asle—z%0) =0 , 
o sea 


[60-52] 01% + 02Y + Ma = 01Lo | U2Yo +] Mato >» 


y la distancia del punto al plano [60-49] es la distancia entre 
los planos [60-49] y [60-521], es decir 


[60-58] ta 1 XLo + UoYo + aos Ua . 
Va? + 42 + ag? 
_Luego, la distancia de un punto a un plano es el valor que 
toma en ese punto el cuatrinomio de la ecuación normal. 
Para Yo = Yo = 20 = 0 se obtiene el signo de d en [60-53] 
que corresponde al lado del plano donde está el origen, una vez 
fijado el signo del radical del denominador. 


db.) Casos particulares. — 19) La condición para que el plano [60-49] 
pase por el origen es a¿=0, es decir que se anule el término indepen- 
diente (cfr. ba). 


2%) Si y sólo si en [60-49] falta una variable, es decir se anula su 
«ocficiente, el plano es paralelo al respectivo eje de coordenadas, Por 
cjemplo si 4,=0, la ecuación 


ar + ay + uu =0 , 
que en el plano (x%, y) representa una recta s, representa en el espacio 
(w, y,z) un plano por s y paralelo al eje z, pues si Po(wo yo) es un 


punto de «, satisfacen a la ecuación todos los puntos del espacio (%o, Yo, 2) 
con z arbitrario. Cfr. ejemplo 1, 


b,) Plano por tres puntos. — Dados tres puntos no alinea- 
dom (1, Ya, 21), (%o, Yo, 22), (Ya, Ys, 23), la ecuación 
zz xy z 1 
60-64] E E 
Co Ya Ze 1 
Ta Ya 2% 1 
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vs de primer grado y se satisface por las coordenadas de los 
Lres puntos; luego, representa el plano determinado por éstos. 
Otro modo de escribir la misma ecuación es: 


LL Y—Yr 2—2 
[60-55] T2—Y1 Ya—Yr 22—2 =0 
La — Yi Ya— Y 23—?%1 


que se deduce restando la segunda fila de cada una de las 
otras. 


EJEMPLO 3. Plano determinado por los puntos (2,—1,5), (4, 0, —3), 
(1,2,1). 
—2 y4+1 z—5 
2 1 —8| =0. 
—1 3 —4 


NoTAS: 9, En el caso en que la ecuación [60-54] o su equivalente 
[60-56] tenga todos los coeficientes nulos, es decir, sean nulos los tres 
menores complementarios de los elementos de la primera fila de [60-55] 
y por tanto se verifique: 


están alineados los tres puntos en virtud de [60-39]. 

10. Los puntos P(x,y,2) y P,(x,, y:,21), (¿—1, 2,3), son coplanares 
si y sólo si lo son los vectores P,P, P,P», P.Pa y así resulta también de 
$ 60-7, a, la ecuación [60-55] y su equivalente [60-54], Esta deducción 
muestra también que para cualquier punto P(x,y,z), el volumen del te- 
traedro de vértices P y P,, es la sexta parte del primer miembro de 
[60-64], en valor absoluto, 


bi) Forma segmentaria. — Si los parámetros directores €; U», Ua y 
el término independiente a. de [60-49] son distintos de cero, es decir (b,) 
si el plano no es paralelo a ningún eje de coordenadas ni pasa por el 
origen, obtenemos una interpretación geométrica interesante, Haciendo 
4=2=0, el segmento e que el plano interseca con el eje x, o sea la 
abscisa de la intersección con el eje de abscisas, resulta a—=— 01/01. 
Anéálogamente (fig, 202) b=—asfas c=-—Gsf0s. Luego, dividiendo 
[60-49] por —a, resulta esta ecuación, que puede formarse directamente, 
conocidos a, b, e 


j A UE 
[60-56] RL 


EJEMPLO 4. Plano que interseca sobre los ejes segmentos 2, +3, 
«1. La ecuación de dicho plano es 


zx Y 2 
2 + gos 1. 
c) Otras formas de las ecuaciones de la recta. — c,) For- 
mas direccionales. — C,,) Rectas por un punto. — Eliminando 


el parámetro u entre las [60-88], o bien [60-39], resultan es- 
tus formas (la segunda normalizada) de las ecuaciones de la 
recta por un punto P y parámetros (cosenos) directores a, 
Cos ta (Uy, o, 1) : 
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x— Ln 7 Y —- Yu 4 2 —Zo 
[60-57] 7 E Ta 


[60-58] ai E a A 


PE —MMNIAA=O:= 5A—AK<X<XA 


NoTA 11. Si se anula uno de los cosenos directores, el reemplazo di- 
recto en [60-58] pierde significación, pero al ser la recta perpendicular 
al correspondiente eje, es constante la respectiva coordenada, de modo 
que por ejemplo si us) =Ó0 las ecuaciones de la recta son 


[60-59] A e A o is e e 
Qi Qu 


Con el convenio de anular el numerador cuando se anula el denomi- 
nador, pueden adoptarse las ecuaciones [60-58] como válidas en todos los 
Casos. 


C12) Recta por dos puntos. — Si la recta [60-57] pasa tam- 
bién por P, (21, Y,, 21), las diferencias de coordenadas homólo- 
gas %, — Lo, Y1 — Yo, 21, — 20 son parámetros directores ($ 60-3, 
nota) y resulta entonces de [60-57] 

[60-60] Lo _ Y—Yo _ 2 —Ro 


Nora 12. Si Po y P, tienen dos coordenadas homólogas iguales, el 
reemplazo directo en [60-60] pierde significación; pero al ser la recta 
perpendicular al correspondiente eje, es constante la respectiva coorde- 
nada, de modo que por ejemplo si 22= 2, las ecuaciones de la recta son 
(cfr. nota 11) 


[60-61] A E e 
L1— Ko Yi — Yo 


c,) Forma general de las ecuaciones de la recta y conse- 
enencias. — Cs) Vimos en c, que una recta se representa por 
dos ecuaciones de primer grado en 2, y, 2. Pero recíproca- 
mente, un par de ecuaciones de primer grado en 2, y, 2: 


160.62 [ P = 0 + d2Y + 03% + 0 =0 

Q bir + bey + de +bi=0 , 
Yepresenta una recta como intersección de dos planos. Pues los 
puntos (a, 9, 2) que satisfacen ambas ecuaciones [60-62] son 


low que están en ambos planos a la vez, es decir los de su in- 
lernección y sólo ellos. 


IN 


“.:) Cualquiera sea 42, el plano 
160 63] P-—M=0 
pasan por la recta [60-62], pues todo punto de la recta 


1» (Q.o0 verifica [60-63]. Considerando A como un paráme- 
Lro, 160-63] representa un haz de planos de arista P=Q=0, 
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C21) Entre los planos del haz [60-63], los que proyectan la 
recta [60-62] paralelamente a cada eje de coordenadas se ob- 
tienen eliminando entre ambas ecuaciones [60-62] la corres- 
pondiente variable (b,). Procediendo así se obtienen las lla- 
madas ecuaciones reducidas de la recta 


[60-64] y=me+h ; 2=nec+k o, 
como intersección de dos planos proyectantes. 


EJEMPLO 5. Planos proyectantes de la recta de ecuaciones 
3x — 2y + 2= 1; 
e+ y—2=2, 
Sumando, se elimina 2 y resulta: de— y=3 
Sumando a la 1% ecuación el duplo de la 22: —B— 2—5 
Restando de la 1% ccuación el triplo de la 2%: 5y — 4z=5B. 


Si se desea proyectar la recta P=Q =0, desde un punto 
propio (x;, y;, 2,), el método más sencillo y rápido es éste: para 
que un plano del haz [60-63] pase por el punto (21, Y1, 2,1), éste 
debe satisfacer a la ecuación, y sustituyendo las coordenadas 
se despeja el valor de 1. 


EJEMPLO 6, Sea la recta de ecuaciones: 

2x — By — 2=2 
w + 5y — 27 = 2. 

El plano que la proyecta desde el origen, se obtiene eliminando el 
término constante, y para ello basta restar, resultando así el plano: 
x—8y +20. 

Para proyectar la misma recta desde el punto (1,—2,1), restare- 
mos de cada una de ellas, la otra multiplicada por 4 

(22 — 3y —2—2) = A (x% + by — 22 — 2). 


Y sustituyendo las coordenadas (1,—2,1) resulta: ¿=—*/5. 

Por tanto, la ecuación del plano proyectante es: 31lx — 14y — 232 = 
= 36. 

NoTA 13, LEY DE DUALIDAD, — Los coeficientes u, vu, w de la ecua- 
ción del plano: 

ue + vy +Fw+1=0 

so llaman coordenadas pliúickerianas del mismo. Fijados, x, y, z, todos los 
planos (u, v,w) que satisfacen a esta ecuación forman la radiación que 
tieno ese vértice. Toda propiedad de incidencia de puntos, rectas y planos 
tiene su correlativa o dual sustituyendo los puntos por planos y viceversa. 


d) Ángulos, paralelismo y pervendicularidad. — Teniendo 
presente que los cosenos directores de un plano son los de su 
recta normal, que el ángulo de dos planos es igual al de sus 
normales y el que forma una recta con un plano es comple- 
mentario del que forma con su normal, que una recta es per- 
pendicular (paralela) a un plano si y sólo si es paralela (per- 
pendicular) a su normal, resulta de $$ 60-5, e y e, y 60-6, a, 
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que si (a, Um, 03) y (Br, Ba, Pa) son ternas de cosenos directo- 
res de dos elementos geométricos de los que estamos conside- 
rando (rectas y planos) : 


d,) Para elementos homogéneos (recta con recta o plano 
con plano) : 


[60-65] cos 0 = 018, + ars + asha, (9 = ángulo que forman). 
[60-66] “1-42 > 4 y en especial a; = + fB;: paralelismo. 
[60-67] 0181 + 0082 + 081 = 0: perpendicularidad. 

d,) Para elementos heterogéneos (recta con plano): 
[60-68] sen9 = af, + ass + asBs, (0 = ángulo que forman). 
[60-69] 0181 + 07$2 + 09983 = 0: paralelismo. 


[60-70] a, A] y en especial a; = + Bis: 
bi ba ba 
perpendicularidad. 


EJERCICIOS 


1. Verificar que con la notación de 5 60-1, nota 4, se tiene: 
(A—B) + (BC) + (C—D)= AD , 
es decir, el mismo resultado que simplificando formalmente. 


2. Dada la recta r, (y=2x— 1, 2=—x +3) determinar: 1%) Las 
componentes del vector axial cuya línea de acción es dicha recta r, forma 
ángulo agudo con el semieje z>0 y tiene módulo 6; 2%) El módulo y 
las otras componentes del vector axial cuya línea de acción es la recta r 
y tiene como segunda componente + 4, 


3. Módulo, componentes y línea de acción orientada r del vector fijo 
cuyo origen es el punto (0, —1, 3) y el extremo (2, 3, 1). 

4. Probar que la condición necesaria y suficiente para que los .ex- 
tremos de tres [cuatro] vectores a, b, e [a, b, e, d] con el mismo origen, 
uxtén en una recta [plano] es que existan tres [cuatro] números a, f, y 
[«,B,v,8] no simultáneamente nulos y tales que: va + fb+ ye= o 
u+P+y=0, [oa + Bb + ye + 5d =0, +84 y+8=0]. 

5. Determinar una relación entre las componentes a, del vector a 
ps que sean linealmente dependientes los vectores ata, da, Qs), 
2(2,—1,7) y e(3,—6,3). Caracterizar geométricamente la condición ha- 
Wocla, 

68. Descomponer el vector a —14i—13]— 3k en tres vectorea r, S, t 
cuyas respectivas direcciones tengan parámetros directores (2, 1,5), 
(  2,4,0), (—1,—3,4). Discusión de casos imposibles e Tndeterminados. 


7. Probar que la ecuación OX OA=—0A.0A representa un plano 
por Á y perpendicular a OA. 

8. Demostrar el teorema del coseno c*=a* + hb? — 2ab cos C mediante 
el producto cscalar. 


Y. En el plano de dos vectores a y b no paralelos, dar un vector e 
perpondientar a a. 
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10. Si en un tetracdro ABCD dos pares de uristas opuestas son orto- 
gonules, lo mismo ocurre con el tercer par. 


11, Sea ABC un triángulo esférico, O el centro de la esfera, B, y Ca 
Ins proyecciones de B y C sobre OA, Multiplicando escalarmente las 


igunldiudos: 
OB = OB, + B,B , ¡01e = OC, + CC , 
obtener el teorena del coseno de la trigonometría esférica: 
cosa = cosbcosc + sen bsenccos A. 
12. Probar e interpretar geométricamente las identidades: 
19) (a+b)? + (a—b)? = 2(2* + b*); 
2%) (a—b)A4A(a+b) = 224Ab. 
13. Si cada cara de un tetraedro se representa por un vector normal 


hacia el exterior y de módulo proporcional a su área, la suma de los vec- 
Lores es 0, 


14. Siendo la incógnita el vector x, resolver: 1%) aAx=aAb; 
2%) a.x—a.b; 3%) El sistema de las dos ecuaciones anteriores. 

15. Probar que si a, b, e no son coplanares, el sistema de ecuacio- 
nes; 2a.x=a; b.x=B; c.x= y tiene la solución única 

x= [obAce + fecAa + yaAb]/(a,b,c). 
16. Dada la base (€,,€,,€1) y definida la base recíproca (e', e”, e”) me- 
diante las condiciones 
e, .el = dra , (6-,,=0 si rs; =1 si r=3s) , 
probar que es 
e = (esA es) /(€1, € 8) 5 e = (es A es) /(€, €, €) 5 
e” = (e,4 e2)/(€1, €2,0) 3 (01, €, €3) (e, e*,e%) = 1. 
Aplicarlo al caso 

a=2i+i+5k 5; e =—?2%+4j ; a =—li— 3j + 4k. 

17. Condición necesaria y suficiente para que una base sea auto- 
recíproca. 

18, Demostrar que las componentes llamadas contravariantes 
(ue, u, u?) de un vector u respecto de la basc (€, € €) se encuentran 
mediante u'=u.e' (¿—1,2,3), mientras que las componentes llamadas 
covariantes (u,, Vo, Va) de un vector y respecto de la base recíproca 
(e, e%,e*) se encuentran mediante v, = v.e:., (i=1,2, 3). Demostrar que 
«l producto escalar viene dado por n.v=X:4'V, — $,.4v', 

19. Productos escalar y vectorial de los vectores 

u = 5e, — Bes + 28) , vV= 3€; + €1 — 4€» 
sirviéndose del sistema recíproco (e', e*,e') del (e,, e», es) donde 

e =2i+ji+5k , e =-—2i + 4j , lt =—li — 33 + 4k. 

20. Determinar el volumen del paralelepípedo abarcado por tres vec- 
tores u, v, w referidos a una base cualquiera (e,, ez, es); aplicar a los 
datos del ejercicio anterior con w= 2e, + 4es— 7€s. 

21. a) De la ortogonalidad de uA(vAw) a u y a váw deducir 
que ha de ser j 
vo wW 


uy Uw 
b) Aplicando la fórmula anterior a v A (y A w), mediante el módulo, 
dirocción y sentido de jv A (yv A w)p A y, demostrar que es 


vÁ(vAw)= | E 


. 


uA (vAw)= 4 








y yw| ? 


0) Deducir de ésta que en a) es siempre 1= +1, es decir, [60-35]. 
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22. a) Demostrar [60-35] mediante las expresiones en coordenadas; 
b) De ella deducir UA (vAw) +4v4(w4u)+wA(uá y) —0. 
23. Indicar los casos en que se cumple (uA y) A w= u A (vA w). 


24. De [60-34] y [60-35] deducir la identidad de LAGRANGE para el 
producto escalar de dos productos vectoriales: 


u.u u.vy 
y.UuU v.v 


25. Del ejercicio anterior deducir (CAUCHY-SCHWARZ, cfr. nota II, 
b): 


(uAy).(u Av) = 








(uA y)? = u,.y9* — (u.vy? > 0, 

dándose la igualdad cuando y sólo cuando u y v son linealmente depen- 
dientes, 

26. De [60-31], [60-34] y [60-351 deducir: 

(aAb)A(c Ad) = (c,d,a)b — (b,c,d)a = (d,a,b)c — (a,b, c)d. 

27, Del ejercicio anterior deducir la siguiente expresión de un vector 
d como combinación lineal de tres vectores no coplanares a, b, e: 

_ Ab,c,d) (c, d, a) (d, a, b) 
d=(ab.o) * ab O? *ta,bo) 

28. Sea ABC un triángulo esférico y O el centro de la esfera de ra- 


dio 1 que lo contiene. Aplicando el ejercicio 26 a los vectores OA, OB, 
OC, OA y OA, OB, OC, OB, deducir la relación (teorema del seno) : 


senA 7  senB " senC * 


29. a) Ecuación de la recta que pasa por el punto (3,—2,1) y es 
perpendicular al plano 3x—y+2=5; b) Ecuación del plano que pasa 
por (2,4,—3) y es perpendicular a la recta y=3x +2, 2=2—1; 
c) Ecuaciones de los planos perpendiculares a la recta anterior y a la 
distancia 2 del origen, 


30. Ángulo de la recta x/V8=y, z=0, con el plano 2 + V3y + 
+ V2z=4, 


31. Interseceión del plano 3x—2y+2z=-—-86 con la recta de ejerci- 
cio 29, b, 


32. Probar que el punto G tal que (cfr. $ 84-6): 
mOA+... + miO0Az 





0G = 


Mit... Ma s 
Mamado baricentro del sistema de puntos Ax, ..., Aj, con las masas 
Ma, -.., Mu, No depende del punto O, y en eonsecuencia (tomando O = G) 


y 
está caracterizado por la propiedad: 3m,GA;,=—0, 


33. Probar que si a cáda punto A, (ejercicio anterior) se aplica una 
fuerza mg, la suma de los momentos GA. A m,g respecto del baricentro 
G es nula cualquiera sea el vector g, y respecto de otro punto M, igual al 


momento de una única fuerza f=(m+... +M)g (resultante), aplica- 
da en G. 
34. Interpretar geométricamente las identidades triviales: 


aseo (22 2o0) = (002242) =(e09tp2), 


cuando a=0A, b= OB, e=0C. 
35. Probar que dados un punto O y dos vectores libres u y m tales 


y 
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que u.m=0, existe un único vector deslizante <u,*p ($ 60-1, nota 3; 
vector u en la recta r) de momento m respecto de O. Entonces el vector 
deslizante puede indicarse O(u,m), por sus coordenadas vectoriales res- 
pecto del punto O. 


36. Probar que si 00'=a, es (ejercicio anterior): 
O(u,m) —= 0'(u, m—aAu). 


$ 61. TRANSFORMACIONES LINEALES 


1. Transformación de coordenadas. — a) Dado un punto 
P(x,, 22, 23) en un sistema de coordenadas cartesianas ortogo- 
nales O(i, 1,k), nos proponemos calcular sus coordenadas x',, 
%'2, x'9 en otro sistema también ortogonal O'(i', j',k'), Ante 
todo debemos ubicar el nuevo sistema con respecto al primiti- 
vo, dando las coordenadas (x,%, 22%, 1%) de O”, y el cuadro de 
cosenos directores de cada uno de los nuevos ejes, que es a la 
vez cuadro de productos escalares de los versores fundamenta- 
les de una y otra terna: 


Dr Co Le 





[61-1] Li | da da da ha =Y.L ... 
Xe | haa dea daa 5 a E PR 
Xa lAs laa laz 13 =A", k, ... 


Entre los vectores r=0P, 
r"=0'P que sitúan el punto 
P en uno y otro sistema de 
coordenadas, y el r.=00', 
existe la relación (fig, 203; 
nota Ill, a) 

r=rm—fo , 
o Sea 
[61-2] 0,1 + v.j' + vsk' = 
= (a, —ur)i+ (12 — 2) j+ 
+ (23 —%2)k. 

Multiplicando escalarmen- 
te por 1, j' y Kk' resultan las 
fórmulas de transformación para pasar del sistema O(i, j, k) 
al 0'(1, 5, k”): 

e, = hit, — 20) + hol(t2 — 22) + da (La — La?) 
[61-81] 2 = ha (2%, — 010) + den (Y — 22) + des (La — Lol) 
en = darla — 210) + daa (22 — 229) + haa (%a — za). 


Para obtener las fórmulas para pasar recíprocamente del 





Fig. 203 
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sistema O'(í, ',k') al O(i,j,k) basta multiplicar escalarmen- 
te [61-2] por i, j, k: 


LX = hi2 + dale + hala + Ey 
[61-4] 


Ya = h20% + de + deals + 29 
La = haa, Y daa E haa + xa. 


b) Casos particulares. — b,) Si el nuevo sistema se ha ob- 
tenido por traslación del primitivo, se tiene A,s = 8,,, donde el 
símbolo 3., (delta de KRONECKER) vale 1 si 7=8,0 si r>3s, 
y las [61-3] se reducen a 


[61-57] %,=2%—% , Pa=2—8 , Lg= L¿— Lol. 
b,) Si los orígenes coinciden: O'=0, se tiene: 


2%, = hit + haa + Asta 
[61-67]  x'; ing) Ó 2% harta + dera + deaTa 
1 


xa ha1%1 | Agata + daa 


j E = hi2 + dit Y hi Va 
[617] 2;= E huir 06 3% h22', + desta + deta 
ás Za = Mall, + dhestl2 + hna Ta- 


c) Multiplicando escalarmente entre sí los versores funda- 
mentales de una u otra terna se ve que los elementos del cua- 
dro [61-1] cumplen las siguientes 12 relaciones que el lector 
hará bien en escribir in extenso: 


ll 
= 
Mo 


! 


II 


3 3 
[61-8] DA Ash = dt , y Harder = Ot , 
1 


r=1 t= 


(s, t= 1,2, 3,). 


De estas relaciones resulta que si A = det ¿A,,) es el de- 
terminante formado con los elementos del cuadro [61-11], es 
($ 13-6): 


[61-9] A? = det (A,/.)? =1 . [a|=1 , 
lo que también resulta de $ 60-7, a. 


2. Transformaciones lineales y matrices. — a) De un grupo 
de fórmulas de transformación tal como [61-6] pueden darse 
dos interpretaciones geométricas: como relación entre las coor- 
denadas de un mismo punto P en dos sistemas (tal como en 
$ 61-1), o como transformación o representación del espacio 
en sí mismo, que hace corresponder al punto P(x,, 22, 24) otro 
punto Q(y:, Ya, Ys), ambos referidos al mismo sistema de coor- 
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denadas. De estas dos interpretaciones, que llamaremos altas 
(cl mismo punto es llamado de otro modo) y alibi (el punto 
se transforma en otro) nos convendrá ahora adoptar la se- 
gunda. 


D) La [61-6] es un caso especial de transformación lineal, 
ya definida en $ 15-7. Limitándonos en este apartado al pla- 
no, una transformación lineal A es la que hace corresponder 
a cada punto P(x,, x2) otro punto Q(y,, Ya) mediante las re- 
laciones 
[61-10] Y, = 01¡%1 + Gita , Ye = Qgl, + Ogota ; 
donde los coeficientes a;, son constantes. 


EJEMPLOS: 1. Una rotación Ry en un ángulo q alrededor del ori- 
gen es una transformación lineal, pues 
[61-11] — y. = 2.C08qp — XaSENP , Ys = 2 5ENP + PaCOSQp. 

stas ecuaciones pueden obtenerse fácilmente observando que se pasa 
del número complejo x=x,+ ita al y=y.+3iya multiplicando por 
ec? —=cosp + ¿sen qp ($8 9-5, b, y 45-3, b). 

2. La homología especial H;: 
[61-12] YU=Y% , Ya= kZz, 

3. Para k=0 en el ejemplo anterior, se tiene la proyección sobre 
el eje x, Ho=P: 
[61-13] H=% ,) Y=0. 

La transformación [61-10] entre los puntos P del plano, 


puede interpretarse también como transformación entre los vee- 
tores x = OP que los sitúan desde el origen, y pondremos: 


[61-14] y = Ax. 
De [61-10] resulta enseguida: 
[61-15] A (aa +HBb) = 04a + fBAb , 


es decir: el vector transformado de una combinación lineal es 
igual a la combinación lineal, con los mismos coeficientes, de 
los vectores transformados. 

Recíprocamente, toda transformación A que cumpla la con- 
dición [61-15] es lineal. 

En efecto, considerando los transformados de los versores 
fundamentales i, j, expresados a su vez en coordenadas 
[61-16] Ai = 041 +02 , Aj = Qi + 02], 
tendremos por [61-15]: 


y = A(ui+ 223) = 24i + 2:Aj = 
= (011% + 01202) + (091% + Q2982)] , 
lo que nos muestra que la transformación A se puede escribir 


$ 61 -2 TRANSFORMACIONES LINEALES 27 


[61-17] Yi = 011%1 + 0122 . Ya = O91%1 Y Ola, 
y es por consiguiente lineal. 


Llamaremos matriz de una transformación lineal [61-10] 
en un sistema de coordenadas, a la matriz 


Ci Gi 
Las) 21 Ga p 


Comparando [61-161] y [61-17] vemos que las componentes 
de los transformados de los versores fundamentales, dan las 
columnas de la matriz de la transformación. Esta observación, 
que vale también en el espacio y en cualquier número de di- 
mensiones, facilita la escritura de las fórmulas de transfor- 
mación en dos pasos así: 


1%) Se escriben las expresiones de Ai y de Aj, y eon ello 
la matriz (por columnas) ; 

20) Se utiliza dicha matriz (por filas) para escribir las 
ecuaciones de la transformación. 

EJEMPLO 4. Para la rotación Ry (ej. 1) es: 

19) Ry i= cosqi + senq), 

Ro j= cosíp + ¿1)1 + sento + 31)j= — senqi + cos q ], 
y entonces: 
R A 
iS sen q Cos Q 


29) De aquí resultan las ecuaciones [61-11]. 


3. Producto de transformaciones. Transformación inversa. 
— a) Si a un punto P(x,, 72) del plano [P (x,, 22, 23) del es- 
pacio] le corresponde Q (y, Ye) L[Q(Y,, Yz, Ya) ] por la transfor- 
mación lineal A: 


[61-18] Yi = ErliTr >» 
y a Q le corresponde R por la transformación lineal B: 
[61-19] 2 = 2ibyiY; , 


se pasa directamente de P a R por una transformación lineal: 
161-207 2, = E¡Djy; (EyQigtg) = Ex (2:05:05) Xy = LC lr, 
con 
161-21] Cir = YE;Dy¡Qir o 
La transformación lineal [61-20] se llama (ver $ 15-7) pro- 


ducto BA de las transformaciones lineales [61-18] y [61-191, 
y la matriz C = (c;,) de elementos Cy; dados por [61-21] se 
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llama matriz producto de las matrices B= (b;,) y A = (Gir), 
indicado por 


[61-22] C = BA 


de modo que el elemento de fila ¿ y columna k en la matriz 
producto es el “producto escalar” de la fila 7 del primer fac- 
tor B por la columna k del segundo A. La definición de pro- 
ducto se aplica a matrices rectangulares cualesquiera, pero co- 
mo estas líneas deben tener igual longitud, el número de colum- 
nas del primer factor B debe ser igual al número de filas del 
segundo A, A una matriz A,,,, de m filas y n columnas la 
llamaremos matriz de clase (m, n). Las matrices (cuadradas) 
de clase (n, n) se llamarán de orden y. 

De $ 13-6 resulta: el determinante o módulo ($ 15-7) del 
producto de dos transformaciones lineales es el producto de los 
módulos de ambas. 

Obsérvese que en [61-22] los factores se consideran de de- 
recha a izquierda en lo concerniente al orden en que deben 
aplicarse las transformaciones lineales. 


b) En $ 61-1 hemos podido expresar con cada transforma- 
ción (%1, %2, 23) >(Y1, Y2, Ya) =(0'1, 22 29) de las allí estudia- 
das, con módulo A==1>%0, ($ 61-1, c), su inversa 
(Ya, Yo, Ys) >(%1, 2, 3). En general, si el módulo de la trans- 
formación [61-18] es A = det (a;;,) +0, la transformación es 
biunívoca, y por la regla de CRAMER ($ 15-4) podrán expre- 
sarse las zx; linealmente en las y;: 


[61-231 Le = DAY: . 

La matriz (24,1) se llama inversa de Á, indicada por A“, El 
producto de las transformaciones [61-18] y [61-23] en un or- 
den u otro, conduce a la transformación idéntica : 

Y=Y », 0bien 2%=%, », 


de matriz I= (8,;), (8% =1 si ¿=k, 3 =0 si 14), lla- 
mada matriz unidad, con elementos iguales a 1 en la diagonal 
principal y a cero fuera de ella. Se tiene entonces 


[61-24] AA“ = AJA =I , (A-1)-1 =A , 
siendo además para matrices cuadradas de igual orden: 
[61-25] Al =IA=A. 


4. Operaciones con matrices y aplicaciones. — a) Algunas 
propiedades del producto de matrices se deducen fácilmente in- 
terpretando éstas como transformaciones lineales. Tal ocurre 
con la propiedad asociativa: 

[61-26] (AB)JC = A(BC) , 


pues mejor que calcular los productos es probar que ambos co- 
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rresponden a la misma transformación lineal, realización suce- 
siva de C, B y A. 

En cambio el producto de matrices no es conmutativo 
(8 15-7), y la matriz inversa de un producto es el producto 
de las matrices inversas, pero en orden inverso: 
[61-27] (AB)? = BA=, 
pues (AB) (B-24=) = A(BB-=") A = AA1=I, 

Llamando matriz traspuesta de A a la matriz A' obtenida 


cambiando filas por columnas (ax = dx;), resulta de la regla 
de formación del producto: 


[61-28] (AB) = B/'A?. 


b) Definiendo la suma de las matrices A = [a1x) y B = (bix) 
de la misma clase (m,n), y el producto por un número 1, 
mediante 
[61-29] A+B=(a%+bi) , M= (Mi) > 
se comprueban de inmediato las leyes distributivas : 
[61-30] [ (A+ B)C=ACH+BC | ( A+pA =7A + pA 
C(A+B) = CA +CB ” MAT+B) = A+ AB. 
El módulo ($ 3) de la operación suma de matrices es la 
matriz nula O = (0) cuyos elementos son todos ceros. Hay una 
matriz nula O,,,, en cada clase (m, 2). 
Una matriz cuadrada A se llama simétrica (cfr. $ 137, c) 


si 

[61-31] A'=A 0858€2 Gp =Uig » y 

y antisimétrica o hemisimétrica (cfr. $ 13-7, d) si 
[61-32] A'=(—1)JA=— Á 08€2 0xi = —Qix > 


(4. aj =0). 


Toda matriz cuadrada A puede expresarse uníivocamente co- 
mo suma de una matriz simétrica y una matriz hemisimétrica 
así: 


[61-33] A = HAFAD) + HA—45. 

c) Las potencias naturales de una matriz se definen. por 
los productos de ella por sí misma, siendo por definición 
[61-34] Al=I 

Dado un polinomio cualquiera 
[61-35] Tx) = 0] OH Ch... Foz, 
lendrá sentido escribir 
[61-36] Í(A) =al +cA+coAl+...+oejpr , 
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por ser una expresión que representa una matriz cuyos ele- 
mentos están dados por lag operaciones consignadas en el se- 
gundo miembro. Aún más, en el caso de que la serie que re- 
presenta cada elemento sea convergente, puede generalizarse 
lo anterior a funciones trascendentes de matrices y así tendrá 
sentido hablar de la matriz 


2 n 
[61-37] B=A=I4A+ 3 Pe ; 


en este caso son siempre convergentes las series que represen- 
tan cada uno de los n? elementos de B, supuesta Á cuadrada 
de orden »n. 


d) Las matrices vectoriales, o matrices no cuadradas de 
una sola línea (fila o columna) resultan muy útiles para ex- 
presar mediante productos las transformaciones lineales, así 
como formas bilineales y cuadráticas. 


d,) Así, con las matrices: 


C Xi Yi 21 
La | Ya | 22 | 
[61-38] X = : y Y = NN ; : 
iv En | Ya | Zn | 
las transformaciones lineales [61-18], [61-19] y [61-20] pue- 
den representarse por los productos de matrices : 
[61-39] Y=AX , Z=BY , Z=CX=BAX. 


NoTA. El orden de las matrices factores en el producto [61-22] es 
inverso al de aplicación de las correspondientes transformaciones linea- 
les. Esto es consecuencia de la notación empleada. Si hubiéramos definido 
en cambio las transformaciones lineales A y B así (con las Y desarrolla- 
das en columna) : 


(A) Yo= Lite  ¡ Jaap=A  ; 

(B) ay=3Ybdy 3 JB; 

tendríamos 

(AB) 2 = 2 (Qatar) ds) = 3% (301015) = Du Cidas 

siendo, con la misma definición de producto de matrices, 
¿dp = AB. 


Las transformaciones anteriores se expresan mediante las matrices 
vectoriales de una fila X'”, Y”, Z', traspuestas de las [61-38] así: 


[61-407] Y” — XA : Z= YB : Zi =—(X'A)B = X'(AB). 
d2) La forma bilineal de orden n (ó n-aria) 
mn » 
[61-41] F= > Oti = YX YilnYUr , 


ib=1 nk=1 
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es un polinomio lineal homogéneo en las variables x;, y tam- 
bién en las y;; puede expresarse como producto de matrices: 


[61-42] X'AY , 
cuyo resultado es la matriz de un solo elemento, igual a F. 


da) Para y; = x%; en [61-41] se tiene la forma cuadrática 
de orden n (6 n-arta) : 


[61-43] D= Daytilk = EX¡Oi Lx: = X'AX. 


En ésta podemos suponer que la matriz A de los coeficien- 
tes es simétrica. Basta para ello aplicar la descomposición 
[61-33] y observar que la forma cuadrática 2A4;x;% de una 
matriz hemisimétrica es idénticamente nula, pues sus térmi- 
nos se anulan dos a dos, por ejemplo 


hrot1%2 + hatata = (Mo + ho) 2122 = 0. 


5, Transformaciones degeneradas. Dimensión. — a) Si la 
transformación lineal [61-183] que supondremos en el espacio 
tridimensional (it, k = 1, 2,3) tiene módulo nulo A = det (4;x) = 
= 0, se llama singular o degenerada. En este caso la caracte- 
rística h ($ 14-3) de la matriz A = (a;x) puede valer 0, 1 ó 2. 


do) Si h=0 es Gx = 0, y [61-18] transforma todo punto 
P (2,, 22, 23) en el único punto Q(O, 0, 0). 


a1) Si h=1 podemos suponer que hay en la primera fila 
de A un elemento a, +0; entonces ($ 14-3, a) las otras filas 
serán combinaciones lineales de la primera, o sea múltiplos de 
ella, con coeficientes m y n, y por tanto [61-18] transforma 
todo punto P (x,, 22, 23) en un punto Q de la recta 


Ya = MY , Ya == NYi. 


Cada punto de esta recta es ($ 15-5) correspondiente de 
infinitos puntos (21, %2, %3) que forman un plano. 


az) Si h=2 podemos suponer que hay un menor principal 
($ 14-3) extraído de las dos primeras filas. Será entonces 
combinación lineal de éstas la tercera, con coeficientes a y P, 
y por tanto [61-18] transforma todo punto P(x,, %2, 23) en un 
punto Q del plano: 


Ya = ay, + PYo. 


Cada punto de este plano es ($ 15-5) correspondiente ae 
infinitos puntos (x,,%2, 23) que forman una recta, 


ds) Si h=3, el módulo de la transformación no es nulo, 
la correspondencia es biunívoca y la transformación lineal se 
llama regular o biunivoca. 
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b) Análogamente puede discutirse el caso de transforma- 
ciones lineales en el plano, o en un espacio lineal afín de n 
dimensiones (nota III) y resulta: el conjunto de vectores 
transformados por [61-18] es un subespacio vectorial (no- 
ta Il, as) cuya dimensión es igual a la característica h de 
la matriz A = (5). 


NOTA, Diadas y expresiones diádicas, — Una transformación lineal 
A en el espacio Es queda determinada si se conocen los transformados 
Ai=1, Aj=J', Ak=KL' de los vectores de la terna ortogonal i, j, k, 


[81-44] x = (x.1)i + (x.3)j + (x.k)k 
resulta por la linealidad: 
[61-45] áAx = (x.1)i' + (x.) + (x.k)k. 


La transformación Ax corresponderá a un movimiento, si la terna 
1, J, K' es también ortogonal, y del mismo sentido que i, j, k. 

La forma [61-45] de la transformación A sugiere de inmediato la 
generalización para cuando las ternas 1, j, k é€ 1, j', K', se reemplazan 
por ternas de vectores: 


[61-46] 4:, Az, As ; b,, b,, b, 


ortogonales o no; linealmente independientes o no. 


Si a, a?, a* es la base recíproca ($ 60, ejercicios 16 a 19) de az, as, Ss, 
puede expresarse todo vector x linealmente dependiente de ambas ternas 
mediante Ñ 


se (x.a ja? + (x.azda? + (x.asa?. 
Toda transformación lineal Ax será entonces expresable mediante 
[61-47] Ax = (x.a)bi + (x.a2)b: + (x.asj)b, , 
si es Aa" —h,, 4a?—b», 4a* — ba. 
La transformación [61-47] suele expresarse así: 


(x . 21)b, + (x . a1)b, + (x .as)b. = x[axb, + azb, + asb,] , 


donde [axb, + a2b, + abs] suele llamarse expresión diádica y caracteriza 
la transformación A por el paso de la terna recíproca de la (a:, as, as) a 
su transformada (b,, b», ba). 

Si se toma en lugar de una terna cualquiera (a, as, as) la base 
(1,3,k), toda transformación lineal Ax se expresa por una expresión diá- 
dica de la forma [i +3j + kk]. Cuando i', j', k' son no-coplanares, 
la expresión diádica se llama completa y el conjunto de los vectores trans- 
formados por A es todo el espacio vectorial. Ñ 

Si 1', y”, K' son coplanares pero no colineales, serán combinación li- 
neal de una base b,, ba, y resulta 


Ax = (x.1)0ub. + dba) + (2.3) (pub: + pab:) + 
+ (x , k) (+.b. + vaba) = (x. 21)b, + (x. 21) ba = 
= x[axb, + azi], 
donde a =2 +3) + mk, 9244 pd + ak y es Aa =b, 4a2= ba gi 
a, as forman una base ortonormal, La expresión diádica transforma todos 


los vectores del espacio tridimensional en los de un plano. 
Si Y, y, K' son colineales y paralelos al vector b, resulta 


Ax = (xi))b + (xj)ub + (xk)7b = (xa)b = x[ab], 
dondo a=:21 + uj4?k y en 4a=b si a es unitario. 
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En este caso la expresión diádica se llama (GIBBS) diada (aunque 
muchos autores llaman también diada a una expresión diádica completa 
o también plana) y transforma todos los vectores del espacio tridimen- 
sional en los paralelos a b. 

Finalmente, si i' —j' —k'—0, se tiene la expresión diádica nula. Las 
expresiones diádicas no completas se llaman degeneradas; lo son las pla- 
nas, lineales y nula. 

La condición necesaria y suficiente para que una expresión diádica 
sea completa es que ambas ternas (ax, as,2s) y (b,, b2,b,) sean no copla- 
Nares. 


6. Transformaciones lineales biunívocas. — De $ 61-83, b, y 
$ 615, a, resulta que una transformación lineal es biunívoca 
cuando y sólo cuando es no-degenerada, es decir, su módulo es 
ASXZ0. 


a) Transformación de variedades lineales. — TEOR. 1. En 
el espacio el transformado de un plano es un plano; en el plano 
la transformada de una recta es una recta. 

Refirámosnos al caso del plano [61-18] y [61-23] con 
tk=1,2. La recta 


[61-48] ar Form+ece=0 , (ar +20) 

se transforma en 
a =hkia + deb , d=d00 + dsb o, 

que representa también una recta, pues los coeficientes 
Y =lh10+dab , dDU=ha+debos, 


no son simultáneamente nulos al no serlo a y b en [61-48] 
por ser det (2;,) =1/A 40. 


TEOR. 2. En el espacio, la transformada de una recta es 
una recta. 


TEOR. 3, En el espacio (plano) los transformados de dos 
planos (rectas) paralelos, son paralelos. 


Teor. 4. En el espacio, las transformadas de dos rectas 
paralelas son paralelas. . 


El teorema 2 resulta del 1 considerando una recta como 
intersección de dos planos; el 3 de la biunicidad de la corres- 
pondencia, el 4 del 1 y 2 y la biunicidad, pues al plano x de 
las rectas paralelas Y y s, corresponde un plano x' que contiene 
a r' y s', que no pueden cortarse. 


NoTA. Por conservarse la dependencia lineal entre vectores en una 
transformación lineal biunívoca, y más generalmente en el grupo afín 
($ 61-7, d), la característica de las matrices de una forma bilineal [61-411 
en distintos sistemas de coordenadas es la misma, llamada característica 
o dimensión de la forma bilineal. Si ésta es menor que el orden » ($ 61-4, 
da) do la forma, diremos que ésta es degenerada. Análogas definiciones 
puedon darse para una forma cuadrática, 
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b) Descomposición en transformaciones primitivas. — Una 
transformación lineal primitiva en el plano (n = 2) o el espa- 
cio (n=3) es la que deja invariadas n — 1 coordenadas al 
pasar de P a Q. 


TEOR. 5. Toda transformación lineal biunívoca es producto 
de transformaciones primitivas. 


Refirámosnos al plano; [61-18] con ¿,k=1,2, donde podemos supo- 
ncr 413740, se descompone en las transformaciones primitivas 


E —= 0% + Qpía Ñ =á 
[01-49] l hb = 2 ] e = (22/40) + (A/da) Es 


do módulos %: y A/an no nulos. 


c) Significado geométrico del módulo. — TEOR, 6. En el 
plano (espacio), una transformación lineal de módulo AFH0 
transforma un triángulo de área 8 (tetraedro de volumen V) 
en otro de área AS (volumen AV) y se conserva o invierte el 
sentido de rotación (sentido de una terna) según sea A >0 
vdA<O, 


Limitándonos al caso del plano, basta considerar un triángulo OLM 
con un vértice en el origen. Considerando los vértices como puntos en el 
espacio: O(0,0,0), L(%;, 22,0), M(p, 2,0) y formando el producto vec- 
torial 


h kh 
pu Ma 


vumos que el valor absoluto del determinante es 28, y su signo determina 
el sentido del recorrido OLM. El teorema quedaría demostrado si pro- 
bamos que el determinante queda multiplicado por A al transformar el 
Lriángulo mediante [61-18], para lo cual bastará probar que se multiplica 
por ax al aplicar la primera transformación [61-49] (pues análogamente 
sa multiplicará por A/a. al aplicar la segunda). Se obtiege, en efecto: 


tud $ Gida A dida  he| ps | da 2 
Gua + Gata a Cra la Pp pal” 


OLAOM = 








Gu 
Cp 








El 
a + 


7. Grupos de transformaciones lineales y afines. — a) Las 
transformaciones lineales biunívocas o no degeneradas ($ 61-6) 
del plano (n= 2) o del espacio (n= 3) forman un grupo 
(8 5-12, b) respecto del producto de transformaciones ($ 61-83, 
4), que llamaremos grupo lineal L.. 


b) Las consideraciones del $ 61-1 conducen a un impor- 
tante subgrupo (Cap. III, nota 1, b) de £L,. Una transforma- 
ción lineal como [61-6] se llama ortogonal (lo mismo que su 
matriz), si se cumplen las relaciones [61-8] de ortogonalidad 
de líneas (cada línea está “normalizada” o es de “módulo 1” 
y “ortogonal” a otra paralela), que equivalen, llamando L' a 
la matriz traspuesta ($ 61-4, a) de L= (dx) a: 
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[61-50] LL' = L = IL osea: L' = L> 
(obsérvese la transformación inversa [61-7]). 


El producto de dos transformaciones ortogonales es orto- 
gonal, como resulta del punto de vista alias en $ 61-1, bz, o 
bien de: 

(AB) = BA = PA = (AB) ; 


en consecuencia, las transformaciones ortogonales forman gru- 
po, llamado grupo ortogonal O,, subgrupo de L,. 

Para el módulo de una transformación ortogonal caben por 
[61-9] los casos A=1, 4=-—-1. En virtud de $ 61-6, c, sólo 
en el primero se conserva el sentido de las ternas (o de rota- 
ciones en el plano). Las transformaciones ortogonales unimo- 
dulares (o de módulo 1) forman el subgrupo R, de las rotacio- 
nes alrededor del origen, del sistema de coordenadas (alias) o 
del espacio (alibi), (Pz, rotaciones en el plano; Ry, en el es- 
pacio). 


c) En el $ 61-1 hemos considerado transformaciones más 
generales que las lineales, de la forma 


[61-51] Y; = ZO +4; o. 


llamadas afines. Las biunivocas (A = det (a;x) 34 0) forman 
(en el plano o en el espacio) el grupo afín H,. Subgrupos 
importantes de éste son el lineal L,, y el grupo de las traslacio- 
nes T,: y; = 2%; + 4;, isomorfo al grupo abeliano que forman 
los vectores mismos respecto de la suma. 

Otro subgrupo importante de A, es el engendrado por las 
transformaciones de R, y de T,, es decir el grupo de las trans- 
formaciones que resultan del producto o realización sucesiva 
de traslaciones y rotaciones. Es el grupo de los movimientos 
M,, formado por las transformaciones de la forma [61-3] ó 
[61-4] con (4:x) ortogonal y A=1. 

El subgrupo de A, engendrado por O, y T, es más amplio, 
pues comprende movimientos y simetrías, se llama grupo eu- 
clídeo E., y es el formado por las transformaciones afines que 
conservan las distancias entre puntos, y sólo ellas. Dos figuras 
correspondientes en una transformación de E, son directa o 
inversamente iguales, 


4) El conjunto de las propiedades invariantes respecto de las trans- 
formaciones de un grupo constituye la geometría correspondiente al gru- 
po. Así, por ejemplo, en la Geometría afín puede estudiarse la depen- 
dencia lineal de vectores, que es invariante respecto de las transforma- 
ciones de H,, como lo es también la combinación lineal «a + fb, pues 
[61-15] vale para toda transformación de H.. 

En la Geometría métrica euclídea, correspondiente al grupo E,, el 
imnvariante mútrico fundamental es la forma cuadrática (ver nota III, b) 
ippe representa la distancia. Toda propiedad afín es una propiedad mé- 
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trica (invariante en E,), pues E, es subgrupo de H,; pero la recíproca 
no es cierta, por ejemplo la distancia no es invariante en AH, y entonces 
no cabe considerarla en la Geometría afín; una transformación afín con- 
veniente puede llevar un vector unitario a otro de módulo no nulo arbi- 
trario, respecto a la métrica euclídea. 


Por la introducción de las coordenadas homogéneas usadas en Geo- 
metría proyectiva podríamos definir el espacio proyectivo y considerar 
en él el plano impropio; el grupo homográfico en este espacio proyectivo 
os el formado por el conjunto de todas las transformaciones lineales de 
determinante no nulo y su invariante fundamental es la razón doble de 
cuatro puntos. Entonces las transformaciones afines aparecen como un 
subgrupo de las homográficas, precisamente el formado por aquéllas que 
dejan invariante dicho plano impropio (es decir, que transforman puntos 
del plano impropio en puntos dei piano impropio), 


El grupo correspondiente a cada geometría introduce en el espacio 
que estudie dicha geometría la noción de “igualdad” que interesa en la 
misma ($ 1-5), 

La sistematización de las diversas geometrías (las anteriores y mu- 
chas otras) mediante sus grupos correspondientes y el estudio de las pro- 
piedades invariantes respecto de laa transformaciones del grupo fué pro- 
puesta por Fénix KLEIN en su célebre programa de Erlangen (1872). 


EJERCICIOS 


1. Fórmulas de transformación si el triedro directo (%,, wa, xa) gira 
en un ángulo de 45” alrededor de la recta %.=-—%a f= 0, de modo 
que desde P(—1,0,1) se ve girar el plano r,—x%, en el sentido positivo 
de la trigonometría, 


2. Si en $ 61-1 es 0'=0 y las ternas de igual sentido, así como 
O(£,%,, 21) siendo Of intersección de los planos Ox,ws, 0Ox'0's, probar 
que con los ángulos de EULER 06—(%3%%), p=(%,), y=(6x1) el 
cuadro [61-1] es: 


> + 


A y Da 0 





cos p cos y — —.c08 p sen y — 


e sen q sen $ 

"|  —senqsen y cos 0 — sen q cos y cos $ Y 

pe sen q coa y + — gen q sen y + —.cos q sen 6 
+ cos q en y cos 0 + cos q con y cos € 

lo sen y sen 0 cos prené | cos $ 


Este resultado vale también si 0=0 6 6 =1x [con q y T indeter- 
minados, p < y =(%,%'1,)], dando así la forma más general de una ma- 
triz ortogonal de orden 3. 


8. Del ejercicio anterior obtener el teorema del coseno de la trigo- 
nometría esférica (cfr. $ 60, ejercicio 11). 


4. Doe [81-11] deducir las fórmulas de adición: 
cos(a -p) = cosa coso — senaseno ; senla+p)= ... 


5. Interprotar geométricamente las transformaciones en el plano: 
0) Yi Us, Ya —= Mia; b) Wi —= Yi, Ya — Ma; c) h= 0, Ya = Ki. 
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6. Siendo 
1 3 O” —2 
PO 0 | ES 
1 1 0 2 f 1 
19) Calcular AX; 2%) ¿Está definido XA? 
7. Con las matrices 


_J101L _J00 
E e o 1 


probar que el producto de matrices admite divisores del cero O. Interpre- 
tar geométricamente. 


8. 1%) Si una matriz cuadrada A tiene una inversa a derecha Ay” 
y una inversa a izquierda A,”* es invertible [es decir: a) ambas inversas 
son iguales, y b) únicas]; 2%) Si A es un divisor de cero a izquierda y 
tiene una inversa a derecha, tiene infinitas inversas a derecha. 


9. Probar que toda matriz cuadrada A conmutable (AB — BA) con 
toda otra de igual orden, es de la forma A1—4A0.1) (matriz escalar), 
siendo LA pi = AG po 


10. Probar que con las definiciones [61-29] las matrices de clase 
(m,n) forman un espacio lineal (Cap. II, nota III, b) Ma,.. Dar una 
base para el mismo. 


11. Probar que respecto de la suma [61-29] y producto ($ 61-3, a) 
las matrices cuadradas de orden n forman un anillo ($ 5-12, b). 


12. Probar que (A')? —(A'"*)', (matriz contragrediente de A). 


13. Calcular eA siendo 
_J30 li 
> 11.0 ps 
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1. Propiedades generales. — a) Después de los planos, las 
superficies más sencillas son las definidas por ecuaciones de 
segundo grado en coordenadas cartesianas, llamadas superfi- 
cies de segundo grado o de segundo orden o cuádricas: 


[62-17] — ax? + doy? + Og32? + L0yay + 201902 + 202842 + 
+ 20142 + 202,4 + Zdg42 + Osa = 0. 


La razón de elegir esta notación para los coeficientes se ve 
pasando a las coordenadas homogéneas usuales en Geometría *, 


* El punto P de coordenadas homogéneas (x, y, z, t) será si es t4.0, el de coor- 
denades ordinarias (2/t, y/t, z/t). Dos cuaternas de números no todos nulos se iden- 
tifican como representantes de un mismo punto, con la relación de equivalencia ($ 1-6) 

Play rt =P y, 2,10) si 5/2 = y/y” = z/2' = t/8 , 
donde uno o varios miembros pueden ser 0/0. re 
Katas coordenadas permiten representar igualmente los “puntos del infinito” o “pun- 
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es decir, poniendo x/t, y/t, 2/t en lugar de zx, y, z. Resulta 
entonces la ecuación en forma homogénea 


[622] — ans? + d2y? + das?? + Larry + Late + Zaryz + 
+ 2a,48t + Zazayt + 2ag2t + aa? = 0, 


que con las notaciones 2= %,, Y = a, 2= La b=%%4 para las 
coordenadas homogéneas, puede escribirse : 


4 
[62-31 Z Oli => 0 , Qi = Op, 
41 


obteniéndose así la ecuación de una cuádrica por anulación de 
una forma cuadrática en cuatro variables, o de orden 4 
($ 61-4, da). 


b) Determinación de una cuádrica. — Como la ecuación 
[62-1], o bien [62-2] ó [62-8], tiene diez coeficientes y pode- 
mos dividirla por uno de ellos no nulo, quedan nueve indepen- 
dientes. Son, pues, necesarias nueve condiciones para deter- 
minar una cuádrica. 

Dar un punto (2,, La, La, 24) de la cuádrica es dar una re- 
lación Za; ;%, = 0 entre los coeficientes; luego, son necesarios 
nueve puntos para determinar una cuádrica. 


Cabe, sin embargo, que por nueve puntos dados pasen dos cuádricas. 
Basta, en efecto, imaginar dos cuádricas secantes y elegir nueve puntos 
de su intersección. 

Pero si por nueve puntos pasan dos cuádricas f=0, y =0, también 
pasan las infinitas cuádricas del haz f£—Aq =0, cualquiera que sea el 
número A, pues se satisfacen para las soluciones comunes a ambas, luego 
resulta: 

Por nueve puntos pasa una sola cuádrica o bien infinitas. 

Otros modos de determinar una cuádrica son los siguientes; 

Por un punto y dos cónicas que tienen dos puntos comunes y están 
en distintos planos. En efecto, los dos puntos comunes, más otrog tres 
elegidos en cada una, son ocho puntos. Sin embargo, el método más rá- 
pido para determinar cuádricas, cuando se dan cónicas, es el de la com- 
binación lineal, que llamaremos “método de las A”. 


EJEMPLO 1. Consideremos la cuádrica: 
TI +2 +*-—x+ 2 =0 


y sus dos secciones por los planos y=0, 2=0, 
Vara determinar una cuádrica que pase por estas dos cónicas y ade- 
más por el punto (1,1,2) consideremos la ecuación: 


f—iyz=0 


que representa un haz de cuádricas, cada una de las cuales pas». por los 
puntos comunes a aquella cuádrica y cada uno de los dos planos. Para 


ton impropios” o "direceclones de las rectas” ($ 1-6, ej. 1) del espacio, para t=-0, 
canvintendo en que el punto improplo de la recta (2 — xo) /a = (y — yo) /b = (z — zo) /o 
en ba, h, e, 0). 1 irctor conocedor de Genmetrín proyectiva podrá suponer, para las 


onypledaler que ne mento mébricna, coomienadus preyccfivas, 
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determinar la que pasa por el punto (1,1,2) basta sustituir estas coor- 
denadas, y de la ecuación en A que así resulta, se despeja el valor nu- 
mérico de este parámetro, que es: 


MO E 
2 1.2 DE e 


Luego, la ecuación de la cuádrica que cumple la condición impues- 
ta es: 


ay2y +2 — dy — e. +2y=0. 


c) Reducción de la ecuación. — La ecuación general [62-1] 
no es adecuada para el estudio de la forma de la cuádrica. 
Éste se hace reduciendo [62-1] a una ecuación con menor nú- 
mero de términos, lo que haremos por traslación y rotación de 
los ejes de coordenadas ($ 61-1). El problema se completará 
en el $ 63-8, pero es conveniente, sin embargo, comenzar por 
el estudio de las diversas clases de cuádricas (que haremos en 
$$ 62-2 y 62-3) suponiendo ya completada esa reducción. 


d) Centro de una cuádrica. — Si la cuádrica [62-1] tiene 
un centro de simetría, tomándolo como origen de coordenadas 
desaparecen los términos de primer grado y recíprocamente. 
Para ver si existe un tal centro y hallarlo, efectuemos una 
traslación de ejes ($ 61-1) 2=X +%0,Y4=Y +Y0,2=%2%+2%o; 
tendremos 


a(X +20)? + La (X + 20) (Y + Yo) + 
+ 201 (X + 20) (2 +20) + 20 (X +0) + ...=0 , 


donde sólo hemos escrito los términos que contienen X. 

Anulando los coeficientes de X, Y, Z vemos que las coor- 
denadas del centro (%o, Yo, 20) están dadas por el sistema de 
ecuaciones 


[62-4] at + 0i2Y + Gisr + Oi =0 , (1=1,2,8). 


Para que este sistema no homogéneo (si fuera 01, = Ga = 
= Gz4 = 0 tendría [62-1] centro en el origen) tenga solución 
única debe ser 


[62-5] As = det [4;,,) + 0 , (2, k = 1, 2, 3) , 


donde la notación A,, se debe a que este determinante es el 
complemento algebraico, o adjunto ($ 13-4, a) del elemento 
04 en el determinante de la forma cuadrática [62-3] 


[62-6] A = det(a:) , (1k=1,2,8,4) 
llamado discriminante de la cuádrica, y cuya importancia ve- 
remos en $ 62-5, 


Si una cuádrica tiene discriminante no nulo (es decir no 
es degenerada, $ 62-5), es [62-5] necesaria y suficiente para 
que exista centro, que entonces es único 
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Ar Ax Ass 
62-17] Lo = —= = _— Zn =-—. 
[ 0 Ka , Yo Ls ' 0 Ass 
Nota. Es útil observar que cada primer miembro en [62-4] es mi- 
tad do una derivada parcial ($ 66-1) del primer miembro f(x, y,2) de 


ln ecuación [62-1], de modo que el sistema para la determinación del 
uventual centro es 


dí of df 
[02-8] Ye === 0. 


2. Cuádricas con centro. — a) Dejando de lado el caso en 
que se anula el discriminante [62-5], que trataremos en $ 62-5, 
si existe centro es único ($ 62-1, d), y tomándolo como origen 
de coordenadas, la ecuación carece de términos lineales. Como 
por rotación pueden eliminarse los términos en 2Y, Y2, 2% 
($8 63-5 y 63-8), estas cuádricas se agrupan en cuatro tipos: 


2 2 2 
[62-9] F E + Á + =1, elipsoide; 


2 
[62-107 z “E z + =1, hiperboloide de una hoja; 
a? q _ : A ns 
[62-11] —— lr — dape” 1, hiperboloide de dos hojas; 
6212 -—%_L£_%-1, cuádrica imaginaria; 
| ATA ESA A 


y llevadas a estas formas son también simétricas respecto de 
los planos y de los ejes de 
coordenadas. 

El cuarto caso corres- 
ponde a formas cuadráti- 
cas definidas negativas 
($ 63-7, a), estudiándose 
ahora la representación 
geométrica de los otros 
tres. Haciendo cero las 
otras dos variables, vemos 
que el número de términos 
positivos de los primeros 
miembros de estas ecuacio- 

Fis. 204. — Elipsoide. nes da el número de ejes 

coordenados transversos 

(de intersección real con la cuádrica), lo que una vez conoci- 

dus las formas de estas cuádricas (figs. 204, 205 y 206) cons- 
tituye una regla cómoda para recordarlas. 
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b) El elipsoidde [62-9], de semiejes a, b, c, está contenido en el 
paralelepípedo |[2| <a, |y!|<b, lz|< c, pues cada sumando es <1l 
por ser todos no-negativos, y corta a los ejeg de coordenadas en a=X3a4, 
y=+*b, 2= 75 e respectivamente. 


La sección de la superficie por el plano 2¿= zo es la elipse 


a y E _ 

e 
llamando 

p=1=HÉzS1 5 Izml < e. 


Los semiejes de esta elipse son: ak=a; bk<b y van disminuyendo 
al crecer Zo hasta anularse para %o=c, conservándose constante la ra- 
zón ak:bk=a:b. Todas las elipses son, pues, semejantes; y para Zo > 
no hay intersección (fig. 204). 


Casos especiales; 1. En particular, tiene interés el caso a=b, pues 
las elipses secciones por planos paralelos al xy son circunferencias. El 
elipsoide se llama entonces de revolución, porque se puede engendrar ha- 
ciendo girar la elipse meridiana de semiejes a y e alrededor del eje z. 
Si es c>a se llama elipsoide alargado; si es c< a se llama elipsoide 
achatado, o esferoide. 


2. Si a=b=c=r se tiene una esfera de radio r. Si el centro fue- 
ra C(xo Yo, 20) la ecuación es 
[62-18] (—20)* + (y—y)* + (22) =P , 


pues los puntos que distan r de C verifican [62-13] y recíprocamente. 
Desarrollando se llega a una ecuación de la forma 


[62-14] sy+rr4or+Bbyrvrtó=0, 
sin términos en xy, yz, za, y con coeficientes de ax”, y*, 2? iguales; deter- 
minándose centro y radio por 


Xo = — da , Yo = — Ef , Zo =— Éy , 
Y=x+qg+zr?—ó > 
para lo cual debe ser 5< x% + y +2. 


[62-15] 


NorTA. No es menester recordar en la práctica esta condición sobre 
5, ni [62-15]. Basta llevar [62-14] a la forma [62-13] completando 
cuadrados, y en el segundo miembro, aparece 7”. Si este segundo miem- 
bro resulta nulo, suele decirse que la esfera es de radio nulo; y si resulta 
negativo, que la esfera es imaginaria, 


EJEMPLOS: 1. Si la ecuación es «4 y +24 4e—2y —62=0, las 
coordenadas del centro son: x=-—2; go=1; 2 = 3. 

Para formar los cuadrados (x + 2)* + (y —1)* 4+(2—-3)* es preciso 
sumar 44+149=—14 a los dos miembros, y por lo tanto el radio es V14. 


2. Si la ecuación es 4444-24 4dx—2y — 62 + 14= 0, resulta 
r—0; es decir, la superficie se reduce al único punto real: « =—-2; 
=1; 2=3, (Cuádrica degenerada, con discriminante nulo). 


Si en vez de + 14 el término constante es cualquier otro número ma- 
yor que 14, en el segundo miembro quedará un término negativo y no 
existe superficie esférica, Suele decirse que la ecuación representa una 
superficie esférica imaginaria para indicar que todas las soluciones de 
la ecuación son imaginarias. 
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Fig. 205, — Hiperboloide de una hoja. 


mado cono asintótico por 
acercarse indefinidamente 
al hiperboloide, pues al cor- 
tar ambas superficies con 
un plano por el eje E se 
obticne una hipérbo. 
aríntotas. 

Si a=5b el hiperboloide 
es de revolución alrededor 
el eje ¿A 

d) hiperboloide 
do dos pr MOSS (fig. 
206), las secciones con los 
planos = =xs, son las elip- 
son semejantes 


E A 
CE 
L=% 5 
alendo k'= (x*'/a) —1 >0 
pura [2.| >. 
En cambio para |x| < 
< a no hay intersección; es- 
ta superflcle tiene, en conse- 
cuencia, una hoja en el se- 
mlespaclo 2 >a, y otra en 
2 < -—a; se lama por eso, 
hiperbolatde. de dos hojas, 


En el hi loide 

0 
des al cortar por el pla- 

no 2=%0. resulta la elipse 


AO 2 
FA? 
s.m ; 
siendo P*=1+(22/0)>31. 


En este caso existe elip- 
se sección para todo valor 
de zo; y conservándose . 
mejante, al aumentar 
creciendo a uno y otro Pio 
del plano ey, el cual deter- 
mina la el mínima, de 
semiejes > , amada elip- 
se de garganta. 

En Ja figura 205 se han 
representado también la in- 

tersección con el plano wz 
(hipérbola EE sus asínto- 
bra con 

Pa tags 


o el cono 
62-5, %;) ceja + 
7 no S, — (2/0) = ES 





Fig. 208. — Hiporboloide de dos hojas. 
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En la figura 206 se han representado también intersecciones con tres 
planos, y el cono asintótico (cfr. b) (x%*/a?) —(y*/b%) —(2/0*)=0, 
Si es b=c la superficie es de revolución respecto del eje x. 


3. Cuádricas sin centro. — a) Dejando de lado el caso de 
cuádricas de discriminante nulo (cuádricas degeneradas, $ 62-5), 
no existe centro cuando y sólo cuando Ay: = 0. Probaremos 
que entonces, con un movimiento de los ejes, la ecuación [62-11 
puede llevarse a la forma 


[62-16] a*, 02 + Za roy + arar? Y 2032 = 0. 


En efecto, la transformación lineal: 


Yi Oña Grs Qs Yi 
O ba de 

el az O A | 
donde indicamos con x,, %o, Ya las coordenadas no homogéneas x, y, %, es 
degenerada ($ 61-5, a) por ser A =0, y entonces transforma el espacio 
en un plano por el origen (o parte de él). Tomándolo como plano ya=0 
resulta j 

Y 09% = Ú para todo X .. 04 =0%%=0 , (k=1,2,3), 


y entonces (volviendo a nuestra notación x, y, 2) con una conveniente 
rotación de coordenadas puede hacerse que en los términos cuadráticos 
de [62-1] no aparezca z 

ata? + 2atuy + atay? + 2a*ux + 2a*.y + 2a*y2 + a*, = 0. 


Con una traslación conveniente puede lograrse ahora que desaparez- 
can los términos en x, en y, e independiente, y la ecuación queda, en 
los nuevos ejes que seguiremos llamando x, y, z, en la forma [62-161]. 


b) Con una rotación alrededor del eje ¿ puede hacerse des- 
aparecer en [62-16] el término en xy ($ 63-5) y llegamos asi 
a los dos tipos de cuádricas no degeneradas sin centro (p > 0, 
a> 0): 








2 2 
[62-17] E He > = 2, paraboloide elíptico: 
e? Y ; , Gdl 
[62-18] TSE AR z, paraboloide hiperbólico. 


El carácter de los signos en ambas ecuaciones, ya nos dice 
que para la primera toda la superficie queda por encima del 
plano z= 0, mientras que éste es atravesado por la segunda 
superficie, lo que una vez conocidas las formas de ambas ayu- 
da a recordarlas. 


b,) En el paraboloide elíptico [62-17] hemos escrito de ese modo los 
coeficientes, para que aparezcan las secciones por los planos coordenados, 
llamados principales, en esta forma: 


e=0 , y = 2q2 
y=0 , e =— 2pz 
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2 > representan dos parábolas 

e parámetros p y q, dirigi- 
das ambas hacia las 2 positi- 
vas (fig. 207). 

Las secciones por planos 
2=z son elipses de semiejes 
a y b tales que: 

a= 2pz , b' = 2% 
si es z>0; 3 estos semiejes 
van creciendo infinitamente 
con zo; es decir, la superficie 
se extiende infinitamente en 
el sentido de las z positivas, 
siendo las secciones horizonta- 
les elipses semejantes, En 
cambio, para z< 0 no resulta 
intersección real. 


ba) En el paraboloide hi- 
perbólico [62-18], las dos pa- 
rábolas secciones principales: 


y=0 , == 2px :; 
Fig. 207. — Paraboloide elíptico. e=0, y =-—?2% ; 





están dirigidas en sentidos con- 
trarios (fig, 208). 


Las secciones por los pla- 
nos 2 =%. son todas hipérbo- 
las y por eso se llama hiper- 
bólico este paraboloide. 

Ésta es la única de las cuá- 
dricas no degeneradas ($ 62-5) 
que nunca es redonda o de re- 
volución, por ser todas sus sec- 
ciones planas hipérbolas o pa- 
rábolas, Fig. 208. — Paraboloido hiperbólleo. 





4. Intersecciones. Plano tangente. — a) Intersecciones con 
una recta. — Mediante una transformación de coordenadas po- 
demos suponer que la recta sea el eje x; poniendo entonces 
w=z=0 en [62-1] resulta 
[62-19] ant? + Lar + 04 =0 , 
de donde se obtienen las abscisas de los puntos de intersección. 
Puede haber un punto impropio común obtenible de [62-2]. 
Según que el número de puntos reales de intersección (propios 
o impropios) sea 2, 16 0, la recta se llama secante, tangente 
o exterior a la cuádrica. 

Si todos los coeficientes de [62-19] se anulan, pertenece a 
la cuádrica todo punto del eje x, que entonces debe conside- 
rarse como tangente a ella (cfr. $ 62-6). 
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b) Intersección con un plano. — Mediante una transforma- 
ción de coordenadas podemos suponer que el plano sea el xy; 
poniendo entonces z=0 en [62-1] resulta 


[62-20] — art? | ago? | Zar22Y + 20148 + 2004 + 04 =0 , 


que con z = 0 representa una cónica propia o degenerada o nin- 
gún punto real. 


Si en [62-20] se anularan todos los términos cuadráticos (au = 
= da = d1a= 0), haciendo z=0 en la ecuación homogénea [62-2] resul- 
taría 

t(2a.ux% + 2024 + Aut) = 0 
que en el plano z=0 representa dos rectas, una de las cuales es la 
impropia t=0. 

Si se anulan todos los coeficientes de [62-20] todo punto del plano 
z=0 pertenece a la cuádrica, Veremos en $ 62-5 que en tal caso ésta 
degenera en un par de planos, eventualmente coincidentes. 


Un plano x no perteneciente a una cuádrica se llamará: 
1) Exterior, si no corta a la cuádrica; 
2) Secante, si la corta según una cónica no degenerada; 


3) Tangente, si la corta según una cónica degenerada: dos 
rectas, una recta, o un punto (en la Geometría compleja siem- 
pre dos rectas: reales distintas, reales y coincidentes, imagi- 
narias). 


c) Plano tangente. — c,) Estudiemos con más detalle el 
caso 3) de db) para justificar la denominación de “tangente” 
dada al plano x. Si llamamos P al centro de la cónica dege- 
nerada D de intersección (que será entonces un par de rectas 
por P, llamándose centro al punto impropio común cuando sean 
paralelas, o una recta por P, o solamente P), como toda recta 
del plano xr corta a la cuádrica según D, tendremos por a), 
para las del haz de centro P: 


Si un plano x corta a una cuádrica no degenerada según 
una cónica degenerada D de centro P, toda recta del plano que 
pase por P es tangente a la cuádrica. 


Recíprocamente, si dos rectas í y t' tangentes a la cuádrica 
se cortan en P y determinan un plano x =(t, t'), la cónica in- 
tersección con x, por tener un solo punto común con t y con t' 
es necesariamente degenerada y x es plano tangente, entonces: 


El plano determinado por dos tangentes a una cuádrica en 
un mismo punto P, contiene infinitas tangentes a la cuádrica, 
que forman un haz de centro P, y es el plano tangente a la 
cuádrica en P. 


C2) Probaremos que la ecuación del plano tangente a la 
cuádrica [62-2] en un punto P,(z,, Yi, 21, t1) es 
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[62-21] Ayo + Ay + Ag + At=0 , 
con Jos coeficientes 
62-22] A; = Qi + QiYr + Qistr + Qjatr- 


Para ello consideremos las matrices vectoriales ($ 61-4, d) 


j e E 2% + o | 
A 

= ¡E A > E ad 
| 21 | z | 

t ) A 
lurmadas con las coordenadas homogéneas de P,, de un punto P del es- 
pucio, y de la recta P,P =>" al variar 2. Por estar P. en la cuádrica es 
X'AX,=0; la otra intersección de r con la cuádrica se obtiene determi- 
nando A a partir de 

(FAX A(X, + 4X) = YX'AX + 2XfAX =0, 

pues XAX, = (X'AX.)' = X/AX, porque la traspuesta de la matriz de 
un solo elemento es ella misma, aplicándose [61-28] y [61-31]. 


Será 1=0 raíz doble, y esa otra intersección coincidirá con P., es 
decir r— PP, será una recta tangente a la cuádrica, si se anula el coe- 
ficiente de 21 


[62-23] X/AX = 0. 


Esta ecuación de primer grado en z, y, 2, t representa el plano tan- 
gente en P.. Desarrollada da [62-21]. 


Nota. Si llamamos q(x,y,2,t) al primer miembro de [62-2], la 
vcuación de la cuádrica puede escribirse (cfr, $ 67-8): 


de dy de 2 
AM 


y la del plano tangente en P, en una de las dos formas siguientes, indi- 
cando con subíndice 1 los valores de las derivadas parciales en el punto 


P, 
+) rr a) (a) + E) 


op dp dp dp 
e de da E 


d) Secciones paralelas. — Los secciones reales de una cuá- 
drica por planos secantes paralelos forman una o dos familias 
de curvas semejantes, estando en el segundo caso separadas 
ambas familias por un plano tangente. 

La intorsección [62-20] de [62-1] con 2=0, y la intersección con 
ol plano paralelo 2 =% definida por éste y 

anx! -|- Oy? Y Larry + 2(duk + au) + 2la0mk + 02) Yy + 
+ (Oak? + 2 ak + 041) = 0, 


son cónicas con iguales términos cuadráticos; son entonces dos de ellas 
entejates si al eliminar los términos lineales por traslación, resultan 
tárminos independientes de igunl signo, siendo degcnerada la que lo anule. 
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5. Puntos singulares y cuádricas degeneradas. — a) Si en 
la ecuación [62-21] del plano tangente en P,(%,, yi, 21, t,) se 
anulan los cuatro coeficientes, toda recta por P, es tangente 
a la cuádrica ($ 62-4, a) y todo plano por P, es tangente 
(8 62-4, b), por cuya razón suele decirse también que no exis- 
te plano tangente. Tales puntos se llaman singulares. 

Una cuádrica se llama degenerada cuando tiene por lo me- 
nos un punto singular, el que siempre es real por ser solución 
del sistema lineal de coeficientes reales que resulta de anular 
las [62-22]. Para que este sistema sea compatible debe anu- 
larse el discriminante [62-6]. 


Noras: 1. El discriminante A es invariante para toda transforma- 
ción ortogonal de coordenadas, que en coordenadas homogéneas puede ex- 
presarse por X — SY, siendo S la matriz ortogonal 


| da da ha Al 

la ha in 0 

[62-24] iS ha ha As 0 
0.0 01 


con 44;,) ortogonal. La cuádrica X'AX 0 se transforma en Y'S'ASY =0, 
con discriminante 


A* = det (S'AS) =A pues detS = + 1. 


2. La operación de formar la matriz S (nota 1) con las matrices 
4%) y la de único elemento 1, obviamente generalizada a matrices cuales- 
quiera, se llama suma directa. 

Es inmediato ver que la suma directa de dos matrices ortogonales 
es una matriz ortogonal. La matriz de una rotación alrededor de un eje 
de coordenadas es suma directa de dos matrices ortogonales de órdenes 
1 y 2. 


b) Una cuádrica degenerada pertenece, según que haya un 
punto singular propio o impropio, a uno u otro (o ambos) de 
los dos tipos siguientes, indiscernibles entre sí en el grupo pro- 
yectivo ($ 61-7, d). 


b,) Conos cuádricos. — Una ecuación de segundo grado ho- 
mogénea en 2, Y, z 


[62-25] 112? + az? + Oya? | Laory Y 202942 + Zagzx = 0, 
representa un cono con vértice en el origen O, pues si P(x, y, 2) 
satisface [62-25], lo mismo ocurre con todo punto P (Ax, ly, 12) 
de la recta OP. 

El determinante A se anula por anularse su cuarta fila 


ley) (y también su cuarta columna (a;4)). El vértice es punto 
singular. 


db.) Cilindros cuádricos, — Una ecuación de segundo grado 
en dos variables zx, y 


[62-26] aria? + aguy? + Layzary + 204% + 20244 + Mas = 0 , 


4H XVII. GEOMETRÍA LINEAL Y CUADRÁTICA 5562 -5 


representa en el plano (z,y) una cónica C, y en el espacio 
(c, 4,2) una superficie cilíndrica de generatrices paralelas al 
eje 2, pues con cada punto de la cónica C (directriz) satisfa- 
cen [62-26], los que resultan al variar solamente z. 

Se anula A por ser di = 0. Punto singular es el punto im- 
propio común de las generatrices. 


NorTas: 3, Si en el cono [62-25] es Au 0, es el vértice O el único 
contro ($ 62-1, d), En el cilindro [62-26] es A. =0, hay centro si lo tie- 
no la cónica directriz, y en este caso lo son todos los puntos de la para- 
lela por él a las generatrices. 

4. Si una cuádrica degenera en dos planos secantes puede conside- 
rarse como cilindro y (de infinitas maneras) como cono; y todo punto 
de la recta de intersección es singular, Si loz planos son coincidentes 
todos los puntos son singulares. Si los planos son paralelos puede consi- 
derarse de infinitas maneras como cilindro, siendo singulares todos los 
puntos de su recta impropia común. 


c) Veamos lo que representan ecuaciones de los tipos siguientes 
[62-27] A*+By4+4Crr=D , (cuádricas con centro); 
[62-28] AY +By=z , (paraboloides) ; 
Are se anula alguno de los coeficientes, distinguiendo tres casos esen- 
ciales: 

c1) Término constante nulo. Es decir; D = 0. 

La ecuación homogénea: 
[62-29] Ax' + By? 4 Cr*=0 


representa, (b,), un cono, cuyo vértice es el origen O (fig. 209, a). Den- 
tro de este tipo cabe que algún término cuadrado se anule y el cono 
degenera reduciéndose a un par de planos: sea por ejemplo C=0; la 
ecuación 


3 A A 
[62-30] Ar - BY =0 ; —=* E 





Fig. 209, — Conos con vértice en el origen; by e son también cilindros, pues algunos 
de los infiniton vértices zon improp 


representa dos planos que pasan por el eje 2 (fig. 209, b); si A y B tie- 
nen igual signo, no existen tales planos, pues solamente los puntos x= 
=y=0 del eje z satisfacen a la ecuación (en la Geometría compleja 
representa dos planos imaginarios). 

Sean C=0, B=0, La ecuación 


[02-41] AY=0 ; e=0 
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representa el plano x=0, considerado como doble. Análogamente sj 
2 =0 (fig. 209, c). 
ca) Ecuación no homogénea. Suponiendo D40 en [62-27], sea, por 
ejemplo, C=0; 
Ax + By = D 
representa un cilindro de generatrices paralelas al eje z (fig. 210, a). 





Fig. 210 


Sies C=0 y B==0, la ecuación: 


[62-32] AP =D ¡5.8 ye 


representa dos planos paralelos (fig. 210, b), si D y A tiener. el mismo 
signo; en caso contrario ningún punto (en la Geometría compleja dos 
planos paralelos imaginarios). 


es) Paraboloides degenerados, Dentro del tipo [62-28], si se anula 
un término cuadrado, la ecuación se reduce al tipo: 


[62-33] Ar =2 
que representa un cilindro parabólico de generatrices paralelas al eje y 
(fig. 210, c). 


Si se anulan los dos términos cuadrados, la ecuación se reduce a 
z=0 que representa el plano xy; representa además el plano del infi- 
nito, pues en coordenadas homogéneas el segundo miembro es zt. 

Resumen: La ecuación incompleta, dentro de los tipos estudiados en 
las cinco cuádricas representa una superficie cónica (que se puede re- 
ducir a dos planos secantes) si es homogénea; y una superficie cilín- 
drica (que se puede reducir a dos planos paralelos o secantes). 


6. Cuádricas regladas. — a) Clasificación puntual de las 
cuádricas. — Vimos en $ 62-4, «4, que una cuádrica C puede 
contener una recta, tangente entonces a la cuádrica en cada 
uno de sus puntos. Pero por un punto P no singular de C no 
pueden pasar más de dos rectas (ejercicio 12), y según que pa- 
sen ninguna, una o dos, el punto P se llama elíptico, parabólico 
u hiperbólico (cfr. $ 70-2). 

De ejercicios 13 y 14 se deduce que todos los puntos no sin- 
gulares de una cuádrica son de la misma naturaleza, y pode- 
mos distinguir cuádricas de puntos elípticos, cuádricas de pun- 
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toxz parabólicos y cuádricas de puntos hiperbólicos. Las de las 
dos últimas clases se llaman regladas, y sus rectas, generatri. 
reg rectilíneas (cír. $ 75-1). También es reglada una cuádrica 
que degenere en un par de planos, distintos o no, pero enton- 
ces todo punto es singular. 


b) No pueden ser regladas, es decir, son de puntos elípti- 
cos, el elipsoide [62-9] por ser finito, el hiperboloide de dos 
hojas [62-11] y el paraboloide elíptico [62-17], por existir 
planos que no contienen puntos de la superficie, ni propios ni 
impropios, por ejemplo =0 y 2=%* < 0 respectivamente. 


c) Regladas desarrollables, — Las cuádricas regladas más 
simples son las de puntos parabólicos, conos o cilindros pro- 
pios (ejercicio 13). El plano tangente es el mismo a lo largo 
de cada generatriz; éstas son dos a dos coplanares, y como la 
superficie es aplicable sobre un plano en el sentido que más 
adelante veremos ($ 77-3), se llama reglada desarrollable. 


d) Regladas alabeadas. — Se llaman así a las superficies 
regladas no desarrollables ($ 75-2). Entre las cuádricas lo son 
las de puntos hiperbólicos: hiperboloide de una hoja y parabo- 
loide hiperbólico. 


d,) Hiperboloide de una hoja. — Su ecuación [62-10] pue- 
de escribirse así: 





2 2 2 
[62-34] rt=—E» 
o bien 
z e e 
(y +. E E E) 


Escrita en esa forma aparece como producto de las ecua- 
ciones 


E, NA" (E 
a e 
[62-35] > A 
| a +1) - + 

L 
cualquiera que sea el parámetro 1. Al variar A, cada una de 
estas ecuaciones representa un haz de planos, y sus intersec- 
cioneg son rectas situadas en la superficie, puesto que la ecua- 
ción [62-34] se satisface para las soluciones comunes a éstas, 

ya que es el producto de ambas. 

Resulta, pues, un sistema de infinitas rectas situadas en la 


cuádrica, y el conjunto de todas se llama haz alabeado de se- 
gK£undo orden. 
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Análogamente, como [62-34] es el producto de las ecua- 
ciones 


HE e E. 
c db 
[62-36] a a a 
| rata lor 
resulta otro haz alabeado sobre la superficie. 
Para 1=0 resulta la generatriz x=a, bz+cy=0, 
” p=0 ” » ” =0, bz—cy =0, 


y el plano tangente x = «q da como sección este par de rectas. 


Fijado un punto (Xo, Yo, 20) en la superficie, las ecuaciones 
[62-35] determinan un valor de A 














o Zo Yo 
e da 0 Ode 
_ Zo Yo Zo ; 

cb a e 


el cual determina una generatriz del primer sistema que pasa 
por él y, analogamente, resulta una generatriz del segundo sis- 
tema, En consecuencia: 

El hiperboloide de una hoja contiene dos haces de genera- 
trices rectilíneas y por cada punto de la superficie pasa una 
de cada sistema, las cuales determinan el plano tangente en 
dicho punto. 


Las aristas de los haces de planos [62-35] son las rectas de ecua- 
ciones 


ala=1 , zhlcoc= y /b ; refa=—1 , zf0c= — ylb 


y como estas cuatro ecuaciones son claramente incompatibles, dichas aris- 
tas se cruzan. Cada par de planos homólogos se cortan en una recta, se- 
cante de ambas aristas; luego cada dos secantes MN, M'N' se cruzan. 
Análogamente para los haces [62-36]. 

Por consiguiente: Dos generatrices de un mismo haz no se cortan. 

En cambio, como las ecuaciones [62-35] y [62-36] no son indepen- 
dientes, pues el producto de las dos primeras es idéntico al producto de 
las dos segundas (o sea la ecuación [62-341), una de ellas es consecuen- 
cia de las otras tres y por tanto las Coordenadas del punto que satisfaga 
a tres de ellas satisface también a la cuarta. Es decir: Dos generatrices 
de distinto haz tienen un punto común. 

Dadas tres generatrices de un sistema, las del otro quedan determi- 
nadas por la condición de cortar a estas tres, 

Sea un punto de la generatriz c, los planos Pa y Pb determinan una 
recta que pasa por P y cortan a las a y b en puntos propios o impropios. 

Por cada punto de cada una de las rectas a, b, e pasa, pues, una 
sola generatriz del otro sistema. 

Recíprocamente, dadas tres rectas cualesquiera que se cruzan dos a 
dos se obtiene fácilmente la ecuación de la cuádrica que se determina 
como indica el ejercicio 15. 
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da) Paraboloide hiperbólico. — Su ecuación puede escribir- 
se así: 


ts a E ES 
[62-37] a=(í a 
y es por tanto el producto de estas dos 
is e 
[62-38] a de UI E , 


que definen un haz alabeado de rectas situadas en la superfi- 
cie, y asimismo es el producto de estas otras dos 


A A 
A ENG 


que definen otro haz alabeado, por la misma razón ya expli- 
cada en el caso del hiperboloide. 

Lo mismo que en el caso anterior, por cada punto del pa- 
raboloide pasa una generatriz de cada sistema; pero hay una 
diferencia notable, y es que todas las rectas [62-88] son para- 
lelas al plano 


zx yo 

ee dnd 

y todas las rectas [62-39] son paralelas al plano 
AS 

[62-41] a » 0. 


Estos dos planos se llaman directores del paraboloide. 


NOTAS: 1. Para p->0%0 resulta en el haz [62-39] la recta impropia 
del plano [62-401, y para A—=>0 la del plano [62-411. Es, pues, natural, 
decir que esas rectas impropias son generatrices del paraboloide y que 
forman su intersección con el plano impropio, 

2. Subsisten para el paraboloide hiperbólico las propiedades de in- 
torsección de las generatrices de uno y otro sistema, estudiadas en d, para 
cl hiperboloide reglado. 


7. Secciones circulares, Secciones circulares diametrales. — 
a) Sólo en el elipsoide y en el hiperboloide de una hoja exis- 
ten planos que pasan por el centro y dan secciones circulares; 
un miétodo sencillo para determinarlos es el siguiente: 

Si de la ecuación de la cuádrica f(x, y, 2)=0 restamos la 
ccuación de una superficie esférica elegida de tal manera que 
la diferencia represente dos planos, la línea de intersección de 
la cuádrica con la superficie es la misma que la intersección 
de ésta con los dos planos, es decir, dos circunferencias. 


t:) Elipsoide. — Sea el elipsoide escaleno 


a? ' pe z* 
a pi e 


[62-42] = 1, a>b>e 
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y la superficie esférica de ca b 
4d 
ed 
E +7 + DE 
La diferencia de E ecuaciones da 


y ( 1 af 1 
E 7] > “Ve . 7] á 

y como ambos coeficientes son positivos por ser 1/b* > 1/a* y 
1/c* > 1/0?, esta ecuación se descompone en dos ecuaciones de 
primer grado que representan dos planos: 2= +kx. Como 
estos planos dan la misma intersección con la esfera y con el 
elipsoide, resulta : 

Hay dos secciones circulares cuyos planos pasan por el eje 
intermedio b. 

Si elegimos la superficie esférica de radio a Ó e resulta un 
coeficiente positivo y otro negativo, es decir, dos planos ima- 
ginarlos. 


== 


EJEMPLO 1, Sca el elipsoide: ¿ 
da + 3y* + 6? = 2. 
Como el cocficiente intermedio es el 4, elegiremos la esfera 
de + 4 + de — 4. 
y restando resulta: 
Y — 2 =0 
Y = e vV2z. 


Las dos secciones circulares que pasan por el eje x% están pertecta- 
mente determinadas por estos dos planos y la superficie esférica. 


as) Hiperboloide de una hoja. — El método es igual al se- 
guido en el ao Si de la ecuación 
[62-43] — +» ES — = =1; a > b; c cualquiera, 


respetamos A ecuación de la superficie esférica 





a yq 2 
2, a —=]l 
"a j 
resulta 
f 1 Ll: y 1 12 
24 HA A OU BAOAAOR —i=0 
AN az, e , 
que representa un par de planos: 2 == ky que pasan por el 


eje + y gue son simétricos respecto de los dos planos coorde- 
nados y, XE. 
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Por el eje menor b no pasa en cambio ningún plano que dé sección 
circular, pues todos dan secciones con semieje mínimo bh. 


db) Doble sistema de secciones circulares. Puntos cíclicos. — 
Obtenidas las dos secciones circulares diametrales, todas las 
secciones producidas por planos paralelos son también cirecun- 
ferencias ($ 62-4, d). Resulta, pues, un doble sistema de sec- 
ciones circulares, dos a dos simétricas respecto de los planos 
principales que pasan por el eje intermedio; los centros de las 
secciones paralelas entre sí forman el diámetro conjugado con 
cl diámetro que dichas secciones circulares determinan en la 
elipse, sección con el plano principal que pasa por los ejes ex- 
tremos. 

Los dos extremos C,Cz de cada diámetro conjugado con un 
sistema de secciones circulares, o sea los puntos en que corta 
a la cuádrica, se llaman umbilicos o cíclicos, 

Los puntos cíclicos de la cuádrica están, pues, definidos por 
la condición de que los planos secantes paralelos al plano tan- 
gente en cada uno de ellos, dan secciones circulares. 

En el elipsoide escaleno hay, por consiguiente, cuatro pun- 
tos cíclicos, situados en la sección principal de semiejes máxi- 
mo y mínimo y simétricos dos a dos respecto de éstos. 

En el hiperboloide de una hoja, como el plano tangente cor- 
ta en dos rectas, y sus paralelos cortan en hipérbolas que tie- 
nen los mismos puntos impropios que estas rectas, resulta: el 
hiperboloide de una hoja carece de puntos cíclicos. 


EJEMPLO 2. 
30% + y — 22 4. 


Como el mayor de los semiejes transversos es el b, elegiremos la 
esfera 
e-ryizr= ¿4 
y restando resulta la ecuación 
24 =3% . + Y2/30 =x2 
quo representa dos planos; éstos, con la superficie esférica, determinan 
dos secciones circulares. 


EJERCICIOS 


1. a) Probar que dados por sus coordenadas homogéneas los puntos 


Piti Ys Zu d1), Pr(Y2, Ya, 22 12), todo punto 

(+) Pl(rzx, + La, Y + Ya Azi + za, E + ta) 

está nlincado con P, y Ps; 0d) Llamando razón simple (P,P:P,) de tres 
putos alineados a P,P,/P,P, (cfr. $ 9, ejercicio 3),es (P,P2P) = — tof (4.41) ; 


e) Considorar los casos P,=P., P, 4P2 P=P2 P-—>P,. 


2. Llamando razón doble de cuatro puntos alineados a (P,P+PsP4) = 
(PPP) / (171:P:), (cfr. $ P, ejercicio 3), deducir del ejercicio anterior 
qrie si 1 y P, son de la forma (*) con A=%s A=2l: es 


(++) (PPP) = df. 
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3. Llamando F(«,y,2,t) a la forma cuadrática en [62-2] e intro- 
duciendo la forma bilineal asociada o polar: 
e Za, É, 
Pl ios a) = ula db AliYs Y Usa Y Cas ( Ya + Ya) +...+ 
La Ya, La, t 
+ Qutita 
probar que las intersecciones de la recta Pio (ejercicio 1) con la cuá- 
drica [62-2] son de la forma (*) siendo 2 las raíces de 
(4 Flan at)? + A ea O 
Ta Ys Te, ta 
4. Diremos que dos puntos P,, P. son conjugados o recíprocos res 
pecto de una cuádrica [62-2] cuando dividen armónicamente a las inter- 


secciones Py, P, de la recta P,Pa con la cuádrica, es decir, (P,P,P,P,) = — 1. 
Probar que para ello la condición es 
queer) F ( 1, Ya, Za, Éa ) =0. 

22, Yo, Za, Es 


B. El lugar geométrico de los puntos conjugados de P;(%,, Y1, 21, ta) 
respecto de la cuádrica [62-2] es el plano mu de ecuación 


F ( X1 Ys, 21) La =0 
%, Y, 2, t 
llamado plano polar de P, respecto de la cuádrica (Pa, se llama polo del 
plano 7u). Probar que la ecuación de zx, puede escribirse: 
aa Y ais Y Ot Y Oti + (Car Y AH «.. =0 
o (utilizando derivadas parciales, $ 66-1): 
aFo(%, .. ., tx) + yF, (x%,, .. .,t1) + 2Fs(%s, "o ., $1) + tF, (x,, ..., t) = 0. 
6. Los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas de una 
cuádrica [62-2] están en un plano, llamado plano diametral conjugado 
con la dirección común de las cuerdas. Probar que el plano diametral 
conjugado con la dirección de parárietros directores U1, Us, Un €s: 
(+) (Aa + OY + st Y a E (One +. + a + 
+ (042 +... + ay)us = 0 
7, Ecuación de la cuádrica que pasa por P(1;—1;1) y pe las sec- 
ciones determinadas en la cuádrica de $ 62-1, ej. 1, por los planos 2y + 
+z=0, r—2y=0 
8. Completando cuadrados, verificar que la cuádrica 
+24 + 4 —2+ By 45=0 
es un elipsoide y hallar el centro C y los semiejes. 
9. En la cuádrica 
2 — 24 + 22 + 2xy — Gaz + dyz + 8x — 4y + 2kz + x= ñ 
1%) Completar cuadrados tomando sucesivamente x, y, z como variables 
directrices, es decir, formando un cuadrado que contenga todos los tér- 
minos con x, luego otro con todos los términos (restantes y nuevos) con 
Y, etc,; 2%) Indicar su naturaleza para los distintos valores de k. 
10. Probar que cada uno de los paraboloides [62-17] y [62-18] pue- 
de engendrarse de infinitas maneras por la traslación de una parábola. 
11. Si un plano corta a una cuádrica C según una recta r, es tan- 
gente a C en un punto P de r. 


12. Por un punto no singular P de una cuádrica pasan a lo más dos 
rectas de ella, 


13. Si por un punto P pasa una sola recta r de una cuádrica, ésta 
es un cono o cilindro propios (es decir, degenerada pero sin planos), y 
todo punto no singular tiene la misma propiedad. 


14. Si por un punto no singular P de una cuádrica pasan dos rec- 
tas r + de ella, otro tanto ocurre con todo otro punto Q. 


, 
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15. Hallar la ecuación de la cuádrica que contiene las rectas 
y% 0 , je=l Je + Y 2 
Ty=0 ". XNy=2 201 z2=0 

eliminando a, b, p, q entre las ecuaciones de la recta 


e=zaz+p,yuyu=b2+«0q 
y las condiciones para que ésta corte a las tres dadas. 


"1 


14 


16. Calcular el discriminante A de las cuádricas en forma reducida 
(8 62-2 y 3, ver $ 62-8) verificando que una cuádrica (no degenerada) 
«es reglada si y sólo si A=0 (A >0)., 


17. Probar que los cuatro puntos cíclicos del elipsoide [62-42] son 
(a VEDA, 0, te v(—)/(4—e)). 


18. Demostrar que en el hiperholoide de dos hojas existen dos siste- 
mas de secciones circulares, paralelas al mayor de los dos ejes no trans- 
versos, y cuatro puntos cíclicos, 


19, Demostrar que el paraboloide elíptico [62-17] con p > >0 tie. 
ne dos sistemas de secciones cireulares y dar las ecuaciones de los corres- 
ps planos por el origen, Demostrar que hay dos puntos cíclicos y 
hallarlos. 


20. Hallar las secciones circuleres, el ángulo que forman y los pun- 
tos cíclicos de: 1%) el elipsoide 44 2y4 + 4% =1; 2%) el hiperboloide 
de dos hojas —2a?—y+2*%=1 (cono asintótico); 3%) el paraboloide 
elíptico 2= 112” + y?, 


21. Indicar porqué el paraboloide hiperbólico [es la única cuádrica 
no degenerada que] no tiene secciones circulares, 


22. De los ejercicios anteriores y $ 62-7, b, deducir que las únicas 
cuádricas sin puntos cíclicos son las regladas. 


23. a) Demostrar que los dos planos que dan secciones circulares del 
elipsoide [62-42] y pasan por el eje intermedio 5, son los que pasan tam- 
bién por log puntos de inlersección de la elipse 
(?) (2/10) y (2/14)=1 , y=0 
y la circunferencia 

a+z2=bP , y=0 , 
pasando cada plano por dos de los puntos de intersección M, M' y N, N'; 
b) Con ello, probar que se determinan gráficamente los cuatro puntos cí- 
elicos como extremos de los diámetros conjugados a los diámetros MM? 
y NN' en la elipse (?). 


24, 1%) Indicar la naturaleza de las cuádricas confocalegs con centro 
1 y a 

e A — o _———Á 23 1 (a>b>e>0) 

| y—k P c—k : > , 

para los distintos valores de ki; 2%) Probar que por cada punto Plz, y, 2), 
(ruz 2 0) pasan tres cuádricas de la familia, un elipsoide, un hiperba- 
loute de anse hoja y un hiperboloide de dos hojas. (Los valores de / se 
Dimar enordcandas elípticas del punto, iguales para los veho puntos 
Ed OS AE 


Y 


nde 





28, 1%) Tudicar da naluraleza de los paraboloides confocules 
q e E > 
e o rodeos, (porq or0), 
» de u— de 


, . 13 
revra Jos di-tintos enleres de Le: 2%1 Probar aue nor cada monto Ple), 
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1. Tensor doble. — a) El vector como función escalar de 
la dirección. — La proyección a, del vector a = ari + azj + ask 
sobre la dirección u dada por el vector unitario u= mi 
+ Uej + Uak es ($ 60-5, a) el producto escalar a. u; luego 


[68-1] Oy = AYUr + Galo E Agllg = Dad; , 


relación que nos dice que un vector a puede considerarse como 
representante de los escalares «, que dan sus componentes se- 
gún todas las direcciones u del espacio; asi, pues, el vector a 
representará una correspondencia establecida entre todas las 
direcciones del espacio y un conjunto de números reales 4.. 
Sin embargo, no a toda correspondencia de esta clase la pode- 
mos llamar “vector”, pues no podrán tomarse los números rea- 
les a, como componentes (proyecciones) de un cierto vector a 
sobre la dirección u, si dicha correspondencia no viene expre- 
sada por una ley lineal homogénea en los cosenos directores de 
la forma [63-1]. 


EJEMPLO. En el caso de una fuerza, ésta es un “vector”, no sólo 
porque en una determinada dirección actúa según una cierta intensidad 
máxima, sino porque en cualquier dirección se manifiesta según una in- 
tensidad que es función lineal homogénea de los ecosenos directores de la 
dirección. En cambio, la irradiación luminosa de una lámpara adecuada 
a una buena iluminación, que en una determinada dirección tiene tam- 
bién intensidad máxima, no posee carácter vectorial por no seguir su in- 
tensidad en las demás direcciones dicha ley lineal homogénea, 


Podemos entonces definir analíticamente en el espacio Ex el 
vector a como una correspondencia establecida entre todas las 
direcciones Uu y un conjunto de números reales (escalares) a, 
dada por una ley lineal homogénea en los cosenos directores 
4;. de la forma [63-1]. 

Los coeficientes del segundo miembro de [63-1] son los va- 
lores que toma el primer miembro para u=i, u=j, u=k, y 
bastan dichos tres valores dy, 042, 4g para determinar comple- 
dead el vector a, es decir, para conocer todo el conjunto de 
OS Ay. 

La expresión [63-1] de la proyección a, o componente o 
valor ($ 60-4) del vector a según la dirección u, se conserva 
invariante respecto de las transformaciones ortogonales, como 
resulta del significado geométrico de a,, pero convendrá de- 
mostrarlo analiticamente para adaptar luego la demostración 
al caso más general tratado en (0). 


Tendremos en efecto por [61-7] 
|63-2] Uu; = id ¡4 
y reemplazando en [63-1] tendremos por [61-67] 
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[63-3] a, = 20; (2 da 1) =X: (Eh) = E 044. 


NoTA 1. Obsérvese que la costumbre de adoptar la dirección de in- 
tensidad máxima para la representación gráfica del vector, no expresa 
que sólo en esa dirección se manifiesta la magnitud. Para descubrir la 
ley de caída de los graves, GALILEO adoptó un plano inclinado en el eual 
se manifiesta igualmente la gravitación, pero atenuada según la ley del 
coseno. 


b) Tensores de rango 2. — b,) Análogamente a lo visto 
en (a), se define el tensor (de rango 2) como una función 
vectorial lineal homogénea de la dirección. Así en el espacio 
Ez, el tensor A quedará definido por la correspondencia de 
vectores a, respecto de las direcciones u del espacio, dada por 
la ley lineal homogénea en los cosenos directores u; de cada 
dirección 
[683.4] au = Za;t;. 


Los coeficientes vectoriales del segundo miembro son los 
valores que a, toma para u=i, u=3,u=k. La misma fór- 
mula [63-2] prueba que la expresión [63-4] del vector a, es 
invariante respecto de las transformaciones ortogonales del es- 
pacio., El tensor A queda determinado por los tres vectores 
a, 22, as, y si designamos por 4;;, (dai, a; las componentes 
según los ejes coordenados del vector a; (¿= 1, 2,8), el tensor 
A quedará determinado por los nueve numeros di (h, k == 
=1,2,3), pudiendo sustituirse la igualdad vectorial [63-4] 
por las igualdades escalares siguientes, que resultan de pro- 
yectar ambos miembros de [63-4] sobre cada uno de los ejes 
de cuordenadas 


[63-57  (a,)1 = Earl; , (Qu)o = Xari; ) (8u)a Lag, 
o brevemente 
[63-5'] (am), = Noni; , (h=1,2,3). 

Los nueve coeficientes a, son las coordenadas del tensor A 
respecto del sistema de referencia. Las a;; se llaman principales. 


b1) Como estos nueve números varían al rotar los ejes, es preciso 
caracterizar su modo de variación. Por [61-6], [63-5'] y [61-7] se tiene 


[63-6] (au.), = Sa Alas) n = Yni Min Ani Uy —= Snir Mn Cri Ani Wes = 
=: Ya eye We 

siendo 

[63-7] Us — Ear Aja ys Ori + 


Entonces, por [63-6] al girar los ejes se conserva invariante la ex- 
prosión [63-6') con tal que las coordenadas del tensor se transformen li- 
vculmente según [63-7]. 

Obtenemos así esta definición equivalente del tensor como matriz: 

Penaor doble sona ente abstracto representado por anna matriz ¿asp 
gue alo piero los ejer se tenasforma linealmente según (63-71. 
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NoTA 2. En la matriz Jas) cada columna da las componentes del 
vector correspondiente a un eje de coordenadas (cfr, $ 61-2, b), y cada 
fila está formada por los coeficientes de una componente del vector trans- 
formado, 


c) Significado físico. — El concepto de tensor fué creado para ge- 
neralizar el método empleado desde mucho tiempo atrás en Resistencia 
de Materiales para representar el estado de tensión de un cuerpo en cada 
punto. La acción de las llamadas “fuerzas exteriores” sobre un cuerpo 
(peso propio, cargas continuas o discontinuas ejercidas por pilares o ar- 
cos que se apoyan sobre el cuerpo en cuestión, reacciones de apoyos, ac- 
ción de la temperatura y del viento, etc.) produce una deformación elás- 
tica que dentro de ciertos límites, en virtud de la propiedad física lla- 
mada cohesión, equilibra dicha acción; el cuerpo está en equilibrio elástico 
si después de la deformación, todas sus partes quedan en reposo, para 
lo cual las fuerzas exteriores más las de cohesión deben cumplir las con- 
diciones de equilibrio dadas por la Estática. Consideremos por un punto 
P del sólido un elemento plano, de su- 
perficie o, perpendicular a un versor n, 
y las fuerzas que actúan a través de o 
sobre la parte 1 del sólido para la cual 
n es normal exterior, provenientes de 
la parte II del cuerpo, situada del otro 
lado de o (fig. 211). Estas fuerzas tie- 
nen como resultante (además del mo- 
mento resultante) una única fuerza t. 
Al tender a cero el diámetro del elemen- 
to o, la razón t/o tiende a un vector lí- 
mite ta, que sólo depende del versor n 
y se llama tensión en P correspondiente Fig. 212. — Resultante t a través de 
a la dirección n. En un sólido la direc- “Y tensión t, en P correspondiente 8 
ción de t, difiere en general de n. Te elrencón 

Veamos ahora cómo se sintetiza el conjunto de las tensiones en P 
correspondientes a las distinias direrciones, mediante el concepto de ten- 
sor. Para ello consideremos un pequeño tetraedro formado por un plano 
perpendicular a la dirección n y planos paralelos a los de coordenadas. 
Las fuerzas correspondientes a las caras se obtienen multiplicando los 
cuatro vectores, que dan las tensiones, por las áreas respectivas 0z, Oy, 
Ez, Ox, Y Una condición de equilibrio la da la igualdad vectorial 


[63-81 Onta = Ost, + 0yt,y + Ost: , 


que es análoga a [63-4] porque las razones 0./05, 0p/0,, 0/0, son los 
cosenos directores 11, Nz, Ny de la dirección n. 

Por tanto, el conjunto de tensiones t, correspondientes a todas las 
direcciones n en el punto que se estudia del cuerpo considerado puede 
sintetizarse mediante el concepto matemático de tensor T. El estado de 
tensión en cada punto está caracterizado por la m.."viz 4t,,+ de las coor- 
denadas del tensor T, siendo ¿tmb las componentes Ge t., 4t,) las de t,, 
y 4tab las de t.. Esta matriz define la correspondencia vectorial o fun- 
ción lineal [63-4]. 

En Estática se demuestra que en el caso de que el tensor T se re- 
fiera al estado elástico de un cuerpo, la matriz correspondiente es simé- 
trica, es decir 


[63-9] tia = tri. 


En este caso el tensor se llama simétrico. Si los elementos conjuga- 
dos ta y ta de la matriz 4t,? son iguales y de signos contrarios y en 
consecuencia los elementos de la diagonal principal son nulos, el tensor 
ue llama antisimétrico o hemisimétrico. Veremos ($ 632-2, a) que estas 
propiedades son invariantes vespecto de las transformaciones ortogonales. 
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2. Operaciones. Tensores especiales y de rango mayor. — 
a) Si los tensores A y B de matrices (0) y [(b¡,) dan en la 
dirección u los vectores a, y b,, llamaremos suma A-+B, y 
producto por un escalar 2)A a los tensores que dan en la di- 
rección u los vectores a, + b. y 1a.. Sus matrices de coorde- 
nadas son (4; + bi) y fl0x), es decir, las que resultan de 
las correspondientes operaciones sobre matrices ($ 61-4, b). 

Se define el producto del tensor A por el vector x, de di.- 
rección 2 *x =u, como el vector y obtenido multiplicando el 
módulo x por el vector a, de A correspondiente a la dirección 
u. Por tanto 


[63-10] y =ÁX= 2.29, = 259, + Zoda + Moda o, 


teniendo el último miembro expresión análoga a un producto 


escalar de vectores. Si el vector x es unitario, x =u, recaemos 
en [63-4]. 


Nora 1, Obsérvese que la expresión [63-10] es la misma que la [61-45] 


sustituyendo en ésta Tr y”, K', por as, az as con la misma significación 
de transformadas de i, j, k. Por tanto, una expresión diádica representa 
exactamente lo mismo que un tensor doble. Ambos conceptos se identifican 
también con el de operador lineal que transforma todo vector x en otro y 
mediante la sustitución lineal 

[63-11] Y = 2yti y , (i=1,2,8), 


de matriz igual a la formada por las coordenadas del tensor A ($ 61-5, 
nota). Actualmente el concepto de tensor ha adquirido un significado mu- 
cho más general que el anterior (Cap. XXIII, nota 111). 


La simetría (0; = 4) o hemisimetría (4; = — 4) de la 
matriz de coordenadas de un tensor A son invariantes en 
transformaciones ortogonales, y entonces podemos definir los 
tensores simétricos y hemisimétricos. 


En efecto, permutando en [63-7] ¿con h, y k con ¿, sólo se permu- 
tan los factores A, de modo que los coeficientes de la transformación son 
los mismos para una matriz y su correspondiente, que para las traspues- 
tas de ambas. 


La descomposición [61-33] de matrices, prueba que un ten- 
sor cualquiera puede siempre considerarse en forma univoca 
como la suma de un tensor simétrico y uno hemisimétrico. En 
todos los problemas de aplicación, esta descomposición tiene 
un significado físico notable; así, por ejemplo, en Elasticidad 
toda deformación infinitesimal puede considerarse como suma 
de una dilatación (representada por un tensor simétrico) y de 
una distorsión (representada por un tensor hemisimétrico). 


bh) El módulo de la suma es el tensor de matriz (0); tal 
tensor hace corresponder a toda dirección el vector nulo 0, y 
entonces: 

Si un tengor tiene todas sus componentes nulas en un sis- 
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tema de coordenadas, también son nulas en cualquier otro. Tal 
tensor de componentes nulas se llama tensor nulo, 


La anulación de un tensor expresa, pues, una propiedad intrínseca, 
independiente del sistema de coordenadas, es decir, una propiedad geo- 
métrica si relaciona elementos geométricos, y una ley natural si relaciona 
elementos físicos. De aquí la importancia capital de descubrir tensores 
para expresar con ellos las propiedades geométricas y las leyes físicas. 
La Geometría diferencial y la Física matemática encuentran en el cáleulo 
tensorial su instrumento más eficaz. 


EsempLO 1. La curvatura total de una superficie viene expresada 
por un tensor; la anulación de éste caracteriza las superficies desarrolla- 
bles sobre el plano, Este tensor de curvatura, aplicado al espacio-tiempo 
ha permitido a EINSTEIN formular su ley de gravitación. 


c) El tensor más sencillo no nulo es el tensor unidad 1, de 
matriz (5;;), que hace corresponder a cada versor el mismo; y 
recíprocamente, esta función identidad. tiene su expresión en 
la matriz (5;,); como esta propiedad es intrínseca, indepen- 
diente de las coordenadas, las componentes de este tensor en 
todo sistema de coordenadas son siempre las mismas. 


Igual significado intrínseco tiene el tensor —I, de diagonal —1, 
—1, —1, que hace corresponder a cada versor su opuesto. Tal tensor es, 
por ejemplo, el que representa el estado de tensión en el centro de una 
esfera comprimida por igual, en todas direcciones; mientras que en el 
caso de tracción uniforme aparece el tensor de esfuerzos 1. 

Obsérvese que tiene carácter invariante la anulación de todas las 
componentes no principales cuando las principales son iguales, como acon- 
tece en estos dos casos: 1, 1, 1; —1, —1, —1, y más en general, a. a. «a: 
en cambio, si éstas son a, b, ec, aunque sean nulas todas las demás, al 
cambiar de coordenadas varían en general las nueve componentes, como 
se ve aplicando la fórmula [63-7]. 


d) Consecuencia muy importante de la ley de transforma- 
ción [63-7] es esta igualdad 
[63-12] Uru —+h MUeo + Ugo = Qi + Go Osso, 
que puede enunciarse: la suma de coordenadas principales de 
un tensor de segundo rango es invariante. 
En efecto, resulta de [63-7] haciendo k=j: 
EA Ci Minrtsihgoon 
y sumando respecto de ¿ resulta por [61-71]: 
Dj py = Eindinttin = Yi (.+. 


Esta operación que conduce a un escalar partiendo de un 
tensor doble se llama contracción del tensor. Generalizada con- 
venientemente a los tensores de rango superior ($ 63-2, f) es 
muy importante en la teoría general. 


Nora 2. La nomenclatura de los autores alemanes, incluso EINSTEIN, 
vs Verjúngung (rejuvenecimiento); la palabra contracción es la preferi- 
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da por los autores franceses; y los italianos, siguiendo a LEv1I- CIVITA, 
llaman a esta operación saturación de índices. 


Mientras esta operación rebaja el rango, y la suma lo con- 
serva, veamos ahora cómo se logra, inversamente, construir 
lensores de rango tan alto como se quiera, partiendo de los 
vectores. 


e) Producto tensorial de vectores. — Si se multiplican las 
componentes del vector a = ayi + a2] + ask por las del vector 
b= bi + b2j + bgk resultan nueve productos: €, = a;b, que 
componen un tensor, pues en virtud de la fórmula de transfor- 
mación [61-6] las nuevas componentes son 


Cuj = 0d", =(2i1:) (2445101) = Bird dinlin > 


es decir, obedecen a la ley lineal [63-7]. Esta regla de multi- 
plicación se llama tensorial o de GIBBS, y el resultado obtenido 
se enuncia así: el producto tensorial de dos vectores es un 
tensor doble, 


He aquí desarrollados los dos productos de vectores a y b: 


ab. abs abs bar dias ba 
labt = ab, aba abs | 5 ¿bay = [ bx bom) bias 
bx ba Qda byax bata data 


observándose que son tensoreg conjugados, llamando así a los de matri- 
ces traspuestas ($ 61-4, a), y su diferencia es el tensor antisimétrico 


asb, — bae, 0 aby — bin 


0 abs — bita Gaby — big ] 
Gabr — byta Gaba — bras 0 ñ 


Salta a la vista que las tres componentes situadas a un lado de la 
diagonal principal son precisamente las que suelen tomarse como comno- 
nentes del vector llamado producto vectorial; debiendo elegirse las de 
uno u otro lado de la diagonal, según sea el convenio adoptado para el 
sentido de dicho vector, convenio íntimamente ligado con el signo de la 
terna de vectores coordenados. Esta distinción entre triedros positivos y 
negativos es netamente intuitiva y no expresable algebraicamente. 


Según la definición de vector, el citado producto vectorial no es un 
vertor propiamente dicho, sino un semi-tensor; la figura que se conserva 
invariante es el par de vectores opuestos, en uno y otro sentido; pues si 
sólo se adopta uno de ellos, al tomar como nuevo triedro coordenado uno 
du sentido opuesto al anterior, dicho vector convencionalmente adoptado 
para representar el producto, se convierte en su opuesto, 

Por el contrario, el producto escalar es invariante respecto de todo 
cambio de coordenadas ortogonales y aparece como suma de elementos 
principales del tensor ab, es decir, es el tensor (de rango 0) deducido 
de éste por la operación que hemos llamado contracción, 


NOTA 3, Obsérvese que el producto ¿ba de dos vectores, que es un 
tensor doble especial, coincide con la díada definida en $ 61-5, nota. Por 
eso algunos autores llaman díadas a los tensores dobles. Esta denomina- 
ción es de GIBBS pero aplicada al caso especial de producto de vectores. 
Su método consiste en descomponer cualquier tensor doble en suma de 
inloa díadas (expresiones diádicas, $ 61-5, nota). Por esa misma fecha 
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(1884) se ocupó el físico alemán Volar de los mismos conceptos, intro- 
duciendo el nombre de tensor, mientras que sus compatriotas han prefe- 
rido el de afinor. En verdad el concepto de tensor como función vectorial 
lineal es de HAMILTON (1853). Su contemporáneo RIEMANN dió en 1854 
las ideas capitales del moderno Cálculo absoluto, desarrollado por CHRIS- 
TOFFEL (1869) y sistematizado y completado por RICCI y LEVI-CIVITA 
en 1901. 


EJEMPLO 2. TENSOR DE INERCIA. — Se llama tensor de inercia de un 
sistema de masas respecto del origen O, al que tiene por componentes 
principales los momentos de inercia respecto de los ejes y como compo- 
nentes secundarios los momentos mixtos o centrífugos, con signo opuesto. 


Suponiendo una sola masa unitaria en el punto x, y, 2; +y + 
+2'— Y, el tensor de inercia tiene la expresión 


pre —ey — az rr 0.0 LL LY 22 
J=| —y ¿4e  —yz ls EE r o,]- [+ yy ya |. 
— 25 —oay ue y ZYy 22 
Que esta matriz define, en efecto, un tensor, resulta inmediatamente 
de la descomposición anterior, puesto que la matriz sustraendo repre- 
senta el producto tensorial del vector r(x,y,z) por sí mismo, mientras 
el minuendo es el tensor unitario con el oufidiónta numérico y*; luego 
J es un tensor doble, diferencia de dos tensores: J=+**I—¿r, rf. 


f) Así como definimos el tensor doble como función vecto- 
rial lineal de la dirección ($ 63-1, b), podernos considerar una 
correspondencia de tensores de segundo rango, respecto de las 
direcciones del espacio según una ley lineal homogénea en los 
cosenos directores de cada dirección. El conjunto de estos ten- 
sores, dependientes de tres tensores de segundo rango, es de- 
cir 9 vectores ó 27 escalares, se puede sintetizar en lo que se 
llama un tensor de tercer rango. En la misma forma se pasa 
a tensores de rango cualquiera. 


La fórmula [63-1] nos dice que los vectores son los tenso- 
res de rango uno y por extensión los escalares se consideran 
tensores de rango cero; en todos los casos, es esencial en ellos 
su carácter absoluto, es decir, su invariancia respecto de las 
transformaciones ortogonales del espacio: asi, un escalar es 
algo más que un número real; es la expresión de una magni- 
tud que no depende del sistema de referencia. 


3. Forma bilineal correspondiente a un tensor. — a) El 
tensor A hace corresponder a la dirección u = ui + U2j + usk 
el vector a, de componentes (a,),= Xa,¡u; [63-5'], que tiene 
por componente en la dirección del versor y = Y,1+ v2] + vgk 
el producto escalar 


[63-13]  a,.v= X(a,),0 = Xar0u; = B(v, u). 
Esta forma bilineal es invariante respecto de las transfor- 


maciones ortogonales como lo muestra el primer miembro de 
[63-13] ; puede servir también para definir el concepto de ten- 
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sor y es la forma más útil para introducir los tensores de 
rango superior (dependientes de tres o más índices). 


b) En el caso de que la dirección u coincida con la direc- 
ción v, obtenemos la llamada componente normal o valor del 
a A en la dirección u dada por la forma cuadrática ($ 61-4, 
da): 


[63-14] a... = aj; = C(u). 


Si u coincide con la dirección del eje coordenado x es 
4 =1, 42 =%¿=0, y por tanto resulta que las coordenadas 
principales 411, 422, 433 son las componentes normales del ten- 
sor en las direcciones de los ejes. En cambio las otras coorde- 
nadas 12, G%13, ..., NO SON componentes del tensor, aunque sí 
lo son de los vectores coeficientes en [63-4], y sólo en este sen- 
tido puede usarse la palabra componente aplicada a ellas. (Al- 
gunos autores designan las coordenadas del tensor por la pa- 
labra “componentes”, siendo en este caso útil la observación 
anterior). Obsérvese que la componente [63-14] es la misma 
en sentidos opuestos; en cambio las componentes [63-5] del 
vector a, difieren en el signo para sentidos opuestos, 

Se llama componente tangencial del tensor correspondiente 
a la dirección u a la proyección del vector a, sobre el plano 
normal a la dirección u. 

Un tensor simétrico tiene por forma cuadrática correspon- 
diente la 


[63-15] a,.u = 0,14? + Oso? + Agus $ 201941U2 + 
+ 2073 UoU3 + 203/U3U 1 , 


que como [63-13] es invariante respecto de las transformacio- 
nes ortogonales. 

El valor a,.u de un tensor en una dirección, por estar 
dado por una forma cuadrática, es el mismo que el de su com- 
ponente simétrica en la descomposición de $ 61-4, Db (ver 
: 63-2, 4). 


NIBMPLO. El concepto de valor de un tensor en una dirección mues- 
Ira el siguificado del tensor de inercia J ($ 63-2, ejemplo 2), pues lla- 
mando q al segmento de proyección de r— OP sobre el eje e arbitraria- 
mente lrazado por O, y d a la distancia del extremo P de r—OP hasta 
v] eje, el valor de J on esa dirección e es 


a=r>—ag=d. 


Pov tanto, la intensidad o valor del tensor J en cada dirección e es 
precisamente el momento de inercia de la masa unitaria respecto de 
Pa 

Consideramos ahora en lugar de una masa única todo un sistema de 
masas on eb los puntos (0, Y:,2,) respectivamente (i=1,2,...,1), el 
leucor de inercia os la suma de los n tensores correspondientes a las 
diversas tnasas y su valor en cada dirección es, por tanto, el momento 
deormercia veo pecte de ella, 


8 63 5 ÁLGEBRA TENSORIAL 65 


4. Cuádrica de un tensor simétrico. — Si en la dirección u 
y a partir del origen de coordenadas O llevamos un segmento 
OP tal que 


[63-16] Sp =+vTaaT, 


entonces las coordenadas 
[68-17] =0P.4, , y=0P.42 , 2=0P.uz 


del conjunto de los puntos P correspondientes a todas las di- 
recciones u en uno y otro sentido verifican, en virtud de 
[63-15] la ecuación 


[63-18] 041T? + 0094? + Ogget + 
+ 201224 + Zagyz + 2agrr=_ 1, 


es decir, están respectivamente para cada valor del primer 
miembro en una cuádrica con centro ($ 62-1, d), obteniendo 
así la llamada superficie directriz o elipsoide del tensor, por- 
que en muchos casos la naturaleza física del tensor simétrico 
permite asegurar que la superficie [63-18] es un elipsoide (tal 
el elipsoide de inercia, correspondiente al tensor de inercia), 
lo que en general no siempre ocurre. La superficie [63-18] es 
la misma, cualquiera que sea el sistema ortogonal de referen- 
cia de centro O, y sus propiedades están íntimamente relacio- 
nadas con las del tensor simétrico correspondiente. Si el se- 
gundo miembro de [63-18] conserva el mismo signo para todo 
valor de x, y, z (entonces se dice que la forma cuadrática es 
definida, $ 637, a) habrá que tomar +1 ó —1 según aquel 
signo para obtener un elipsoide real ($ 62-2), corresponde al 
caso en que a, .u conserva el mismo signo para cualquier di- 
rección u del espacio. Si la forma cuadrática es indefinida, en- 
tonces [63-18] existe tanto para +1 como para —1, y se ob- 
tienen dos hiperboloides de una y de dos hojas con el mismo 
centro y cono asintótico ($ 62-2, b y c). Dicho cono asintótico 
es el lugar geométrico de las direcciones según las cuales el 
valor del tensor es nulo. 


NoTA. Las componentes [63-5] del vector a, son la mitad de las de- 
tivadas del primer miembro de [63-18] para el punto impropio [us u», us], 
parámetros directores de la normal al plano tangente de la superficie di- 
rectriz en el punto en el que incide sobre ésta su diámetro de dirección 
u; por tanto a, es normal a dicho plano tangente. 


5. Forma canónica en el grupo ortogonal. Autovalores y 
autovectores. a) Veremos que en el campo real mediante 
una elección conveniente de un sistema ortonormal de coorde- 
nadas puede lograrse que la matriz de un tensor simétrico ten- 
er elementos no nulos sólo en la diagonal principal, En otras 
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palabras, mediante una transformación del grupo ortogonal 
O, (8 61-7, b) puede llevarse el tensor, o su matriz, a una 
forma especialmente sencilla que llamaremos forma canónica 
en el grupo ortogonal (o en ejes ortogonales). Para que ello 
ocurra, el versor correspondiente a un eje de coordenadas a 
elegir debe ser paralelo a ese eje ($ 63-1, nota 2), y entonces 
hay que buscar las direcciones u tales que 


[63-19] Au = a, = Au. 


Todo vector no nulo x, tal que su versor u = xx verifique 
[63-19], se llama autovector o vector propio del tensor A (y 
de la correspondiente matriz). El número 4 se llama autovalor 
o valor propio correspondiente a la dirección propia u. 

Comencemos por hallar los autovalores. Reemplazando en 
[63-19] la expresión [63-4] de a, y proyectando sobre los ejes 
de coordenadas, resulta 


[63-20] Ya ;U; = NU; , 


con lo que tenemos (limitándonos a tres dimensiones porque 
todo es igual en E,) el sistema lineal homogéneo en U,, Uz, Us 


(an — Y) 4 + Qi Un + lía Ya = 0 
[63-21] GU Us + (da: —1) Ya + Ar Uy =0 
la Uy c+ da Us + (03 —4JUug = 0 , 


el cual tendrá soluciones (fuera de la trivial u,= 0, $ 15-6), 
cuando y sólo cuando 


a1—Á U12 Org 
[63-22] Cor as — A CUaz = (, 
( Us Usa —A 


Esta ecuación da los valores propios; se la llama ecuación 
secular (por su aplicación al problema astronómico de las per- 
turbaciones seculares) y también “ecuación de LAGRANGE para 
las frecuencias” (por su aplicación al problema de las peque- 
ñas oscilaciones en los sistemas conservativos). Su primer 
miembro se llama polinomio característico. 

Una vez hallados los autovalores 4 mediante la ecuación 
163-221, la resolución del sistema [63-21] da los correspon- 
dientes autovectores. 

La existencia de la forma canónica en el grupo ortogonal 
para un tensor simétrico real quedará demostrada probando 
las dos propiedades siguientes: 


as) Dos autovectores u, y correspondientes a autovalores 
A, y distintos, son ortogonales. 

Con la notación matricial ($ 61-4, d) usando matrices vec- 
toriales, tenemos: 


AU-=2U , AVo<qV , AM, 
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y el producto escalar de los autovectores es, por ser A' = A: 
1 


u 


v 


UV = L1uAv = — (AU)V = Uv 


de donde resulta, por ser 1/u=+1, UV =0. 


02) En toda matriz simétrica, la ecuación secular biene sus 
raices (autovalores) reales, 


Si hubiera una raíz no real 1, le correspondería un auto- 
vector de componentes complejas (4, 42, Ug) no nulo, y tam- 


bién sería raíz ($ 18-2) la conjugada 1, con autovector 
(Uy, Uz, Us). Por a, se tendría 


Uy + UgUz + UgUa =|]4 [+ ]u|+]u1/]=0 , 
O sea 4 = 4 = Ug = 0 contra lo dicho. 


b) Consideremos con más detalle, y en cualquier número de dimen- 
siones (ver notas 1 y Il), la transformación ortogonal que lleva la ma- 
triz simétrica A a la forma canónica diagonal. Esto nos mostrará tam- 
bién lo que ocurre cuando hay raíces múltiples de la ecuación secular. 

La forma cuadrática U/AU, mediante la transformación ortogonal 
U=SV (S matriz ortogonal: SS'—1, 6 S' 8”), se transforma en la 
forma cuadrática (en las v,) 


(SV/A(SV) = V(SAS)IV , 
por euya razón toda matriz S'AS (S ortogonal), se llama congruente de 
A en el grupo ortogonal Os. 


Tomando un autovector u'*” correspondiente a un autovalor A, como 
primer vector del nuevo sistema de coordenadas, tendremos llamando $ 
a la matriz del cambio de ejes: 


j dl 0 sn... O | 

[63-231 S'AS = 0 0'n a . Uan 
o 

siendo esta matriz simétrica, pues (S'AS)' =S'A'(S)'= S'AS, 


La matriz simétrica Ja' +» se transforma de igual manera por cambio de 
ejes en el correspondiente espacio de n—1 dimensiones En.s. 


La ecuación secular es la misma de la matriz S”AS, es decir: 


A A ..|=0, 
Usa ....n: Uan — A 


de modo que si A, fuera raíz múltiple, será un cero del segundo factor, 
y entonces habrá también un autovector u” en E... Mediante nueva 
rotación “alrededor” de u'”, es decir que deje fijo este eje, y lleve el 
segundo a ul”, ete,, se llega a una matriz diagonal, es decir con ceros 
fuera de la diagonal principal, siendo esta diagonal de la forma 


Rar ña Pas 
SE, 0 A AS, A 
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La ecuación secular queda en la forma 
[63-24] P(0)=(1—AM)% (M2)... AU—i)*% =0. 


Esta reducción es única salvo el orden; no así los ejes cuando hay 
un autovalor múltiple, por ejemplo %, pues si u% y u% son autovecto- 
res, lo es toda combinación lineal uu'” -+ fut”, como se ve a partir de 
Au" 40%, Au*=24u”, de modo que se obtienen subespacios pro- 
pios Es, > ..., E ma" Los vectores de dos subespacios propios distintos 
son perpendiculares por a,, y en cada En se pueden tomar sistemas de 


vectores ortogonales, de infinitas maneras si dx > 1 (ver nota Il, c). 


6. Invariantes de un tensor simétrico. — Por el significado 
intrínseco ($ 63-1) de [63-19] son invariantes los autovalores, 
y por tanto los coeficientes del polinomio característico P(1), 
(cfr. ejerce. 11). Limitándonos a tres dimensiones tendremos 
(S 63-5, a) 


tii —A (a U13 ! 
[63-25] P(Y)=| da  tie—lk da |= 
Cta Ora: dsg — 0. | 
= — RH JA — JA de 


con los invariantes (lineal, cuadrático y cúbico) : 


Si = O11 FHUo2 Y Ugg» 
[63-26] JS, = 01122 + Gooltazz E Ogalts — Mo — e — Mo, 
Ja¿= det (41) , (1,k=1,2,8). 


Como ($ 63-5, b) la multiplicidad de un autovalor da la dimensión 
del subespacio propio correspondiente, son invariantes no solamente los 
antovalores, sino también sus respectivos órdenes de multiplicidad. 


NoTa. El invariante J, ya se halló en $ 63-2, d. Del mismo tipo es 
«| invnriante J:, pues puede expresarse también mediante J.= Un + 0 + 
J- ts, donde ax es el complemento algebraico o adjanto ($ 13-4, a) de 
tx en el determinante Ay =Ju. 


7. Signo de una forma cuadrática. -— a) Por lo visto en 

Y 63-5, una forma cuadrática r-aria 
" 
163.27] F= Y Quito, 
tdo 1 

4u puede llevar, eligiendo los ejes de coordenadas ortonormales : 
coincidiendo con las direcciones propias de la matriz Á = (di), 
n la forma canónica diagonal 


[63-28] F = Da a 


donde los «/;; son los autovalores, y entonces están caracteri- 
viudos (salvo el orden) por Ja matriz A = [(4i,]. 
lón eb campo real es de importancia fandamentel el estudio 
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de los signos que puede tomar una forma cuadrática F. Si es 
F>0 (ó F < 0) para todo sistema de valores no simultánea- 
mente nulos de los x;, la forma F se llama defimda E 
(o negativa). Si en las mismas condiciones es F > 0 (F < 0), 
siendo F =0 para algún sistema de valores no simultáneamen- 
te nulos de los x;, la forma F se llama semidefinida positiva 
(negativa). Si F toma valores positivos y valores negativos 
se llama indefinida. La ubicación de la forma en una de estas 
clases es inmediata si se conoce su forma canónica diagonal, 
pues entonces 


1) La forma Y es definida positiva (negativa) si y sólo 
si todos sus valores propios son positivos 4';¿ > 0 (negativos 
A < 0). 


2) La forma F es semidefinida positiva (negativa) si to- 
dos los valores propios son a',; >0 (a; < 0), habiendo por lo 
menos uno igual a cero. 

En el segundo caso es det A = ITa';; =0 y la forma se 
llama degenerada (cfr. $$ 61-5 y 62-5), de modo que sólo las 
formas cuadráticas degeneradas pueden ser semidefinidas. 


b) La discusión de signos de la forma cuadrática n-aria 
[63-27] hecha en a, tiene el inconveniente de exigir el cálculo 
de los autovalores, raíces de una ecuación de grado n 


Gi—hA... Cm 


1 
[63-29] e ATINADA A E 
] 


Más útiles son los criterios dados directamente en términos 
de los coeficientes a;, de la forma, tal el siguiente teorema, cuya 
aplicación sólo exige el cálculo de los determinantes 


CU Or... Ary a 
| 1 
[63-30] HH, = | sz ra o. . rg ¡o lq=1,2,....8). 
| Et ia | 
laa ja a Oj | 


TEOR. 1, Condición necesaria q suficiente para que la for- 
ma cuadrática [63-27] sea definida positiva, es que se cumpla 





[62-33] Hi 0 y TO aa Ha Es 0% 
Fara n= 1 el teorema es evidente. Pustará entonces (8 2-2, hb) de- 
mostrurlo para la forma »--aria [03-27] seporiéndola cierto para for- 


maz (mo Tderiers. 381 [08-27] es definida positiva cs Gu >0, y se 


Meno le iden ad, 
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n 


Lo Oi 2 1 
[63-32] F = Qu ( y —=x, ) +— Y - (0105 — Qi) 0, = 
i=1 €_G am 





3222 


= nu ( Sl a 1 + Gli ...,2%), 


i=1 11 


siendo la forma en menos variables G también definida positiva, pues 
para cualesquiera %e, ..-, £h podemos determinar siempre un valor de x, 
que anule el primer término del último miembro de la identidad anterior, 
cor lo que si G dejare de ser positiva, lo mismo se podría lograr para F. 
Reciprocamente, si es 41 >0 y G definida positiva, también lo es TF. 
Pero en virtud de la hipótesis hecha, será G definida positiva si y sólo 
si son positivos los determinantes K,, Ky, ..., K,-., análogos para G a 
los de [63-30]. Para completar la demostración del teorema basta veri- 
ficar que, teniendo en cuenta la forma de los coeficientes de G, se tiene: 
Ha, = K, , AR , ... , == 


Un a? 


Para ello multipliquemos en H, (q >1) las columnas 3, (s= 2,8, 
...,G) por au y del resultado restemos la columna 1 respectivamente 
multiplicada por d,., (e=2,3,...,q), 


Ga Gras — Guía... Arias — CUiilis +.» Gritig— Riilog 


Gia  Urlqa— Uiqlaa +. « Ange — Giolis +» >» Mula — Qi ig 
y ¿losarrollando por los elementos de la primera fila se obtiene 
HB, = KReafenr? , (q4=2,3,...,1). 


Cambiando el signo de todos los coeficientes queda demos- 
trado también el corolario siguiente: 


COR. (Condición necesaria y suficiente para que la forma, 
cuadrática [63-27] sea definida negativa es que se cumpla: 


[63-33] H,<0, H2>0, H3<0, ..., (—1)”"H, >0. 


c) Útil entre otras cosas para el estudio de los signos de 
una forma cuadrática real es una sencilla forma canónica en 


el grupo lineal £, de las transformaciones lineales biunívocas 
(8 61-7, a): 


TEoR. 2. 1%) En el campo real, toda forma cuadrática 
n-aria [63-27] puede reducirse por una transformación lineal 
biunivoca de las variables a la forma 


163-34] Fr = 29 + 292 + e. + 2 Zpri? AA 2 , 
29) El número h de términos en [63-34] es igual a la ca- 


racterística de la matriz (a) de coeficientes de Y y por lo 
tnto imbvariandte; 
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389) El número p de términos positivos en [63-384] es un 
invariante (llamado índice de inercia) de la forma F, es de- 
cir, depende de F pero no del método usado para reducirla a 
la forma [63-34]. (Ley de inercia de SYLVESTER). 


Dem. 19) Excluyendo el caso trivial en que la forma cuadrática 
n-aria dada por [63-27] sea idénticamente nula (as =0), podemos con- 
siderar dos casos: 


11) Existe un a, 340. Podemos suponer que es d1>540; entonces, 
por la identidad [63-32], poniendo 


Y = (E Qu Rs VEEN , 


t 





se tiene 
Fr = YÍ SE Qu + G , 


siendo G una forma cuadrática, a lo más (n—1)-ería, que no con- 
tiene a Y. 


12) Si para todo 1 es 41, =0, habrá un e: >20. Podemos suponer 
que es 21; poniendo 


1 n 
m= /2 lan] [ anít, + 1) + a (Lía +00) 0 ] 


1 mn 
Ta = 2 Tus] | Arale, — e) + pel (as — 411) % | 


se verifica que la forma cuadrática H = F — (nó —n2)sg 41, no contiene 
a ni 

Si en el caso 1, ó la la forma cuadrática en menos variables G ó H 
no €s idénticamente nula, le será aplicable uno de esos casos l: Ú la, y 
prosiguiendo así se lleva F' a una expresión de la forma [63-34]. 


20) Ver $ 61-6, nota. 


3%) Supongamos que conjuntamente con [63.34] hubiera otra forma 
reducida 


[63-85] Py go. FYgée— Y4riáÁO| | As», 


con gp, por ejemplo q <p. Como ambas resultan de [63-27] por 
transformaciones lineales biunívocas, existe una transformación lineal 
biunívoca que lleva [63-34] a [63-35]. Interpretándola como un cambio 
de coordenadas (punto de vista alias, $ 61-2, a), [63-34] y [63-85] dan 
el valor T(x) de la misma forma cuadrática para un vector fijo x, con 
coordenadas z, en una base e y, en otra, 


Será: 
F(x) > 0 para x30 tal que 2.4=...=%2.=0 (”) 
F(x) <0 para x +0 tal que H=... Yo =Ym= +... =Y =0(**), 


Las igualdades (*) y (**) definen subespacios vectoriales (nota 
I, 4) de E,; S, de dimensión 1 —(h —p), Sa de dimensión n —(n — h)— 
—q=h-—q. Como la suma de dimensiones es n +Pp—-q >, $, y Sa 
tlenen un vector x% 0 común (de lo contrario habría más de n vectores 
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linealmente independientes en E,) y para ese x resulta: F(x) >0, 
F(x) <0, lo que no es posible, 


EJEMPLO. (Cfr. $ 62, ejercicios 8 y 9). Clasificar mediante el mé- 
todo de completar cuadrados, la cuádrica: 
Y + 3y — 4xy — 2y2 + 2% — 4dy + 3 = 0. 
i Sacando x factor común y completando el cuadrado, se transforma 
así: 
a -— 2x(2y —1) + 3y4* — 2y2z — dy + 25=0 
(e—2y +41)? —yY—2yz+2=0 , 
y formando cuadrado con los términos en y, 7, dan: — (y +2)* 4%. 


La cuádrica es un hiperboloide de dos hojas (8 62-2, dl), pues su ecua- 
ción reducida es Y? —Y?4Z24+2—0, reforida al triedo no ortogonal: 


x—2y+1=0 , Yy+2z=0, 2¿=0. 


d) Consecuencia inmediata de las definiciones dadas en a 
es el siguiente teorema: 


TEOR. 3. En el campo real, el carácter de una forma Cua- 
drática n-aria en cuanto a su anulación y sus signos, queda 
determinado por sus invariantes en L,, p (índice de inercia) 
y h (característica), de acuerdo con el siguiente cuadro: 


| 0=p», definida negativa 

kh=nx 0<p<h, indefimda 

l v=h, definida positiva 
(0=p, semidefinida negativa 


hkh<nx 0<p<h, indefinida 
p=h, semidefinida positiva. 

NoTa. Con la signatura 8¿—2p—h (número de términos positivos 
menos número de términos negativos en [63-34]), la clasificación ante- 
rior puede presentarse así: 

Is[=h=n28 definida (positiva si s > 0, negativa si e <0); 
lsl=h<mnm, semidefinida (positiva si s > 0, negativa si s< 0); 
lel<h<a, indefinida. 


8. Ecuaciones normales de las cuádricas. — En la ecuación 
[62-1] de una cuádrica, la forma cuadrática ternaria formada 
por los términos de segundo grado, que llamaremos Fy (y que 
resulta haciendo ¿=0 en [62-2]), caracteriza la intersección 
de la cuádrica con el plano impropio. La ecuación [62-1] pue- 
de llevarse a formas reducidas culeulando previamente los in- 
variantes Ji, Ja, Jy (de Fa), y A = det (4; ($ 62-5, nota 1). 

Ya hemos visto que la anulación de A (discriminante de 
la cuádrica) caracteriza las cuádricas degeneradas ($ 62-5, a) 
y la de Ja = Aj, las cuádricas sin centro ($ 61-1, d). Parti- 
remos justamente de J¿+-A,, pura distinguir dos casos: 


$ 63 -8 ÁLGEBRA TENSORIAL 73 


a) Cuádricas con centro: Ají 0. — La ecuación puede 
llevarse por una traslación ($ 62-1, d) y una rotación ($ 63-5) 
a la forma 
[63-86] UUX? + Me Y? + Ugl? + Va =0 , 
referida a sus ejes principales. 


Para calcular los coeficientes basta identificar los invarian- 
tes [63-26] calculados a partir de [62-1] formando el polino- 
mio: característico, con los obtenidos de [63-386], lo que da el 
sistema de ecuaciones 


[Lu Y] Loa + Ma = 31 
| Vila + Ue a | Wa = da 
| A = Aa 

411029004 = A. 


[63-37] 


AS 


Las dos últimas dan a, = A/Ay, y las tres primeras 
muestran que los tres primeros coeficientes de [63-36] son 
los autovalores 2;, 4», 4 soluciones de [63-22], Entonces la 
ecuación de la cuádrica referida a sus ejes es: 


A 
= 0. 
Ad 





[63-38] MXE 4 YE AR dz? + 


NorTas: 1, Para situar los nuevos ejes respecto de los antiguos se 
calculan sus parámetros dircelores mediante cl sistema homogéneo [63-21], 
para cada uno de los valores de 2 que resultan de la ecuación secular 
(63-22). Si estas raíces (valores pvopios) son distintas, habrá tres ejes 
(8 63-5. dz), si hay raíces coincidentes habrá infinitos ejes ($ 63-5, b); 
ello ocurre en las cuádricas de revolución. 

2. Comparando [63-21] y [63-22] con ejercicio 7, se ve que cada eje 
es normal a un plano principal, lo que resulta evidente en la forma re- 
ducida de la ecuación. Si la cuádrica no es de revolución hay tres planos 
principales que se cortan dos a dos según los ejes, si es de revolución 
hay infinitos (cfr. ejercicio 8). 


BY Cuádricas sín centro: A,, =0. — Vimos en $ 62-3, a, 
que la ecuación puede llevarse a la forma [62-16]. Por una 
rotación alrededor del eje 2 puede hacerse desaparecer el tér- 
mino en y (3 68-5) y queda en los nuevos ejes la ecuación 
en la forma : 

01 X2 - Ue Y? 4- 24 142 = 0. 


De aquí se obtiene como en «a por comparación de inva- 
riantes el sistema de ecuaciones 


163-397 (Cut Ui:=Jy Une = de, —a 100? = A, 
Las dos últimas dan 0'z = + Y — A/Jo, y las dos primeras 


muestran que «1, €» son las raíces no nulas 2, 4. de la ecua- 
ción que resulta anulando [63-25], siendo la otra 1 =0 por 
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ser J¿= Aj =0. Entonces la ecuación de la cuádrica (para- 
bolcide) es: 


[68-40] l4X? 4- 14X? + 2 Y—A/J2Z = 0, 


NoTA 3. Para situar los nuevos ejes respecto de los antiguos se cal- 
culan ante todo sus parámetros directores mediante el sistema homogé- 
neo [63-21], para cada una de las raíces A, lo, As =0 de (63-221. A 
esta última corresponde la dirección del único eje de la cuádrica. 


Conocidas las direcciones de los nuevos ejes de coordenadas, falta 
determinar el origen. Como éste es la intersección (propia) de la cuádri- 
ca con su eje, es mejor seguir este otro camino que determina el eje de 
la cuádrica y no sólo su dirección: Como la forma de la ecuación redu- 
cida [63-40] muestra que el eje es intersección de planos principales (dos 
si 4.7% ls, infinitos si A.=42), calculados para cada valor propio 4, As, 
los parámetros 1— Yi, M— Us, N= Us, se tiene por ejercicio 7, para cada 
uno la ecuación de un plano diametral (principal), y la intersección de 
ambos da el eje, 


Los otros dos ejes de coordenadas serán los trazados por el origen, 
perpendicularmente a cada plano principal si hay dos (4-44), o bien 
si hay infinitos plenos principales (4. ==), dos ejes cualesquiera per- 
pendiculares al eje de la cuádrica y entre sí. 


9, Clasificación de las cuádricas. — a) Al escribir en el 
apartado precedente las ecuaciones normales de las cuádricas 
con y sin centro hemos hecho una primera clasificación en 
base a un invariante Ays= Ja. Veremos cómo esta clasifica- 
ción puede proseguirse, utilizando solamente invariantes: Jo, 
Ja = Aya, A, y las raíces di, do, la de la ecuación secular, to- 
dos ellos fácilmente calculables a partir de los coeficientes 0;y 
de la ecuación general de la cuádrica, lo que permite ubicar 
ésta en el tipo correspondiente. 


41) Aj 0: cuádricas con centro. En virtud de la ecua- 
ción normal [68-88] tendremos por $ 62-2, a, la siguiente cla- 
sificación, que abarca todos los casos posibles salvo el orden 
de los valores propios 4, pues Ai 124 = Ass, y entonces, por 
ejemplo sg (1,A,4) = sg (A2ha) : 


A>0, elipsoide imaginario, 
A=0, cono imaginario. 
l A<0, elipsoide real. 


0488 Ay = sg ld = 
= 88 A. = SE la 


(A>0, hiperboloide de una hoja. 

0488 A4=88 MH, A=0 pet real. 

/- gh =sg da 20 li A<0, hiperboloide de dos hojas. 
ads) Ay =0: cuádricas sin centro. En virtud de la ecua- 


ción nornial [63-40] tendremos ($ 62-83, b) los siguientes ca 
sos, únicos posibles por [63-39], salvo el orden de los 4;: 
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SE Ai = SE lo A <0, paraboloide elíptico. 
40=%= Ads A =0, cilindro elíptico (o imaginario). 


088%» 4sgd> fA>0, paraboloide hiperbólico. 
0=%h= As A =0, cilindro hiperbólico. 


hX0=1.= ha = Aji=A, cilindro parabólico, 


El examen de las clasificaciones precedentes muestra que 
las cuádricas con discriminante A positivo son imaginarias o 
regladas, mientras que aquellas con A < 0 son reales no regla- 
das. Entonces; una cuádrica real no degenerada es reglada. o no 
según que su discriminante sea positivo o negativo. 


db) La clasificación también puede hacerse usando solamen- 
te los invariantes Ji, Ja, Ja= Ay y A, lo que tiene la ven- 
taja de no tener que resolver la ecuación secular [63-22], o 
sea 


[63-41] 14 — JN + Jad — Ja = 0. 


En efecto, como todas las raíces de [63-41] son reales 
($ 63-5, a2), resulta del teorema de HARRIOT - DESCARTES 
($ 41-9) que hay tantas raíces A; positivas como variaciones 
de signo en la sucesión de coeficientes 1, —Ji, Jo —J3, O 
sea como permanencias haya en la sucesión 1, Ji, Ja, Ja= Acs. 
Examinando todos los casos posibles en a se llega a la siguien- 
te clasificación de las cuádricas, aún degeneradas: 











( (T.>0 y HA >0: Elipsoide + AÑ y 
Y * 
AL 0 
ARO t Ñ fA A >0: de una hoj 
; » a A Ja 
No degeno- Otros casos; Hiperboloides LAZO : de dos hojas 
a q : A > 0: hiperbólico 
W Au = 0: Paraboloides l A Z0: elíptico 
( . $3, >0 y JA, >0: imaginario 
Au 7 0: Cono Ll Otros casos: real 
( 3.>0 CIA >0: imaginario 
h =3: Cilindro : 3J114<0: elígtico real 
E Á = menor princip. | J.—0: parabólico 
A=0 ¿Ja < 0: hiperbólico 
e eenrdas LJ >0: imaginarios con arista real 
¿ = Caracte- ¡A = 0 JA >0: imaginarios 
rística de A 9 = 2: Par de pla-: Jo =0: paralelos E =0: uno impropio 
nos distintos distintos 13,4 < 0: reales pro. 
t pios 
Ju 0: reales secantes 
—1. [1%0: propio 
h=1: Plano doble (da =0: impropio 
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Nora, La clasificación anterior a esta última no incluye, en el caso 
de cuádricas degeneradas (A — 0), la distinción que resulta según la di- 
mensión de la variedad de los puntos singulares, dada por la caracterís- 
tien h de A, solución del sistema homogéneo obtenido anulando [62-22], 
dindo un solo punto singular propio o impropio (kh — 3) para conos o ei- 
lir«lros curvos y los casos en que los conos o cilindros degeneren a su vez 
vih pares de planos distintos (Ak — 2) ya reales (paralelos o no) ya ima- 
trinarios (paralelos o no) o bien en planos coincidentes, es decir un plano 
doble rea] (h — 1) propio o impropio. 


cr) Para una cónica 
[63-42] ent? + cap? + Lonry + 201% + 2cy + us =0 , 
se hallan en forma análoga los invariantes (lineal, cuadrático y cúbico) 
I=Cu +») Cao= Cuta— Gi y Cx= det, deb, 


varacterizando C=0 las cónicas que degeneran en pares de rectas, y 
:m= 0 las cónicas sin centro, 


Calculados estos invariantes en las formas normales de las cónicas 
con y sin centro: 


cai ca dea = 0, Co + 2L0ro A] O, 


y considerando los posibles casos de degeneración en dos rectas, se ob- 
Licne la siguiente clasificación de las cónicas: 


Cónicas con centro único, Ca 20: 


IC > 0, elipse imaginaria, 
Con > 03 IC < 0, elipse real. 
| C = 0, dos rectas imaginarias no paraielas, 
ea [ C%0, hipérbola. 
">= % 1 C=0, dos rectas reales no paralelas. 


Cúnicas sin centro único: 


| CH40, parábola, 


C=0, dos rectas paralelas [reales y distintas (si 1=0, 
Ca .=0 una impropia), reales y coincidentes, o imagina- 
| rias, según que sea CulóC=)< 0, Cu = Cua =0, 
Cu(ó C:) > 0]. 
EJERCICIOS 


1. Un cucrpo sometido a deformación elástica sufre la acción de las 
tensiones (8 63-1, €) 


Y, bip 2g—k , T,=2+4—3k , T,=—i—3j + $k 
pobre dun secciones normales a los ejes x, y, 2. Hallar la tensión 'T, so- 


bro da sección oblicua normal a n= (1/3)i— (2/83)j + (2/3)k, y el ángulo 
(TT. mM). 


«1% Desromponer el tensor A de componentes vectoriales 
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5] 
-1 


A, =—3i + 2 —4k , Ay= 51 —4j+2k , A. = 7] — 6k 


en uno simétrico A' y otro antisimétrico A”; 2%) Demostrar que todo 
tensor antigímétrico tiene todos sus vectores An paralelos a un plano (y 
hallarlo), y normales a las respectivas direcciones n; 3%) Comprobarlo 
en el A” 


3. Mediante la forma bilineal del tensor T del ejercicio 1, hallar la 
componente del vector T, en la dirección d = (2/7)i— (83/7)3 + (6/7)k. 


4. Hallar las componentes normal y tangencial del tensor T en la 
dirección nm (ejercicio 1), mediante la forma cuadrática de T. 


5. 1%) Hallar la cuádrica directriz del tensor T (ejercicio 1) y refe- 
rirla a sus ejes; 2%) Comprobar que el vector Th (ejercicio 1) es normal 
a dicha cuádrica en el punto P que sobre ésta determina la semirrecta 
r=tín, (t> 0). 


6. Referir el tensor T de ejercicio 1 a sus direcciones principales y 
comprobar la invariancia de J,, Ja, Ja. 


7. Llamaremos plano principal de una cuádrica [62-2] a todo plano 
diametral perpendicular a la dirección de las cuerdas que biseca. Probar 
que una cuádrica tiene en general (ver ejercicio siguiente) tres planos 
principales (cfr, $ 63-5); cada uno conjugado con la dirección de pará- 
metros directores Us, Us, Ua que verifican el sistema homogéneo [63-21] 
para los únicos valores de % para los cuales hay soluciones fuera de 
4; =0 inadmisible, es decir, las raíces de [63-22]. 


8. Probar que: a) Si [63-22] no tiene raíces múltiples, hay como 
máximo tres planos principales (por $ 63-5 hay tres); b) Si [63-22] 
tiene una raíz doble puede haber infinitos planos principales (los hay 
por $ 63-5). 


9, Sean du=%A=A, h=—A los autovalores de un tensor, Hallar 
1. superficie directriz, el lugar geométrico de las direcciones según las 
cuales el valor del tensor es nulo y el lugar y módulo de los vectores del 
tensor correspondientes a ellas, 


10, Dados los autovalores 2% > 41 >%2 de un tensor, demostrar que 
la dirección cuyos cosenos directores respecto de las direcciones principa- 
les o propias del tensor son 


V (Mu—d)/ (ua —d), 0, Y (da — 2) / (1 — da) 


tiene la propiedad de ser la línea de acción de la componente tangencial 
para cualquier plano que pase por ella, 


1í. Para una matriz cuadrada A simétrica o no, el polinomio ca- 
racterístico det(A —11) es invariante en el grupo lineal £L,, es decir, 
para S regular del orden » de L,, la matriz SAS transformada de A 
por S, tiene el mismo polinomio característico que A. 


12. Para que dos matrices A y B sean transformadas una de otra 
en el grupo lineal (y también en el grupo ortogonal si A y B son simé- 
tricas) es necesario y suficiente que tengan los mismos polinomios carac- 
terísticos. 


13. a) Si dos matrices son conmutables AB = BA, lo son sus trans- 
formadas por una misma matriz; b) Deducir de ejercicio 12 que para 
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que dos matrices simétricas con valores propios simples sean conmutables 
es necesario y suficiente que tengan iguales vectores propios. 


14. Dado el tensor T de matriz) 5 7 Pi 
res y autovectores buscando el vector unitario u= wi + yj que extrema 
la forma cuadrática ay.u=2x* + 41y —y*, y luego el vector unitario 
normal a u y con igual propiedad; 2%) Llevar la forma cuadrática a 
forma diagonal. 


1%) Hallar sus autovalo- 


15. a) Verificar (con teor, 1 de $ 63-7) que la forma cuadrática 
binaria F (x=, y)= 92? + 12xy + 79y* es definida positiva; ¿cuánto valen 
entonces la característica h y el índice de inercia p?; b) Llevar F (x, y) 
a la forma [63-34]. 


16. Clasificar y reducir la cuádrica y? + ey + 22 —yz —2y = 0, de- 
terminando su centro y direcciones principales respecto de los ejes antiguos, 


17. Clasificar y reducir el paraboloide 2= 9x* — 8xy + 3y* + 10% — 
—6y +2, determinando las direcciones principales, el eje y el vértice, 
respecto de los ejes antiguos. 


18, Clasificar y reducir el cono 2x? + 2y? + 52? + 8Byz — 8zx + 20y = 
= 0, determinando las direcciones principales respecto de los ejes antiguos, 


NOTAS AL CAPÍTULO XVII 


l. Bases de espacios vectoriales, Dualidad. — a) Ejemplos: a) Vi- 
mos en $ 60-2, notas 1 y 2, que E,, E, y Es son espacios vectoriales o 
lineales respecto del cuerpo de. los números reales como coeficientes, En 
estos espacios, introducidos en Cap. IT, nota TII, b, el elemento fundamen- 
tal no es el punto sino el vector, tomado como concepto primitivo ($ 1-7). 
La importancia de este punto de vista está señalada por las múltiples 
aplicaciones de los espacios vectoriales a diversas cuestiones de la Mate- 
mática y la Física. 


a1) Los conjuntos ordenados de números reales 
[XV11-1] a = ¿di da ...,Unp = jah, 
con las operaciones a +b=Ja+4b4) 302 + brp, y 14 =4kas), consti- 


tuycn un espacio vectorial de % dimensiones E, (Cap. TI, nota 111) con 
la base 


[XV11-2] L= ALO 00 ds lla di 
in =40,0,...,19 , 


siendo la expresión de [XVII-1] en esta base 


[XV 11-3] a= Y dm. 


Los coeficientes de «E: se llaman coordenadas (o componentes) del vector 
a con respecto a la hase [XVIT-2] (6 60-3, b). 
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., Este es un caso particular del espacio M,,m de matrices (3 61, ejer- 
cicio 10), 


a) Si en [XVII-1] se admiten componentes az complejos y toma- 
mos como coeficientes A, números complejos, tendremos un espacio vecto- 
rial de n dimensiones respecto del cuerpo de los números complejos. En 
este caso el concepto de dimensión lineal con respecto al cuerpo de coefi- 
peana no corresponde a la noción intuitiva de dimensión, como se ve con 
n=1, 


a) El conjunto F de las funciones reales f(x), g(x) definidas en 
a=x=b con la suma S(2)=f(x)+g(xr) y el producto Af(r) consti- 
tuye un espacio vectorial de elementos indicados por fÍ, g, ..., pues es 
un grupo abeliano respecto de la suma, y se verifican [60-6], [60-7] y 
[60-38]. En este caso no podemos dar una base del espacio, pero como 
es posible dar “vectores” linealmente independientes en número arbitra- 
rTiamente grande, diremos que F tiene dimensión infinita. 


as) Un subconjunto S de un espacio vectorial E se llama subespacio 
vectorial de E si es espacio vectorial, con la'suma y el producto por un 
número como casos particulares de los definidos en E. Para ello basta 
que conjuntamente con dos vectores a y b de $, esté en S toda combi- 
nación lineal 1a+ pb. 

El conjunto F, de las funciones reales f(x) acotadas en a<xS<b 
es un subespacio vectorial de F, el conjunto C de las funciones reales 
continuas en a <x<b es un subespacio vectorial de Fo, y por tanto 
de F 


de) Si S es un subespacio vectorial de E y as E, el conjunto de vec- 
tores b—=a.+a, azS, se llama variedad lineal (de E, congruente a $, 
y por ao). 


b) Espacios de dimensión finita. — b,) Todo espacio vectorial de n 
dimensiones es isomorío ($ 1-6) al espacio E, considerado en dz pues 
llamando i;, ..., in a los vectores de una base, todo vector a se expresa 
en la forma [XVII-3] y puede asociársele con correspondencia de ope- 
raciones el vector [XVIT-1] de E,. 


b.) Sea ki, ..., in la base [XVI1-2] de E,. Si existen n vectores 
€y € .+., €n tales que 
rn 
[XvI1-4] iL= X Oñr , 


j=1 


debe ser A—det.¿Ay)p3 0, pues de lo contrario habría una relación 
lineal entre las columnas de la matriz 4Aj2p ($ 14-83, b), y por tanto en- 
tre los vectores iz. Pero entonces ($ 61-3, b), la transformación [XVIT-4] 
es invertible y define un cambio de base. Entre las componentes de un 
vector a en una y otra base, se obtiene de 


na n n 
2 Ñ 
a= Y xi = Y gen = Y ye, 
k=1 k,j=1 k=1 


la relación (cfr. E 61-2 y 3) 


” 
[XVI11-5] v= Y Anrtr. 
k=1 


ba) Todo conjunto de r<m vectores linealmente independientes 
€, .-.., €r, es base de un subespacio (as) Sy de En, y todo subespacio de 
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k,, puede considerarse engendrado en esta forma. Si los vectores lineal- 
mente independientes €», .., €, que engendran un subespacio Ty-r, for- 
man conjuntamente con los anteriores una base €, ..., €, de E,, dire- 
mos que los subespacios S,, T,-- son suplementarios en Es. 


ce) Espacio dual o adjunto de E,. — €1) Funcionales lineales y for- 
mas lineales, — Si a cada elemento x de un espacio vectorial E se hace 
corresponder un número F(x), diremos que F(x) es un funcional defi- 
nido en E; líneal si 


[XVI-6] F(ix + uy) = AF(x) + pF (y). 
En los espacios F, Fo y C, (as y as), F(x) = F(f) hace corresponder 


un número a cada función, y de allí el nombre de funcional. Funcionales 
en C son 


b [1] 
F(5)= $ tra , GC D=f(0) , H(D)= fra ; 
a a 


de los cuales son lineales los dos primeros pero no el tercero, 
En el espacio E, todo funcional lineal F(x) corresponde a una forma 
lineal en las componentes de x, pues de x= 3%:h resulta por [XV11-6] 


[Xv11-7] F(x) = 23m F (1.) = SOT » Ue = F (i,). 


es) Espacio dual. — Dadas en E, las formas lineales [XVII-7] y 
G()=*23fB1;, definamos la suma [F + G], y el producto [AF] por un 
húmero, mediante 


[F + G](x) = F(x) + G(x) = 302 +Bx) tz >» 
XVII- 
[XVI-8] DF]GO) =AF(x) = 3(10,)%. 
Es inmediato verificar que entonces el conjunto de las formas liínea- 
les [XVI1-7] constituye un espacio vectorial, que llamaremos espacio dual 
do E,, indicado por E,*. Las n formas lineales (proyecciones) 


[XVIT-9] Psx) = %a 0.0.1 Pol) = 2, 
son linealmente independientes, y por [XVII-8] y [XVII-7] constituyen 


una base de E,*, que entonces tiene n dimensiones. La base [XVI1-9] de 
E,* se llama base dual de i,, ..., 1. 


IL Espacios vectoriales euclídeos. — a) Producto escalar, ortogona- 
lidad y norma. — ax) Un espacio vectorial E se llama euclídeo cuando 
Ñ cada par de elementos a, b corresponde un número a.b llamado pro- 
ducto escalar que tiene, con respecto a las operaciones que caracterizan 
ol espacio vectorial, las propiedades [60-15], [60-16], [60-17] y [60-22]. 


EJEMPLO 1, En el espacio C (nota 1, as), el número 
b 
f.g= i Í(0)e (2) de 
a 


es un producto escalar de los “vectores” f(x) y g(%), con las propieda 
des antedichas, Para este caso suele conservarse también la antigua no- 
inción (f,g) (efr. $ 60-6, y). 


da) Sí E es de dimensión finita, todo producto escalar a.b está 
dado por una forma bilineal S gia b, simétrica (9:31) no degene- 
rada ($ 61-G, nota), en las componentes de a y de b en una base 
Ve... On. 

En ofecto, si n= Xa,e,, b—= Yb,es se tiene por [60-16] y [60-17] 
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n rn 
[XVI1-10] a.b= Y abe.t= Y 9.0:b, 
iy fke=1 k=1 
siendo Ye = €: . €, = €; .€, = 9ri por [60-14]. 
Finalmente, el determinante 9 = det.J9,+)p, llamado determinante de 
GRAM de la base €,, ..., €,, es distinto de cero en virtud de la condición 


de plenitud [60-22]. En efecto, si a.b=0 para todo a, lo que equivale 
por [XVII-10] a 


[XV11-11] 3011 Ds =0 4 = 1,2,...,.2) 


resulta por [60-22] b=0. Esto significa que el sistema homogéneo 
[XVIT-11] no es compatible ($ 15-6) y entonces ($ 15-6, b) es g 340. 
Se ve enseguida que: recíprocamente, todo espacio vectorial de di- 
mensión finita referido a una base €,, ..., e, se convierte en un espacio 
euclídeo mediante una forma bilineal simétrica no degenerada que intro- 
duzca el producto escalar entre dos vectores cualesquiera del espacto. 


Si efectuamos un cambio de base (nota I, bs) 


" 
= Y int 
j=1 


y formamos respecto de los mismos vectores a y b referidos a los nuevos 
ejes a—= Nor b=>3Bre'* el producto escalar 


a 
a.b= > yn 0 Ba 
h,t=1 


con Y = € 10, = €, = Yu resulta el mismo número [XVII-10], es de- 
cir, el valor del producto escalar es ¿invariante respecto del cambio de 
base de referencia, Para verlo. basta sustituir 


n 
Yhk es. = > ApnharZ pa » 
Pp a=1 
y tener en cuenta que es 
n mn 
Up = y AnnUla , b.= y AorBr , 
h=-1 k=1 
para obtener 


A Ya: O0mPr pu PR Í Y OraiprdartinBa ] = 
Rad Rh k pq 
= 2 Í Dr 2 (por) (AnBr) y = Y YQptpb.. 
p.q h,k p, q 


La importancia de este resultado es fundamental, porque entonces 
se dice que el producto escalar, mediante la correspondiente forma bili- 
neal simétrica no degenerada, introduce una métrica en el espacio vecto- 
rial, métrica que así resulta independiente del sistema de referencia (cfr. 
nota lII, b), 

Se dice que el cambio de base es una congruencia si se conservan 
los coeficientes de la forma bilineal simétrica, es decir si 


hn. —= Yi == Jm = €n. €; , (h.k=1,2,....R). 
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Para el caso de n=3 y triedros de referencia del mismo sentido 
($ 60-3), la congruencia se convierte en una rotación. 


a) En un espacio euclídeo, diremos que los vectores no nulos a y b 
son ortogonales si a.b= 0. Se llama norma Na= |ja|| de un vector a, al 
producto a.a, 


EJEMPLO 2. En el espacio € (nota l, as) para el intervalo 0 < 
".2x, son ortogonales los *vectores” fo(w)=1, f.(x)=cosw. También 
lo son dos a dos los infinitos “vectores” f,(%)= cos nx, ga(x)= sen nz, 
(n=1,2,...). Las normas valen Nf.=2x, Nf= Nfa=...=Ng= 
- Nga=...=a1 (ver $ 53-1, ejemplos 1 y 2). 

En un espacio euclídeo de dimensión finita, la norma está dada por 
la forma cuadrática no degenerada: 


[XVII-12] Na=a.a= Xgitdi0s , det.¿gu) 0, 


H) Espacios propiamente euclídeos; ángulo, — Un espacio euclídeo 
E ne llama propiamente euclídeo si en él la norma es definida positiva; 
es decir, si 
[XVII-13] Na=0 ysólo =0 si a=0. 

Entonces a cada vector a corresponde un número no negativo llamado 
módulo de a: a=móda=— VNa, y se verifica entre el producto escalar 
y el producto de los módulos la desigualdad de CAUCHY - SCHWARZ (cfr, ej. 
25, $ 60): 

[XV11-14] la.b| < ab. 
En efecto, por [XVIT-13] el trinomio de segundo grado en 1, 
N(ña + b) == ¿¿Na + 2%ab + Nb 
es >N y de aquí resulta (a.b)? < Na.Nb, es decir [XVI1-14]. Como 
N(ra +b) sólo puede anwvarse para un A sia y b son paralelos, re- 
sulta que en [XVIT-14] vale el sigro = sí y sólo si a y b son paralelos. 

En $ 60-65 a, definimos el producto escalar [60-12] mediante el án- 
gulo; ahora podemos definir el ángulo en cualquier espacio propiamente 
vuclídeo mediante el producto escalar, La desigualdad de CAucH7- 
SCHWARZ asegura que —1X<(a.b)/(ab)< 1, y entonces existe un án- 
Kulo real q y sólo uno, tal que 


a.b 
ab á 
rl] cual llamaremos úngulo' de los vectores a y b: q =(a,b). 





[XV11-15] cos p = 0SPpSx , 


Si el espacio es de dimensión finita tendremos 


59: 05Ds 
[XVI1-16] eos (a, b) = ——==—=== + 
VJ i0:0r V Ig ibdibi 
0) Bases ortonormales. — c,) En un espacio propiamente euclídeo 


de dimensión finita, una base h, li, ..., in se llama ortonormal si está 
constituida por vectores dos a dos ortogonales, y normales o unitarios, 
en decir, de norma 1: 


[XVI1L-17] it.Lh= 3. , (8.0 si r%s =1 si r=x8). 


A partir de una base cualquiera €, ..., e, puede construirse una 
baso ortonormal i, ..., in mediante el llamado proceso de ortonosmali- 
zución de E. SCHMIDT que pasamos a describir. Poniendo 


hee ; h=Ah+e 5; do—= hdr + bs +8 5... 3 


ningún J. puede nnularse, pues es combinación lineal de los es con coe- 
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ficientes no todos nulos. Los coeficientes 2, Ma, M2, ..», pueden determi- 
narse de modo que cada vector j. sea ortogonal a los anteriores: 


19) ji. 1=APM4+0.-Hh=0 da 4, pues j. 0; 
29) j.ji=$451+€0.h=0 y 
de. da = ur + es .j=0 
dan M y Ha, pues PL 40, JA 0; ote. 


Dividiendo cada uno de los vectores jr por su módulo, se tiene una 
base de vectores i,—j-/j-, que verifica [XV11-17]. 


ca) En una base ortonormal [XVII-10] y [XVII-12] se reducen a 
[XV11-18] a.b= yaib ; Na = ya. 


Cs) De paso vemos nuevamente que mediante una transformación 
lineal, una forma cuadrática definida positiva ($ 63-7, a) %94:0+ puede 
transformarse en una suma de cuadrados (cfr. $ 63-7, c y d). 


d) Dualidad en espacios euclídeos de dimensión finita. — Para cada 
b fijo, el producto escalar a.b es por [XVII-10] una forma Lo(a), lineal 
en las componentes de a. Recíprocamente, toda forma lineal L(a)= 
= 32:4: proviene del producto escalar por un vector bien determinado b, 
pues el sistema 


Digurdr = A 


tiene solución b; única ($ 165-4, b) por ser det.Jg.1f 7320. 

Por consiguiente, un espacio euclídeo de dimensión finita E,, gracias 
al producto escalar, puede considerarse idéntico a su espacio adjunto o 
dual E,* (Nota 1, ca). 


IIT. Espacios puntuales afines. — a) En $ 60-1 vimos cómo se in- 
troduce en el espacio ordinario la noción de vector a partir de los pun- 
tos. En los espacios vectoriales o lineales el concepto primitivo ($ 1-7) 
es el de vector y podemos proceder a la inversa: 

Un conjunto A, de elementos P, Q, R, ..., llamados puntos, se llama 
espacio puntual afín de n dimensiones si a todo par ordenado (P,Q) 
de puntos corresponde un elemento (vector) indicado PQ, de un espacio 
vectorial E, de n dimensiones (espacio vectorial asociado), de modo que 


19) PQ =PR+RQ ),; 


2%) Dado un punto O€A,, a todo vector agE, corresponde un punto 
A y uno solo, tal que OA =a. 

De 19%) se deduce para R=Q que QQ = 0, módulo de la adición en 
E, y para P=Q que 0=QR + RQ; entonces, por ser el inverso de un 
vector en el grupo aditivo igual a su opuesto ($ 60-2, nota 3) queda 
QRK -- -- RQ =(—1)RQ. 

So diee que OA es el vector de posición del punto A respecto del 
origen (O o también que OA sitúa el punto Á respecto de O 

Sistema de coordenadas en An es todo conjunto formado por un 
punto O (origen) y una base e,, ..., e, del espacio vectorial asociado. 
Lo indicaremos con 40, exp. 

Coordenadas de A en el sistema ¿0, ef, son las componentes de OA 
en la Lase €, ..., €. De AB=AO + OB=0B— OA resulta que las 
componentes de AB en una base e,, ..., en son las diferencias b,—a;, de 
coordenadas de B y de A en un sistema ¿0,ez?. 


b) Espacios puntuales propiamente euclídeos. Distancia. — Un es- 
pacio puntual afín se llama (propiamente) euclídeo cuando lo es el es- 
pnejo vectorial asociado, 

En un espacio puntual propiamente euclídeo, a cada par de puntos 
enrresponde el número ((P,Q) =módTPQ, independiente del sistema de 
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referencia (nota TI, 41). Este número puede llamarse distancia entre los- 
puntos P y Q, pues verifica las condiciones (axiomas de la distancia) : 


DJ) 0(P,Q)> 0 y sólo =0 si P=Q; 
D») o(P, Q) = 0(Q, P) , 
Ds) o(P,R)< 0(P,Q) + 0(Q,R), (desigualdad triangular). 


Las dos primeras son inmediatas. Para demostrar la tercera obser- 
vemos que en E,, por la desigualdad de CAUCHY - SCHWARZ [XVII-14], 
Ho tiene: 


(a+b)= a 2.b+b?< a+ 2ab + b=(a+b) , 
la4b|Sa+b, 
y aplicando esta relación a PR=PQ +QR resulta Da. 


Si M y N son dos puntos de coordenadas *; y %++A*s en un sis- 
tema Y0,exp será por a, MN = 5Awu€r, y entonces 


[XVIL19] —*(M,N) = 3guAtr,A%z , Yi constantes, det.¿giuj > 0. 
Cuando el sistema J0,€e,) corresponde a una base ortonormal es 
[XVII-20] (M, N) = X(Ax:)? 


IV. Resolución práctica de los sistemas de ecuaciones lineales. — 
1) Introducción. — Aun conociendo perfectamente los fundamentos teó- 
ricos de la resolución de los sistemas de ecuaciones lineales, quien sin 
preparación intenta resolver un sistema que sólo tenga diez ecuaciones 
con diez incógnitas, queda pronto desbordado por las operaciones numé.- 
ricas requeridas al efecto, Ello lleva a bnovaloras injustamente la difi- 
cultad de dicha resolución que, adecuadamente orientada, puede superarse 
en un tiempo razonable, En algunas aplicaciones se presentan sistemas 
donde los coeficientes de los términos diagonales sobrepasan numérica- 
mente a la suma de los correspondientes de los demás términos lineales 
de cada ecuación, siendo además simétrica la matriz del sistema. Para 
esos casos se obtienen resultados suficientemente exactos mediante la re- 
gla de cálculo, sin necesidad de utilizar máquinas de calcular. 


Un sistema lineal con igual número de ecuaciones que incógnitas: 
Mar + Upa + ... + Ona = la 
Uat + Uea bo ... + Gana = ha 


O haa 


Anta + Ona +... E Omnia = Kn , 


[XVY1-21] 


de matriz cuadrada A=¿4;,) de orden n y determinante A +40, se re- 
suelve por la regla de CRAMER ($ 15-4): 


[XV11-22] 2 =(3MAniaA, 
j=1 


donde A; es el adjunto del elemento a, en A. 

Si simbolizamos por X y K las matrices vectoriales ($ 61-4, d) de 
una sola columna 42, y ¿ki? de las incógnitas y de los términos cons- 
tantes, el sistema [XVI11-21] puede escribirse 


[XV1H1-23] AX=K , 


donde AX es la matriz producto de clase (r,1), es decir, también de una 
sola columna, tal que sus elementos se obtienen por el producto escalar 
do vada fila de A por la única columna de X. La solución [XVII-22] 
viene dada por 


[XV11-24] X=AK o, 
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donde la matriz inversa A” de A, de orden n, tiene por elemento de fila 1 
y columna j el Aj¡/A, 


Pueden calcularse simultáneamente Á y sus menores A,, por el pro- 
cedimiento sistemático (ver b) de F. CHIO (Mémoire sur les fonctians 
connues sous le nom de résultants ou de déterminants, Turín, 1853), pero 
en general y sobre todo para matriz asimétrica, resulta menos engorroso y 
más sistemático seguir el método de reducción sucesiva de K, F, GAUSS 
(Theoria Combinationis, Supplementum; Werke, vol. 1V), que por ejem- 
plo GULDAN (nota V, 8) prefiere al método de los determinantes, dando 
del mismo un esquema gráfico intuitivo (ver c). 


b) Cálculo numérico de determinantes, — La posibilidad de anular 
en un determinante todos los elementos de una línea excepto uno ($ 13-4, 
c1), es la base de la regla práctica de CHIO; para ello se elige como 
elemento pivote uno del determinante que sea igual a la unidad; si esto 
no Ocurre, se prepara el determinante sacando factor común de toda una 
línea el elemento que convenga tomar como pivote, convertido así en la 
unidad. Una vez hecho esto, la regla dice que el determinante con dicho 
elemento pivote unitario situado en la fila 1 y en la columna k es igual 
a (—1)'* por el determinante de un orden menor obtenido tachando la 
fila 1 y la columna k que contengan el elemento pivote y disminuyendo 
cada elemento restante en el producto de los elementos de la fila y co- 
lumna suprimidos situados en los pies de las perpendiculares trazadas por 
el elemento que se modifica. Los elementos que quedan tienen por adjun- 
tos los mismos valores que los elementos correspondientes de que proce- 
den en el determinante primitivo. 

En efecto, la regla anterior eyuivale a restar de cada fila los ele- 
mentos de la fila 1 multiplicados por el factor 1 igual al elemento de la 
fila que se modifica situado en la columna k. Esta operación equivale a 
restar un determinante nulo ($ 13-3, Cor.) y con ello se anulan todos los 
elementos de la columna k distintos al pivote, siendo por tante el adjunto 
de éste igual al determinante primitivo al desarrollarlo por la columna k. 
Por ejemplo: 





a — asb) PA Pe AÑ : pa e a —Gxbr 0: — Ob: 0 41 — bi a: — Osdbo 
O A A 
A a ti | t1— Cab, C1— Cbr 0 Ci— CaDa Cs — Cas, = 
TA al di — ab de— deb 0 di — dida de — dodo | 
e— eb) Py PA . e e be ei — tab, €2— Cubo O €. — toba e — e£sb, | 
a — AN a — Mabe 4, — aby 5 — Qubo 
== Ei)” € — Cabi €3— Cabe C0,— Cabi Có— Csb; 
—_ di — debi da— daba d,— dub, de => dsbr, , 
€, — €xbi €a— Pibe €— tab, €s-— Cub; 


donde el adjunto de c, en el primer determinante es igual al adjunto de 
€ —Csb, en el segundo determinante, que es el del último determinante 
multiplicado por (—1)**. 

Una reiteración del proceso hasta llegar a un determinante de cuarto 
orden permite, mediante el cálculo de los adjuntos de los elementos de 
éste, hallar a la vez el valor del determinante primitivo y de 16 de sus 
adjuntos. Cambiando de elemento pivote en el determinante primitivo se 
hallan los restantes adjuntos y la obtención repetida de algunos de ellos 
sirve de comprobación de los cálculos. 


e) Método abreviado de GAUSS. — Si suponemos que se ha de reso!- 
ver un sistema de cinco ecuaciones (1%), (2*), (3%), (4*), (5%) con 
cinco incógnitas 1, ta, La, Y, o, el procedimiento consiste en sustituirlo 
por un sistema equivalente de las que llamaremos ecuaciones principales 
(1) a (V) y que van formándose de manera que (II) tenga sólo cuatro 
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incógnitas x: a 2%; (TIL) tenga tres xs a %o (IV) dos x, y %5, (V) una 
sola x,; entonces por (V) se obtiene x;, que sustituída en (IV) da x,, 
con ambos valores x, y xs en (Y11) se obtiene xa y así se llega sucesiva- 
mente a obtener x, por (1). 

Es muy conveniente efectuar el cálculo numérico en forma tabular, 
debiendo estar contenidas en la tabla todas las operaciones necesarias 
para la resolución. El esquema del método (esquema A) muestra clara- 
mente la sucesión de operaciones a efectuar: para ello se han sustituido 
los valores numéricos de los coeficientes por letras con índices en la for- 
ma usual ($ 15-4), los términos diagonalis se distinguen por tener sus 
dos índices iguales, y los independientes en el segundo miembro se indi- 


ESQUEMA A. Sistema simétrico de ecuaciones, 





















































Marcha del cálculo!  « a Za 2 m6 |k  k lControl 
(1*) O Ca Cas Gu day | kr EN 
(2*) (0,2) Qu Qs An Om [ki ka Ba | 
(3*) (04) (42) Us Qs des |ks Ks 8 
(4*) (8) (Q21) (31) Ca Cas k, Ke 8, 
(5%) (Gw) (4o5) (47) (4.11) Qin ka Ks S, == 
( I ) = ( LS ) Chi a Cra Ora Can Ka E, 8, (1) 
(2*) (4:12) Ora Goa On Ga |hz " 82 (2) 
E (012/4x ) . (1) (—412 Di. Dxa.2 Dis.o Dx.2 Ka Ene 31.2 (a) 
(M= Y, ga ga gu 0 Ko Ko | S (4) 
(3*) (41) (42) Las (EN Us ka dela 8a (5) 
— (411/0411). (1 (—4) (Dia.2) Dia.s Bra bis. | ka ias 81.3 (6) 
— (Yu! 922) . (11) (— Ju) bas. Duna Desa [Koa K'20] Szs m. 
(1D) = Y, 0 du gs Es Ks| Si |() 
(4*) (a) (a) (a3,) Qs Qs | Ki 84 (9) 
— (1/21). (1) (—411) (b.2) (Dx1.3) Dra Dro. A Ka Si. (10) 
—Á Qui! ga) . (1D (—-9u1) (D21.3) 5,4 da. Kos Klza So (11) 
— (9349). (UD) (—4s) Bara bu. [Kana Ku] Ss (12) 
CAE gu ys E KolS |a3) 
- ' — 
(5%) (41) (42) (Adm) (0%) Us ks des 8s (14) 
— (41/81) .(1) (—4) — (bis) (bis) (dia) dis. | Hnos kéus: Sis |(10) 
-- (Gal go) (TI) (—-93) (bw.2) (bx.1) dae.s [Kz.s K'2.5! Sas (16) 
am ( Ya 19m) . (11) (—-Jw) (Das...) Das.s Ko.s K” Sus (17) 
! (9u19u) .(IV) (— 95) Dis. [Kio Klios Sis (18) 
, (18) , 
Ms Js. KEs Kw | Si |(19) 
De (V): e = Ko/o  ; 
» (UV): 2, = (Ki— gut) /Qua ; 
» (11): Ya — (K) — Guils — Yuste) l Gus 3 
.” (1D : Yy (Ks— QuYa —- Yala — Guida) [Yu ; 
e. CU): x= (he, — is — Mia > La — a) [a 3 
A = CuGfolDalaD o - 
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da 81 e LE EOL _ a . — L£v8 
= ='"”r:; = = HZ * = — = 
3L0 a 1998 936 E :00 h 9926 980'T E a 726 
La = uv f tp —= =w ! y — = HWZ0L_ = 5 TI—<=% 
P5'LOT bi nan TFGEL— $ ee. 99981 — E ta > 
gror + CILA) 
(LA) '(1L'Z0T/P9'E£) + 
(A)"(90'6F1/99'2)— 
(AD (LE ZLI/SES Pr) — 
HEN caia 
e 
(1A) 


C(A)'(S0'6P1/P3 99) + 
(AD) (LE7ZILISTZP)— 
(111) (1'y8/88"88) — 
(11) "(28'201/69'6v) — 
(1) (82/8v)— 

(+9) 

ta) 
(AD (12211/88'1) + 
(111) (L1'P8/21'6) + 
(11) "(28'£01/69'69) — 
(D)'(81/8v)— 

(13) 

(AD 
1D) (198/93) — 
(11) (LE EO1/81)— 

(Pp) 

















(CID 


(ID) "(28'E01/S8P'1) + 
(D"(82/91)— 
(+2) 


(1D 








89.1 — 
183 + 
¿61 + 


Pg ZST 
gro + 

Z9'123 + 
2r3 + 
103 + 
Lez + 
L61 + 

[o1Ju0) 

















91+ 


(D"(8L1)—= 
(+2) 
GD= (0) 


(42 


(,9) 
(12) 
(<p) 
(«£) 
pol + (+2) 
L + |85+ (1) 
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enn por ka, ka, (Ko), ko, (Kgs), ..., pudiéndose incluir también otro o va- 
rios conjuntos de valores k' para estos últimos, correspondientes a otros 
casos de carga en la aplicación a la Estática, los que se resuelven simul- 
túíneamente, gran ventaja del método de resolución numérica sobre el de 
uproximaciones sucesivas. 

En las ecuaciones auxiliares se distinguen los coeficientes que van 
modificándose por un índice suplementario que indica la ecuación princi- 
pal que va a obtenerse. Por la simplificación obtenible se trata primero el 
caso del sistema simétrico de ecuaciones que es el que se presenta más 
en la práctica, 


1) Sistema simétrico de ecuaciones. — Para simplificar la compren- 
sión y demostración del método se han incluído en el esquema A todos 
los coeficientes que realmente figuran en las ecuaciones, pero los escritos 
entre paréntesis no deben inscribirge por innecesarios al formar la tabla 
de resolución en la práctica del método, según puede verse en el ejemplo 
numérico subsiguiente (esquema B), 

He aquí en instrucciones sucesivas la marcha del cálculo a seguir en 
cl esquema A para n=—5 y aclarar en el ejemplo numérico. 


1. Inscripción de las ecuaciones dadas (1*) a (5*), omitiendo los 
coeficientes a la izquierda de la diagonal principal. Es conveniente tam- 
bién inscribir una columna de control cuyos elementos sean las sumas 8; 
(¿=1,2,,..,5) de los elementos de cada fila (incluso los omitidos) con 
(o sin) el (o los) termino(s) independiente (s). 


2. Inscripción de la misma ecuación (1%) como ecuación principal 
(1) en la fila (1). 


3. Inscripción de la ecuación dada (2*) en la fila (2). 


4, Multiplicación de la ecuación principal (1) por el factor —(09/ 41) 
en la fila (3). Para el control debe efectuarse la misma operación con ga. 


5. Obtención de la ecuación principal (11) en la fila (4) como suma 
de las filas (2) y (3). Puede, como control, obtenerse así Sa=89+ 81. 
que debe también ser la suma de los elementos de la fila (1). 


6. Inscripción de la ecuación dada (3*) como fila (5). 


7. Multiplicación de la ecuación principal (1) por el factor —4413/ 411) 
en la fila (6) y de la ecuación principal (11) por el factor —(gas/ga) en 
la fila (7). Para el control deben efectuarse las mismas operaciones con 
My Sa. 


8. Obtención de la ecuación principal (111) en la fila (83) como suma 
de las filas (5) a (7). Puede como control obtenerse así Sa, que debe 
ser también la suma de los elementos de la fila (111). 


9. Sucesiva inscripción de las ecuaciones auxiliares y obtención de 


tas principales en forma análoga, siendo: 
bx. = — (Gas/ 01) as con 1j>2 5 
Daros = — (gil Gn) Gn con h>2 5; 17>383 5 
has = —(Gay/O) ki con 7>2 ; 
Kn = — (gus/ gon) Kn con h>2 53 3>3 ; 


y análogamente para 8, y Say; hasta llegar a escribir la última ecua- 
ción principal (V) en la la (19). Si en las ecuaciones principales se 
nuulnn algunos cocficientes, desapareceríún las correspondientes ecuacio- 
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nes auxiliares que se deducirían de los factores anulados de multipli- 
cación, 

10. Obtención retrógrada de las incógnitas ys a mm a partir de la 
última ecuación principal (V). 

Éste es el método de GAUS5-DOOLITTLE (M. H. DooLiTTLE: Method 
employed in the solution of normal equations and the adjustment of trian- 
gulation; U. S. Coast and Geodetic Survey Report 1878). 

Es fácil ver que multiplicando la ecuación (II) por a. se obtiene: 


























Gn Ca Gu Ga Ci Gu du Qi Ou ha 
1” x. La x Ya = 
qn) 1 aa SRA a BEAR o 4 ER E 
Asimismo, en lugar de (111) se puede escribir 
[| Qu Gas Cas Ora Cia Ur Gu Gh du Qu Ora ko 
(11) Cha os lar] Xy + | a las Ca | Za + | O lo Om] Us | Ora loo ko 3 
Ci Qu Oy Cia Ca da Uis os (las Qi QUe Ko 








y finalmente 


das Da das Ma Ha 
Gi Us Uam Un Ka 
(5) Ax, —|G1 dos Gas Om Ks| , 
Ora dz os ss 
Dio Cos as Os Hs 


pero mejor que calcular estos determinantes es seguir el procedimiento 
indicado. 


Obsérvese que el método sirve también para calcular cómodamente el 
valor de un determinante en este cago el A simétrico del sistema, pues 
resulta A == 04199809 +0w - 


En efecto, el sistema (1%), (2%), (3*), (4*), (5*) se sustituye por 
el (D, (1D, AUD, AV), (V), donde cada fila de estas últimas se ha 
obtenido agregando a la correspondiente de las primeras una combina- 
ción lineal de otras. Por tanto el determinante del sistema de ecuaciones 
principales tendrá el mismo valor A que el del sistema dado, El determi- 
nante del sistema de ecuaciones principales es triangular derecho (tiene 
nulos todos los elementos que están debajo de la diagonal principal) y 
por tanto su valor es el producto de los elementos de la diagonal prin- 
cipal, pues al desarrollar por la primera columna será igual al primer 
elemento por su adjunto y así se sigue sucesivamente. 


ca) Sistema asimétrico de ecuaciones. — Este caso se distingue del 
anterior en que ahora los factores de multiplicación de la primera co- 
lumna (Marcha del cálculo) no se obtienen simplemente de los términos 
de las ecuaciones halladas anteriormente, sino que deben formarse espe- 
cialmente, Pero en este caso, la marcha del cálculo es también muy fácil 
y puede ser completamente sistematizada. Ahora en la etapa de obtención 
de una ecuación principal, para escribir cada ecuación auxiliar correspon- 
diente, se empieza por determinar su primer coeficiente no teóricamente 
nulo tal que sumado a los de la misma columna de las anteriores ecua- 
ciones auxiliares de la misma etapa dé suma nula; este coeficiente divi- 
vidido por el coeficiente diagonal de la respectiva ecuación principal es 
el factor de multiplicación que modifica ésta. En el esquema C designa- 
mos el numerador de dicho factor modificante de las ecuaciones principales 
(11) a (IV) por —Smí(xe), ..., —Sv[xs), ..., donde el índice romano 
indica la etapa de obtención de la respectiva ecuación principal y la in- 
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córnita indica la columna de coeficientes que da dicho numerador. Así 


da + Dos — Smlrr)= 0 , 
Gs + das + bus. — Sy (%s) =0 , etc, 


Lo demás del cálculo es análogo al caso de sistema simétrico. He 
aquí en instrucciones sucesivas la marcha del cálculo, a seguir en el es- 
quema C, 


1. Inscripción de las ecuaciones dadas (1*) a (5*). Es conveniente 
escribir también una columna de control cuyos elementos sean la suma s; 
(i=1,...,5) de los elementos de cada fila ¿ con (o sin) el término in- 
dependiente. 


ESQUEMA C. Sistema asimétrico de ecuaciones, 
























































Marcha del cálculo] x,  %a La La x% |k [Control 
1* Ca Uy das Cu ds | ke EN 
(2*) Un Ox Ca Ua a | kz 89 
(3%) la Un lo Lo do |kas Ss 
(4*) Ca Ur Ls Osa Go | hs EN 
(5*) En Us Us Os Ops Ka 83 
(1 = (1%) (un Gx Otra Cra Cas kr S1 (1D). 
(2*) “a  Qa loa La as |kas 8  |(2) 
—(42/a1) . (1 —da Bros Dx.3 Due. Das. ko 81.9 (3) 
(1 = E, Ju Ya Ju Ya |Ks S.  1(4) 
(3*) la lo la y Gu |ks 8  |(5) 
—(01/01). (D —Un Di2.s Br.s Brsa Drs.a Ko 81.3 (6) 
—(S111 (27) / 90). (11) —S mir.) bas Drs  Dos.o ¡Kz.s Sas 1(7) 
(ID = Eo du gu gu Ks | Si |(8) 
(4%) la Ea Usa Ca Go ¡Ks 34 (9) 
— (441/41) . (1 —Us A Dis.s A Dis. | na 81, (10) 
— (Yuv (£a) / gar). (11) —F rr (w9) Das Bora bx. [Kz.s So. 1(11) 
—(X1v(%3) 193) - (1D) —3Z aw (%s) bus Do. [Kz.. Sis |(12) 
12) 
(IV) = = z. Yu 9 K Si (13) 
(5%) Us Osa Cea Os Los Kks 5 (14) 
— (dto / 011) . (D —As1 Daz.s Das.5 Bras bis.o | o. 81.5 (15) 
— (Zv(%) 1 ge) . (11) —3 y (12) Dos.s bas da. [Kz.s Sz.s (16) 
—(2 y (23) / Ys). UD) —3v(xa) Das Das.s Ks.s Sas ((17) 
—(Ev(w.) /9u).(1V) — y (%,) Dos. Kia Sas (18) 
(V) = Sa gu [Ks | Si  |(19) 
- PA a: | — 
De (V): Lis = Ks/ gs ; 
” (1V): % = (K,— 9uto) [gu 5 
” (11) : La = (Ks — Yuso — Yuta) / Yas ; 
” (11): %a = (K3— 95% — Yuts — Pata) /Ya ; 
” (1): Li = (hi — Qro; — Cia — Coi — rail) (Or 
A —= GigoPu9s Dm. 
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2. Inscripción de la misma ecuación (1*) como ecuación principal 
(1) en la fila (1). 

3. Inscripción de la ecuación dada (2*) en la fila (2). 

4. Inscripción en la fila (3) del coeficiente —«a. de la incógnita 
tal que da— a =0, y multiplicación de la ecuación principal (1) por 
el factor —(4n/au) en dicha fila (3). Para el control debe efectuarse 
la misma operación con 8,. 

5. Obtención de la ecuación principal (11) en la fila (4) como suma 
de las filas (2) y (3). Puede como control obtenerse así Sa= 8 + 81, 
que debe ser también la suma de los elementos de la fila (11). 

6. Inscripción de la ecuación dada (3*) en la fila (5). 

7. Inscripción en la fila (6) del coeficiente —an de la incógnita x, 
tal que da — y =0, y multiplicación de la ecuación principal (1) por el 
factor —(02/41) en dicha fila (6). 

8. Inscripción en la fila (7) del coeficiente —Sur(x,) de la incógnita 
% tal que %u + bi. — Yin(21)= 0, y multiplicación de la ecuación prin- 
cipal (II) por el factor —-(Sim(x2) /9a) en dicha fila (7). 

9. Obtención de la ecuación principal (111) en la fila (8) como suma 
de las filas (5) a (7). Puede como control obtenerse así S,, que debe 
ser también la suma de los elementos de la fila (11). 

10. Sucesiva inscripción de las ecuaciones auxiliares y obtención de 
las principales en forma análoga, hasta llegar a escribir la última ecua- 
ción principal (V) en la fila (19). 

11. Obtención retrógrada de las incógnitas %; a «a partir de la 
última ecuación principal (V). 

Aquí también, con la misma demostración que en el caso simétrico, 
el determinante del sistema valdrá A—= UuY9u9m9uJs, siendo éste el mé- 
todo mejor para calcular numéricamente un determinante asimétrico o 
simétrico cualquiera. 


d) Método de CHOLESKY-BANACHIEWICZ. — Para un sistema simé- 
trico de ecuaciones lineales tal que la matriz del sistema sea definida 
positiva puede aplicarse el método de CHOLPSKY-BANACHIEWICZ que ne- 
cesita n extracciones de raíces cuadradas. 

He aquí en instrucciones sucesivas la marcha del cálculo, a seguir 
en el esquema D y aclarar en el ejemplo numérico para n=b (esquema 
E; el mismo sistema de ecuaciones esta resuelto en GULDAN, citado en 
nota V, 8, por el método dado en ce, y otro similar) : 


1. Inscripción de las ecuaciones dadas (1*) a (5*), omitiendo los 
coeficientes a la izquierda de la diagonal principal. Para mayor elaridad 
en el esquema D se han escrito entre paréntesis los términos que no es 
necesario inscribir, como puede verse en el ejemplo numérico (esquema 
E). Es conveniente escribir también una columna de control cuyos ele- 
mentos sean la suma s, (i=1,...,5) de los elementos de cada fila (in- 
eluso los omitidos) con (o sin) el término independiente. 

2. Obtención de gu=— Vean y división de la ecuación (1*) por gu 
para obtener así la ecuación principal (1) en la fila (1). Para el con- 
trol debe efectuarse la. misma operación con sí de modo que S, —81/g1. 

3. Inscripción de la ecuación dada (2*) en la fila (2). 

4. Multiplicación de la ecuación principal (1) por el factor —gi en 
la fila (3). Para el control debe efectuarse la misma operación con $1. 

5. Obtención de ga— Va + bi2.s, y división de la suma de las filas 
(2) y (3) por ga para inscribir la ecuación principal (11) en la fila (4). 
Puede como control obtenerse así Si=(81 4 Si.2) /9r) que debe ser tam- 
bién la suma de los elementos de la fila (ID). 


6. Inscripción de la ecuación dada (3*) como fila (5). 


7. Multiplicación de la ecuación principal (I) por el factor —gis en 
la fila (6) y de la ecuación principal (11) por el factor —gw en la fila 


uz XVIL. GEOMETRÍA LINEAL Y CUADRÁTICA 


C. XVIT -IV 


(7). Para el control deben efectuarse las mismas operaciones con $, y S». 

8. Obtención de Yu — V Os + bu. + Dm. y división de la suma de las 
filas (5) a (7) por Ya para inscribir la ecuación principal (III) en la 
fila (8). Puede como control obtenerse así Sa= (81 + Sis + Sz.1) /£um), que 
debe ser también la suma de los elementos de la fila (111). 


ESQUEMA D, Método de CHOLESKY-BANACHIEWICZ para sistema simé- 
trico con matriz definida positiva, 









































Marcha del cálculo Ya La La La Ys | k [Control 
(1%) da Cha Ma ta tas | K 81 
(2%) (%u) las la da da | ko | 82 
(3*) (as) (tz) [FO Us Us Ly 83 
(4*) (01) (42) (421) Las La ks 8, 
(5*) (us) (02) (04m) (e)  0s Ko 85 
Du= Va; (D=(1*%) /gu Ou Yu Ga Pu Gr |Ki S: 
(2*) (012) Ora Cos Aa Ox Ka 32 
—Un. (MD (— 411) Doo.s Dis.a Buu.a Drs.2 | Kia Sia 
fu = Vla + PA 
(1) = (1/9a) Zea) Ys Yo Ya ga (Ka Ss 
(3*) (das) (Gm) as la e |ha 89 
—ga .(1) (—-412) (Dw.1) dias Drs Drs. | Ki. Sus 
—ga . (11) (—-929) Dos.s Dona b5.. | Ko.s Ses 
Ju = V ln + Duo + Las 
(TT) = (1/92 5, Da Ys Ya K, Sa 
(4*) (tu)  (%a) (0) Qu Ga | a EA 
—gu. (1) (—-4a11) (Dx...) (Di4.a) Bra bsa [Ka Sis 
—Yx . (11) (—-Y4092:) (dBx.9) Dos.a Dos. Ko. Sas 
/ —gu - (11) EE (— 2891) Bus bss. | Koa 3. 
Yu = Via + du +... O 
(IV) = (1/9) E, gu gu E | Ss 
(6%) (—4x)  (%s) (des (dw) de | Ka 85 
—9s.(1) (015) (015.2) (Dx5.5) (05.1)  di.5 ! Kios Sis 
—Yas . (1) — Pago (Do6.8) 51) does|Kzos | Ses 
—Yw .(111) —-YooGw) Dai) bass | Ko. Sas 
—T Yu .(IV) — Puga) Du. | Ks.s Sis 
“e 7 V des + bus+... o 
(Y) = (1/9) E/1,) 00 Ks | 
De (y) : Ti = Ks/ gos ; 
» (UV): zu = (K.—Yut)/gua ; 
» QT): e = (Ks — Yooto — Gua) [Qas  ; 
» UT): La = (Ka — Yuso — Patta— Yuca) /Qua 5 
» CU): Tt = (Ki — Yaatto — Yara — Guta — Yura) / Yu ; 
A = gu ga Yu Gal Yu. 
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9. Sucesiva inscripción de las ecuaciones auxiliares y obtención de 
Ins principales en forma análoga, hasta llegar a escribir la última ecua- 
ción (V) en la fila (19). Si la matriz del sistema no fuera positiva de- 
finida aparecerán raíces cuadradas de números negativos Con resultado 
imaginario. 


10. Obtención retrógrada de las incógnitas x; 2 , a partir de la 
última ecuación principal (V). 

Si multiplicamos la ecuación (1) por Yu, la (11) por ga y así suce- 
sivumente, el sistema obtenido es el deducido de (1%), (2%), (3%), (4%), 
(5%), agregando a cada fila de estas últimas una combinación lineal de 
otras. Por tanto, es A — Yu? Ya” Yu" Yui Qu. 


e) Existen también otros métodos de resolución como el de B. l 
CLASEN (Brux, Soc, Sc, 12, A, pág. 50-59; B, pág, 251-281; 1888), lla- 
mado también “método de los coeficientes iguales”, y el de A. TERRACINI 
(Un procedimiento para la resolución numérica de los sistemas de ecun- 
ciones lineales, Ricerche di Ingegneria, III, n? 2, 1935; trad. en Revista 
Ilcctrotécnica, 27. pág. 427-436, Bs, As.,, 1941), de eliminación simultá- 
nea de incógnitas. 


f) Si en la aplicación del método de Gauss sólo se requieren dos o 
lres cifras significativas finales, basta el uso de la regla de cálculo, y 
erutonces la obtención de todos los coeficientes de una misma ecuación au- 
xiliar se hace con una sola posición de la reglilla determinada por el 
factor que modifica la respectiva ecuación principal de las anteriormente 
obtenidas; para evitar errores conviene escribir previamente todos los sig- 
nos de los coeficientes a obtener, cosa fácil por resultar todos ellos los 
mismos o todos distintos respecto de los correspondientes de la ecuación 
principal que se modifica, 

Por otra parte, el procedimiento así abreviado de GAUSS puede ser- 
vir para Controlar los resultados que se alcancen en forma más prolija. 
Se aconseja siempre en labores de compromiso, la colaboración de dos 
calculistas independientes que comparen sus resultados en cada oportu- 
nidad. 

Existen formas condensadas de resolución apropiadas al uso de má- 
quiuas de calcular que mejoran los métodos de GAUSS-DOOLITILE y de 
CHOLESKY-BANACHIEWICZ antes explicados. 


9) Métodos de aproximaciones sucesivas. — Cuando el número de in- 
cógnitas es muy grande, por ejemplo en el cálculo de estructuras hiperes- 
láticas en alto grado, la resolución directa del sistema de ecuaciones es 
muy laboriosa y entonces se recomienda emplear métodos de aproximacio-, 
ties sucesivas. 


ltespecto del sistema [XVII-21], designemos por Y, P» ..., Ph un $Sis- 
toma de valores aproximados, y por €,, €2, ..., €. los respectivos errores 
do cada ecuación, tales que 
mn 
[XVI -25] S=k—3 Qiyy ) 1=1,2,...,2% 
j=1 


Si on la primera ecuación del sistema [XVII-21] sustituímos *z Ya, 
co.) En POT Y, Ys, -.., fn, en la segunda %,, La, ..., Un POT Yi, Ta ..., Y 
y uml sucesivamente en la n-ésima Xi, Ys, ..., Ln-1 POT Pr, Ye, .»., Paz OD- 
tendremos como nuevos valores “más aproximados de las incógnitas”: 


[XVI .26] Xi == Y, de (01/41); Xa = Ya + (€2/09) ; ...3 
Ln =Yn + (€n/ Gan) ; 


tula er el lumado método de iteración, convergente cuando los coeficien- 
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tes de los términos diagonales preponderan en valor absoluto sobre la 
suma de valores absolutos de los demás coeficientes de los términos linea- 
les en la misma ecuación. 

En general es más conveniente el método sucesivo de P, L. SEIDEL 
(Múnsch. Abh., 11, Abt. 3, pág. 81, 1874), donde se aprovechan en la 
segunda y posteriores ecuaciones los nuevos valores de las incógnitas que 
van obteniéndose en la misma etapa. Así se toma: 


2% —= Y + (he — OrTa — ras — Masa — +». .— Gana) Or o» 
La = Ya + (ko — Orta — zas — OgYa — ... — Un?) [Om , 
[XVI1-27] La = Pg + (ha — ali — Aa — la — o. — MnTa) [os , 


Ln = Fa Sa ais — . — 
— Unyn-1 1 — Ta, nY») Fis 


Si designamos por R la matriz de una columna ¿7,) de los valores 
aproximados de partida, el método de R. von Mises consiste en tomar 
a valores más aproximados los dados por la matriz de una columna 

X =4¿x;), tal que 


[XVIT-28] X=R+o(K—AR) , 


donde a es un número real adecuadamente elegido para asegurar la buena 
convergencia del procedimiento. 

Si la matriz A del sistema [XVI1-21] de coeficientes reales lo es de 
una forma cuadrática positiva definida, sean m>n1. >... >9.>0 sus 
autovalores o raíces características, es decir. las de la ecuación 


ua —YN Cas 150 ... Can 
Ua 2 — 1 Ca ..o Can 
[XVI11-29] da Ga Ua—U +++. Qa =0 5 
, pe as a adas pe Da E Sd 


entonces se elige a tal que sea 
[XVI1-30] l/a > M>mWM2> -.. > Mm >0. 


Para justificario, consideremos el método general de L. Cesar1: Sulla 
risoluzione dei sigtemi di equazioni lineari per approssimazioni successive 
(Atti Accad. Lincei, Rend. VI, 25, pgs. 422-428, 1937; Id. Rassegna delle 
Poste, dei Telegrafi e dei Telefoni, Anno 1X, 4, 37 pgs., 1937) que gene- 
ralizando el de M. PicoNeE, sintetiza los métodos anteriores con estudio 
exacto de su convergencia. 

Dado el sistema [XVII-21] de coeficientes reales o complejos, supon- 
gamos sea el determinante A 4 0 y consideremos dos matrices B y C de 
tipo (1,1) y a un número real o complejo, tales que 


[XvI1-31] B+4C=04 ;CX%O; BX0. 


Si ahora 1 es un parámetro variable en el cuerpo complejo, R una 
matriz del tipo (n,1) arbitraria en el cuerpo complejo, el sistema 


[XVI1-32] (B-+AC)X() =aK + (A—1)CR >», 


que para A=1 coincide con el sistema [XV11-23] = [XVII-21], tiene por 
solución la matriz X (A) de tipo (1,1), función racional de A. Si r es el 
menor de los módulos de las raíces de la ecuación algebraica en A: 


[XVII-33] B+10=0 , 
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pS por haber supuesto el determinante B 0, entonces para todos 
os números |1| <>” es convergente: 


(XVII-34] X() = X(0) + Q/1D)X'(0) + QU/2DX"(0) + ... , 
donde si 1<r, la X=X(1) es la solución del sistema [XVI-21] = 
= [XVI1-23]. 

Si se pone 
Xo = X(0), X, = X(0) + (1/10)X"(0), X= X: + (1/21)X"(0), ..., 
so deriva [XVI1-32] 

CX(A) + (B+-ACIX(A) =CR , 
y se sigue derivando sucesivamente 
(p+DOXPÓA) + (BRACIXOD (A) 20, (p=1,2,...) , 

basta hacer entonces A—=0 y sumar para que resulte: 
[XVIL-35] BX, = oK — CR; BXi) = oK — CX,, (p=0,1,2,...). 


Las igualdades [XVI1-35] representan un algoritmo de aproximacio- 
nes sucesivas que tiene como valores iniciales para las incógnitas los ele- 
mentos de la matriz R y que converge cuando y sólo cuando converge la 
serie [XV11-34] para ¿=1 y por tanto sai es r>1l, 

Este fundamental teorema de PICONE-CESARI fué dado por el pri- 
mero para un grupo inicial nulo (R=0) y ha sido generalizado por el 
segundo, 

El método de iteración [XVII-26] no es más que la aplicación de 
[XVIT-35] con a=1, si se toma 


[XVII-36] 

6 0 0 0 Xi Kar 0  Qy Gus Gard [Ya 

F aa 0 0 %a Ka da 0 Um don | rg 

0 0 Os 0 Ya 3 la >—3Om Ga Ú Con ra 

o 
B X == K — Cc R 


con B+ C=A cumpliendo [XV11-31]. 


El método de SripaL [XVI1-27] resulta de tomar con «=1, primera- 
mente para 2i:=Y1, %a = Ya La=Y8 ..., En —="Yn: 


du 0 0 0 %1 Ha 
Ca 10...0 da Ka 
[XVII-37'] ta 01... 0 La p= ka p— 
Al! 2 ta) 
B X == K — 
0 Ga Cua ua Can ra 
ta—CzsGa—1 Um ... Cn Ya 
— ¡Ga —(C Um 0m—1l ... Con fa 
O aia A 
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donde Ca =Qus€a/ Ex, Ca= Oafa/€x, ..., Ca= Quén/ex; después, para 1:=?17, 
Xa—= "Y, Ua="V3 ..., Un =Yni 
1 c 0 ... 0 1 Ka 
0 du 0 a 0 a ka 
[XVII-37”] Da 1 ... 0 mp = Ke == 
(o LE 3 
B X == K — 
da—1a—0 o Can ví 
in 0 a . G2n Ye 
— la Ga — Ca Ogg — 1 Can Ys 
Pa ES 1) Ln j ; 
— Cc R 
donde ci; = amer/€s, Co=Onts/€r, ..., n= Gaién/€o, y así sucesivamente. 
El método de YON MiIsES resulta de tomar 
[XVI1-38] B+AC=I+AMAZ1D) , 
1.0 . 0 


0. Ll... ol y «a es un número real 


UE 
que cumple [XVII-30] para A matriz de una forma cuadrática definida 
positiva. En efecto, la ecuación [XVII-29] escrita 


donde 1 es la matriz unidad 


[XVII-29"] A—npn=0, 
se convierte en la [XVII-33] por el cambio 
[XVIT-39] Ak =1/(l—op , 


pues en [XVII-38] quedará 
BAC = a«(A—9nD/(1—oy , 

que muestra es [XVII-29] equivalente a [XVII-33] si es siempre 
l—og > 0, (1=1,2,...,12), es decir, si se cumple [XVII-30]. 

Por ser 

dh = 1/(1— on.) > 1/(1 —ann) = An =ro, (¿=1,2,...,1) , 
habrá de cumplirse 
[XVII-40] 1/(lI—m:m)>"r>1, 
y entonces cuanto mayor sea la razón n:/ qm, tanto más se acerca ra 1 y 


la convergencia del método de VON MISES es más deficiente; práctica- 
mente resulta inaplicable para y:./n > 10. 

Una evaluación aproximada de y. para ensayar en [XVII-40] un 
valor aproximado de q viene dada por 


[XVIT-41] [ml < ¿Máx (leal + Hal +... + PG1) > 
ií=1.2,....1 


pues para y = na, al verificarse [XVI1-29], existirán valores de És, 2, ..., £a 
no todos nulos tales que: 


má = xt + anto +... + Can En , 
na da = Ma Ea + Goo En A Con En , 
A O EN (h=1,2,...,2) , 


a En = (na da + Ga És A + Gn én , 
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suponiendo por ejemplo que |¿,| es el mayor de los módulos |¿xl, 
Tal, ... | En l, será 
Iml< [ax] + bas... + | 0n] , (h=1,2,...,1) , 

de donde se deduce seguramente [XVIT-41]. j ] 

Observemos que en el trabajo de CESARI, aunque referido a un ejem- 
plo de tres ecuaciones de coeficientes positivos, se pone descuidadamente 
sin demostración como cota superior de las raíces el 

Máx (da + lia + Gia). 
i=1, 2,3 

Para ver que en general no pueden suprimirse en el segundo miembro de 
[XVII-411 las barras de valor absoluto, sea la matriz simétrica 


1 0 0 
a=[0 9-3) 
0 —= 9 


de una forma cuadrática definida positiva, pues A — 17 >0, An =9>0, 
4:=1>0. La ecuación característica correspondiente es 
1—nxn 0 0 
0 2n —3 
0 8 99 
con A(2)=15>0 y A(+0)<0, lo que prueba es 
We > 2 > 1 Máx (0: + Gi + Gua). 


í=1, 2,3 


A(n) = = —YP + 19 —39+17=0 , 








Un estudio más detenido de los métodos iterativos, con mejoras im- 
portantes, ha sido realizado por H. HoTELLING: Some new methods in 
matriz calculation (Annals of Math, Statistics, 14, 1943, pág. 1-34). 

Un criterio de convergencia en el que se prescinde de los autovalores 
n se encuentra en P. E. ZADUNAISKY: Un método de iteración para la 
resolución de sistemas de ecuaciones lineales algebraicas (Revista de la 
Unión Matemática Argentina, vol. XVII, 1955), 


h) Elección de valores aproximados iniciales. Método del sistema re- 
ducido. — Ya hemos visto que en todo método de aproximaciones suce- 
sivas convergentes podíamos elegir la matriz R, de valores iniciales, arbi- 
traría, Esto constituye una de las importantes ventajas del método, pues 
cualquier error no descubierto va sucesivamente eliminándose, aunque 
alargue el número de etapas de aproximación a efectuar. Sin embargo 
para acortar éstas y operar en forma rápidamente convergente, es im- 
portante partir de valores iniciales que sean aproximados lo menos gro- 
seramente posible, Í ' 

En el caso favorable usual en que el valor absoluto del coeficiente 
del término diagonal supera a la suma de los valores absolutos de los 
demás coeficientes de los términos lineales en la misma ecuación, suele 
tomarse en [XV11-21]: 


[XVIT-42] Y = ki Qu , Gi = 1, 2, ..., n) , 
lo que equivale a suponer inicialmente despreciables los demás términos 
lineales respecto del diagonal. 


lin otros casos, se igualan a x,, todas las incógnitas en la primers 
ecuación, a xs en la segunda y así sucesivamente, obteniéndose 


mn 
[X V11-43] ro= kl 304, (1=1,2,...,%). 
i= 


ll método del sistema reducido, debido a R. GULDAN (citado en no- 
tu V, 8), aplicable al cálculo de estructuras muy hiperestáticas, consiste 
en elegir del siatoma dado un núcleo de ecuaciones en pequeño número 
para resolverlo cn forma directa y completa; como en dicho núcleo figu- 
reríón múa incógnitas que ecuaciones, en vez de anular groseramente las 
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sobrantes o seguir otro ciego arbitrio Cualquiera, se tiene en cuenta su 
significación mecánica y el hecho de que en las ecuaciones nodales figu- 
ren las deformaciones de giro en los nodos vecinos, Entonces se efectúa 
una evaluación relativa de las incógnitas de deformación sobrantes, me- 
diante su relación con las deformaciones vecinas, que figuran como incóg- 
nitas propias del núcleo de ecuaciones a resolver; aunque no se conozcan 
previamente los valores de las deformaciones incógnitas, las característi- 
cas de la estructura que se calcule suelen permitir efectuar una evaluación 
muy aproximada de la razón en que deben estar dos deformaciones de 
giro vecinas. 

Así, con la resolución de un reducido grupo de ecuaciones, se consi- 
gue obtener valores muy aproximados para las incógnitas de partida, 
base apropiada para la determinación de las demás incógnitas mediante 
cada una de las ecuaciones restantes, que se emplean una a una para 
determinar cada nueva incógnita en valor aproximado, sustituyendo las 
variables ya conocidas por sus valores y las demás que aún puedan exis- 
tir por una “evaluación relativa” como los anteriormente empleados. Cada 
nueva incógnita determinada puede ser comprobada someramente por su 
“evaluación relativa” antes aplicada para corregir así gruesos errores. 

Una vez conocidos valores iniciales aproximados para todas las in- 
cógnitas en esta primera etapa del cálculo, se pasa a la segunda etapa 
para mejorar dichos valores. Entonces puede emplearse el método de 
SEIDEL usual de aproximaciones sucesivas o volver a aplicar el sistema 
reducido con aún menor número de ecuaciones de partida, donde las “eva- 
luaciones relativas” a efectuarse están ahora facilitadas por los valores 
aproximados ya conocidos. Mejorados así todos los valores, la convergen- 
cla es tan rápida que en una nueva etapa, los valores alcanzados son ya 
sensiblemente los mismos que los anteriores dentro de la aproximación 
requerida en la Construcción, pero en casos especiales puede procederse 
a efectuar las etapas sucesivas de aproximación que eventualmente fue- 
sen necesarias. 

El significado mecánico del método es inmediato, El sistema redu- 
cido se refiere a una pequeña parte de la estructura imaginada aislada 
y las incógnitas sobrantes son las deformaciones de giro de los nodos 
vecinos a los nodos que están en la parte aislada y con relación a los 
cuales se evalúan aproximadamente. El método es especialmente útil en 
estructuras de nodos desplazables, donde los términos correspondientes a 
los corrimientos de éstos perturban la convergencia de los procedimientos 
usuales de iteración. Lo mismo ocurre cuando la estructura presenta par- 
tes irregulares; conviene siempre comprender en el sistema reducido esas 
partes, y las de contorno, donde las reacciones exteriores influyen tam- 
bién especialmente en las deformaciones que figuran como incógnitas. 


V. Bibliografía. — 1. Los orígenes del Cálculo vectorial pueden ubi- 
carse en los trabajos de HAMILTON (1843) y de GRASSMANN (1844), que 
adoptaron puntos de vista diferentes, y cuyas ideas pueden verse en las 
obras de valor histórico: 

W. R. HAMILTON: Lectures on quaternions. (Dublín, 1853). 

W. R. HAMILTON: Elements of quaternions. (Londres, 1866). 

H. G. GRASSMANN: Die lineare Ausdehnungslehre. (Wigand, Leipzig, 
1844, 1878). 

H. G. GRASSMANN: Die Ausdehnungslehre. (Berlín, 1862; Leipzig, 
1894, 1896). 

De esta última obra hay traducción castellana: Teoría de la exten- 
sión, Nueva disciplina matemática expuesta y aclarada mediante aplica- 
ciones, (Col. Historia y Filosofía de la Ciencia; Espasa-Calpe, Argen- 
tina, Bs. As.-México, 1947). 

Debido tal vez al carácter muy abstracto de los trabajos de GRAS9- 
MANN, ha privado en el desarrollo ulterior de la teoría la influencia de 
HAMILTON con su álgebra de los cuaterniones (Cap. II, nota III, d) y 
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sun aplicaciones mecánicas, No obstante, las ideas de GRASSMANN tuvie- 
ron «algunos defensores y continuadores tenaces; así, C. BURALI-FORTI, 
en el Prefacio de su Introduction d la Géométrie différentielle suivant 
la méthode de GRASSMANN (Gauthier-Villars, París, 1897), dice: “Las 
obras de HAMILTON son precedidas por la Ausdehnungslehre de GRASSMANN 
(1844) que, por la potencia y la simplicidad de las operaciones, sobrepasa 
n todos los otros cálculos geométricos. La forma de exposición, excesiva- 
mente abstracta, adoptada por GRASSMANN, ha retardado la difusión de 
in Ausdehnungslehre, de suerte que aún hoy se emplea el cálculo bari- 
cóntrico, la teoría de lag equipolencias, o log cuaterniones, y con más fre- 
cuencia aún la geometría cartesiana, para resolver cuestiones geométricas 
que tienen una solución muy simple con el método de GRASSMANN”. Tam- 
bión F, KLEIN, en el volumen 11 (Geometría) de su obra citada en Cap. l, 
nota 1V, 12, da gran importancia a las ideas de GRASSMANN, basándose 
en cllas para muchos de sus desarrollos, 

De uno de los discípulos de HAMILTON es la obra: 

P. G. TaiT;: An elementary treatige on quaternions; (Oxford, 1867; 
Cambri.ige, 1873, 1890), 
que tu o gran influencia en su época, pero el cálculo de HAMILTON se 
transformó por completo gracias a HEAVISIDE y GIBBS, quienes lo convir- 
tieron en un instrumento más adecuado a las necesidades de la Física, y 
cuyas ideas están expuestas en: 

O, HBAvIsIDE: Electromagnetic theory; (Londres, 1894), , 
y en la obra clásica aún en uso, que en sucesivas ediciones y reimpresio- 
nea se publica desde 1901: 

J. W. Gims y E. B, WILSON: Vector analysis. (Yale Univ. Press, 
New Haven, 72% impresión, 1931). . 

Otra obra clásica, de gran valor histórico por la influencia que ha 
ejercido, es: . 

C. Burani-ForTi y R. MARCOLONGO: Elementi di calcolo vettoriale; 
(Zanichelli, Bolonia, 1909, con reedición posterior; traducción francesa, 
París, 1910), 
completada en: 

C. BURALI-FORTI y R. MARCOLONGO: Analisi vetioriale generale e 
applicazioni. (4 vols,, 2% ed,, Zanichelli, Bolonia, 1929; trad, francesa, 
Varís, 1929). 

También es clásica y excelente 

J. B. PomEY: Principes de calcul vectoriel et tensoriel; (Chiron, Pa- 
ría, 1923), 

y su contemporáneo , ] 

A. CHATELET y J. KAMPÉ DE FÉRIBT: Calcul vectoriel, Théorie, Appli- 
cations géométriques et cinématiques, (Gauthier-Villars, París, 1924). 

Inspirándose en 

J. G, CorFIN: Vector analysis; (Wiley, Nueva York, 22 ed., 1911; 
trad. francesa de A. VÉRONNET, París, 1914), 
siguió la obra de desarrollo y de términos originales, poco divulgados, 
pero con notación muy simplificada, de 

A. VÉRONNET; Le calcul vectoriel. Coura d'Algebre, de Mathéruti- 
ques apéciales et de Mathématicues générales. (Gauthier-Villars, París, 
1033). 

Obras contemporáneas en alemán son; 

C. RuncE; Vektoranalysis; (2 vols., Hirzel, Leipzig, 2% ed., 1926; hay 
traducción inglesa: Vector Analysis, Duttun, Nueva York, 1919); 

M. LAGALLY: Vorlesungen úber Vektorrechnung. (Akad. Verlag, 
Leipzig, 6% ed., 1059); 

W, v. INGNATOWSKY: Die Vektoranalysis und thre Anwendung in 
dor theoretischen Phyeik. (2 vols., Teubner, Leipzig, 32 ed., 1926). 

2. Contienen adecuados desarrollos sobre álgebra vectorial muchas 
obras de contenido más amplio dentro del cálculo y análisis vectorial y 
leonsorini: 
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Una excelente introducción elemental con aplicaciones diversas y en 
especial a la Geometría analítica, dan los tres primeros capítulos del pe- 
queño libro: 

R. BRICARD: Le calcul vectoriel. (Colin, París, 7% ed., 1950). 


Con la misma finalidad geométrica, introduce el método vectorial y 
cáleulo de matrices en forma didáctica, con todo rigor y orientación su- 
perior, la excelente obra: 

L. BIEBERBACH: Analytische Geometrie; (Teubner, Berlín, 2% ed., 
1932); refundida en: Einfúhrung in die analytische Geometrie (4% ed., 
Verlag f. Wiss, u. Fachbuch; Bielefeld, 1950) ; 
continuada en 


L. BIEBERBACH: Projektive Geometrie, (Teubner, Berlín, 1931); 

L, BIEBERBACH: Differential Geometrie, (Teubner, Berlín, 1932). 

Una exposición precisa, orientada hacia las aplicaciones, da la pe- 
queña obra alemana traducida a varios idiomas, entre ellos el castellano: 

R, GANsS: Introducción al análisis vectorial. (Labor; Barcelona-Bs. 
As.; 2% ed., 1940, traducción de la 5% ed. alemana). 

También con diversas aplicaciones geométricas y físicas están los si- 
guientes cursos didácticos, citados en orden de dificultad de estudio, el 
primero traducido del inglés: 

E. B. PHILLIPS: Análisis vectorial. (“UTEHA”, México, 1946). 

J. H. TAYLOR: Vector analysis with an introduction to tensor analy- 
sta. (Prentice Hall, Nueva York, 1939). 

H. V. CRarlG: Vector and tensor analysis. (McGraw-Hill, Nueva York, 
1% ed., 5% impr., 1943). 

Comenzando con una discusión sobre números reales y complejos, da 
una clara exposición de los elementos de Algebra vectorial: 

H. SchmumDT: Einfúhrung in die Vektor- und Tensorrechnung unter 
besonderer Berúcksichtigung ihrer ohysikalischer Bedeutung. (VEB Ver- 
lag Technik, Berlín, 1953). 

Basado en lecciones de su autor en la Universidad de San Pablo y 
destinado a dar la base mínima indispensable para estudios de ingeniería 
es el pequeño libro, de exposición simple y precisa: 

J. O. MONTEIRO DE CAMARGO: Cálculo vectorial. (Ed. Renascenga, San 
Pablo, 1946). 

De carácter más abstracto, con método axiomático y diversas aplica- 
ciones geométricas, es: 

P. Pi CALLEJA: Introducción al álgebra vectorial. (Univ. de Cuyo, 
Bs. As., 1945). 

Una exposición didáctica, con numerosos ejemplos y ejercicios con 
respuesta cuando ella es necesaria, y extensas aplicaciones a la Geome- 
tría y a la Estática, es: 

S. NARAYAN: 4 text book of vector algebra (with applications). 
(Chand and Co., Delhi, 1954). 

Trata el Algebra vectorial con rico material de aplicaciones geomé- 
tricas el libro siguiente, que aunque de contenido elemental presupone una 
cierta madurez matemática: 

L. CHATTELUN: Calcul vectoriel, 1. Algébre. Algébre linéaire. Appli- 
cations. (Gauthier-Villars, París, 1952). 

Estudio detenido del Algebra y Análisis vectorial y aplicaciones a la 
Geometría diferencial de curvas y superficies, da: 

G. BOULIGAND: Leg principes de Panalyse géométrique. 1. Legons de 
Géométrie vectorielle, Préliminaires A lVétude de la théorie d'EINSTEIN. 
(3% ed., 1949); 11, (A) Opérations et Groupes. Topologies; (B) Géometrie 
mfinitésimale directe. Base méthodologique (1950), (Vuibert, París). 

Una exposición articulada con los conceptos fundamentales y estrue- 
turas algebraicas del Álgebra moderna da: 

T. L, WaDe: The Algebra of vectors and matrices. (Addison-Wesley; 
Cambridge, Mass.; 1951). 
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lor la variedad y riqueza de su contenido, debe destacarse la obra 
con humerosos ejemplos y ejercicios, muchos de los cuales amplían la 
teorin con tópicos no tratados en los textos comunes: 
A la BRAND: Vector and tensor analysis. (Wiley, Nueva York, 3% ed., 
14H 
Cubre un amplio conjunto de tópicos de Matemática y Física, comen- 
ziamdo con un primer capítulo sobre Álgebra vectorial en E, y terminando 
con una introducción a los operadores lineales en el espacio de HILBERT, 
wl libro enciclopédico, que busca dar una exposición unificada sobre vec- 
tores, matrices, tensores y operadores lineales, y una orientación en el 
amo de aplicaciones, aunque sin alcanzar nunca mucha profundidad: 
OLLENDOREF: Die Welt der Vektoren. Einfúhrung in Theorie und 
ica der Vektoren, Tensoren und Operatoren. (Springer, Viena; 
1050). 


3. Sobre transformaciones lineales y matrices están las obras de Mac 
DUFFER y de VAN DER WAERDEN citadas en Cap. III, nota II, 4. Exposi- 
ciones elementales contienen la obra de FRAZIER, DUNCAN y COLLAR citada 
un Cap. III, nota II, 4; los capítulos centrales de la excelente de BIRKHOFF- 
MAO LANE citada en Cap. 1, nota IV, 5; la de AITKEN citada en Cap. X, 
nota V, 3; y las siguientes : 

R. R, StoLL: Linear algebra and matrix theory, (McGraw-Hill, Nue- 
va York, 1952); 

W. L. FERRAR: Finite matrices, (Clarendon Press, Oxford, 1951); y 
Ina citadas en la segunda edición del volumen 1 (Cap. ÍII, nota II, 2): 

R. A. BEAUMONT y R. W. BALL: Introduction to modern algebra and 
matrix theory, (Rinehart, Nueva York, 1954); 

M, MORAND: Introduction mathématique aux théories physiques mo- 
dernes, 17e. partie: Nombres complexes, nombres hypercomplexes, matri- 
ccs, opérateurs, applications élémentatres, (Lib. Vuibert, París, 1947); 

48 Nbplss: Determinanten und Matrizen, (Springer, Berlín, 3% ed., 
1948 

Orientadas para ingenieros están las obras, citadas en la segunda 
edición y siguientes del volumen I (Cap. II, nota II, 4): 

M. DenNIs-PAPIN y A. KAUFMANN: Cours de Calcul matriciel appli- 
qué, (Albin Michel, París, 1951); 

R. ZURMÚEL: Matrizen. Eine Darstellung fúr Ingenieure, (Springer, 
Borlín, 1950). 

Un estudio completo de los determinantes de cualquier número de di- 
munatones contiene; 

M, LECAT: Legons sur la théorie des déterminants dá n dimensions. 
(Hermann, París, 1910). 

Una exposición condensada en 50 páginas, de la teoría de las matri- 
con finitas y algunas de sus aplicaciones, es la primera de las dos partes 
independientes de la obra: 

M, JANET; Précis de calcul matriciel et de calcul opérationnel, (Pres- 
so Univ. de France, París, 1954). 

Valiosa introducción a los conceptos del Algebra lineal y la teoría 
de lan matrices es: 

MH. SCHWERDTFEGER: Introduction to linear algebra and the theory of 
matrices, (Noordhoff, Groningen, 1950). 

Presentación moderna pero elemental de la teoría de las formas ca- 
nónicas de matrices en distintos grupos de transformaciones lineales da: 

S, PerLIS: Theory of matrices. (Addison-Wesley; Cambridge, Mass.,; 
1952). 

Introdweción a la matemática lineal dirigida a los físicos es la obra 
algulente, qne puede considerarse como versión modernizada de la famos» 
abra de COURANT-THLBERT (citada en Cap. XVI, nota IV, 4): 

A. LICONEROWECOZ: Algóbre et analyse linéajres. (Masson, París. 1947) 

Utilizando el lenguaje greomélrico intiamseco enel ibgelbya lineal, con 
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duce al lector desde nociones rudimentarias hasta los problemas más difí- 
ciles de la teoría de los grupos clásicos, la excelente obra; 

E. ARTIN: Geometric algebra (Interscience, Nueva York, 1957). 

Traducción del tratado en dos volúmenes: Einfúhrung in die analy- 
tische Geometrie und Algebra (Teubner, Leipzig, 1931, 1985), con ejem- 
plos que en muchos casos dan valiosos complementos al texto, es 

O. SCHREIER y E, SPERNER: Introduction to modern Algebra and ma- 
trix theory. (Chelsea, Nueva York, 22 ed., 1959). 

A las mismas ideas responde la obra: 

R. GARNIER: Legons d'algébre et de géométrie. (3 vols., Gauthier- 
Villars, París, 1935, 1936, 1937). 

Dando atención adecuada a las transformaciones afines, siempre más 
descuidadas que las proyectivas y las euclídeas, está el texto de introduc- 
ción, sintético y axiomático: 

H. S. M. COXETER: The real projective plane. (McGraw-Hill, Nueva 
York, 1949). 

Obra orientada a satisfacer las necesidades de quienes por trabajar 
en _ campos como mecánica cuántica, teoría de circuitos, etc., necesitan 
aplicar la teoría de matrices y no han adquirido en su formación mate- 
mática completa familiaridad con ella, es: : 

H, PUPkKE:Einfúihrung in die Matrizenrechnung und ihre physikalis- 
chen Anwendungen, (Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlín, 1953). 

El Álgebra lineal se desarrolla sin determinantes, dado el propósito 
de servir de introducción al caso de infinitas dimensiones, en las obras: 

P, R. HaALMmoS: Finite dimensional vector spaces, (Princeton Univ. 
Press, 1948); 

H. HAMBURGER y M. E. GRIMSHAW: Linear transformationa 'n n- 
dimensional vector spaces. An introduction to the theory of HILBERT space. 
(Cambridge Univ. Press, 1951). 

Aunque adopta un punto de vista conceptual abstracto, con frecuen- 
cia adopta métodos constructivos de cálculo directo, la excelente exposi- 
ción con valiosos ejercicios y plena de ideas y técnicas nuevas aún en 
temas Clásicos, y cuyo primer volumen se ha citado en la segunda edi- 
ción y siguientes de nuestro vol. I (Cap. 1, nota IV, 7): 

N. JACOBSON: Lectures in abstract algebra. Vol. 11. Linear algebra. 
(Van Nostrand, Toronto-Nueva York-Londres, 1958). 

La teoría de las formas cuadráticas en el grupo ortogonal, desde un 
punto de vista moderno y considerando aquellas formas como métricas en 
un espacio vectorial sobre un cuerpo cualquiera, se desarrolla en la exce- 
lente obra, no adecuada para principiantes: 

M. EICHLER: Quadratische Formen und orthogonale Gruppen. (Sprin- 
ger, Berlín, 1952). 

Remozando la ya anticuada exposición de M. ABRAHAM, ahora sólo 
de carácter enciclopédico e histórico, aparecida en la 1% edición de la 
Enciclopedia alemana (IV, 14; citada en el vol. I, Plan de la obra, 3), 
está la reciente de 

G. PICKERT: Lineare Algebra, Normalformen von Matrizen, (Enzy- 
klopiidie der mathematischen Wissenschaften, 1, 1, 7. Band I. Algebra 
und Zahlentheorie, 1. Teil B. Algebra, Heft 3, Teil I, pág. 1-72; Teubner, 
Leipzig, 1958). 


4. Además de las obras antes citadas sobre Geometría lineal y cua- 
drática, tratan de las curvas y superficies de segundo grado los textos de 
Geometría analítica y proyectiva. 

Libros excelentes, de interés siempre actual, son los de 

G. SALMON: A treatise on conic sections, (1848; 6% ed., Londres, 
1879; reeditado por Chelsea, Nueva York, 1954; trad, francesa: Géomé- 
de ea Gauthier-Villars, 1897; trad. española, R. Pita, El Fe- 
vyol, s. f.). 
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G. SALMON: Amnalytic geometry of three dimensions. (1862; vol, 1 
TY ed,, 1928, vol. II, 5% ed., 1916; Hodge Smith, Dublin; trad. alemana 
mojorada conteniendo coordenadas proyectivas, de W. FIEDLER, 1879-80; 
reed, K, KOMMERELL; 2 vols,, 5* ed,, Leipzig, 1922-23; trad, francesa, 
(¡authier-Villars, 1899). 

Apropiado para principiantes está 

W. GRAUSTEIN; Introduction to higher geomectry. (Macmillan, Nueva 
York, 1930), 

De carácter más elevado y conteniendo geometría proyectiva com- 
pleja es 

J. A. TobD; Projective and analytical geometry. (Pitman, Nueva York, 
1946). 

Excelente tratado clásico es 

O. VEBLEN y J. W. YOUNG: Projective geometry. (2 vols., Ginn, Bos- 
ton, 1910-1918). 

Una breve obra, excelente y original, con interesantísimas acotacio- 
nues históricas y bibliográficas, conteniendo la geometría plana y del es- 
pacio que leva a las cónicas y a las cuádricas en el triple cuadro de las 
transformaciones métricas, afines y proyectivas, es 

D. J. STRUIK: Lectures on analytic and projective geometry. (Addi- 
son-Wesley, Cambridge, Mass., 1953), 

En francés son clásicas las obras siguientes: 

J. BrioT y J, C. BOUQUET: Legons de géométrie amalytique, (1846, 
14% ed,, París, 1893); 

N. NIEWENGLOWSKI: Cours de géométrie analytique. (4 vols,, Gau- 
thter-Villaras, París, 32 ed., 1925-26-29). 

Más moderno es 

L, GODEAUX y O. ROZET: Legons de géométrie projective. (2% ed., 
Sciences et Lettres, Lieja, 1952). 

Trata de geometría proyectiva compleja 

E, CARTAN: Legons sur la géométrie projective complexe. (Gauthier- 
Villars, París, 1931). 

Textos clásicos en italiano son: 

F, ENRIQUES: Lezioni di geometría proiettiva, (Zanichelli, 5% ed,, Bo- 
lonia, 1926) ; 

L. BIANCHI; Lezioni di geometría analitica, (Pisa, 1920); 

G. CASTELNUOVO; Lezioni di geometria analitica, (Dante Alighieri, 

Milán, 7% ed., 1928; trad. al castellano, Mundo Científico, La Plata, 
1943); 
E BERZOLARI: Geometria analitica, (2 vols., Hoepli, Milán, 22 ed,, 
1922); 
20): AÁMODEO: Lezioni di geometria protettiva, (Pierro, Nápoles, 3? ed.., 
10 ; 

E. BERTINI: Introduzione alla geometría proiettiva degli iperspari, 
(Principato, Mesina, 2? ed., 1923). 

Textos clásicos en alemán son; 
pS y STAUDT: Die Geometrie der Lage, (1847; trad. italiana, Pu- 
ríu, 1889); 

Tn. REYE: Die Geometrie der Lage, (1866; vol. 1, 32 ed., 1886; vol. 
11, 2% ud., 1882; traducciones francesa, inglesa e italiana); 

A. CLEBSCH y F. LINDEMANN: Volesungen úber Geometrie, (2 vols.; 
Leipzig, vol. 1, 2% ed,, 1932; 1% ed,, 1875/76-1891). 

Más modernos son: 

L. HEPPrRER y C, KOEHLER; Lehrbuch der analytischen Geometrie, 
(val. 1, 2% ed,, Karlsruhe, 1927; vol. 11 (Heffter), Berlín, 1923) ; 

A. SCHONFTJESS y M. DEHN: Eimfúhrung in die analytische Geome- 
trio der Ebene und des Raumes, (Berlín, 1931); 

W, Braseukes: Anealytinehe (cometrie (2% ed., Birkhiuser, Basilea, 
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1954); Projektive Geometrie. (Wolfenbúttel, Hannover, 1947; 3% ed, 
Birkháuser, Basilea, 1954). 

En castellano, incluyen proyectiva compleja, 

E. TorROJA: Geometría de la posición (Madrid, 1898) ; 

J. REY PASTOR: Fundamentos de la Geometría proyectiva superior 
Madrid, 1916). 

Menos elevados son: 

J. PASCALI y R. M. ORTIZ: Geometría proyectiva y ejercicios, (2 vols, 
Centro Est, de Ing., Bs. As., 2% ed., 1942); 
y el muy elemental texto de: 
66 E CEPPI y A. M. FOURNIER: Geometría Proyectiva (Kraft, Bs. As,, 

1). 

En Geometría analítica merecen citarse, el muy completo texto de 
CÁMARA TECEDOR (citado en Cap. X, nota V, 7), el didáctico de 

M. VEGAS: Elementos de Geometría analítica, (J. Peláez, Toledo, 3% 
ed., 1922; 2% ed. más completa); 
y el reciente de: 

Y. Rey PASTOR, L. A. SANTALÓ y M. BALANZAT: Geometría analítica, 
(Kapelusz, Bs. As., 1962), 


5. Además de las obras citadas en 2, el Cálculo tensorial puede es- 
tudiarse en los clásicos: 

E, Bue: Tensoren und Dyaden in dreidimensionales Raum, (Vie- 
weg, Braunschweig, 1914); 

. _ P. APPELL: Traité de mécanique rationnelle; Tome V: Calcul tenso- 
riel, (Gauthier-Villars, París, 2% ed., 1933); 

G. JUVET: Introduction au Calcul tensoriel et au Calcul différentiel 
absolu. (Blanchard, París, 1922), 

Una introducción didáctica con aplicaciones diversas, es: 

A. J. MCCONNELL: Applications of the absolute differential Calculus. 
(Blackie, Glasgow, reimpr., 1936). 

La obra clásica por excelencia es: 

T. LevI CiviTA: Lezioni di calcolo differenziale assoluto, (Zanichelli, 
Bolonia, 1925; trad. inglesa, Londres, 1927), ] 
a la cual siguió una extensísima bibliogratía sobre teoría de la relativi- 
dad, de la que son clásicas las obras de H. WEYL, A. S. EDDINGTON, 
A. EINSTEIN, O. VEBLEN, el mismo LEvI CiviTA, etc, 

En castellano pueden citarse: 

J. M. PLANS FREYRE: Nociones de cálculo diferencial absoluto y sus 
aplicaciones, (Madrid, 1924); 

E. BurtY: Introducción « la Física matemática, (2 vols.,, Univ. de 
Bs. As., 1931-34); 

Y. REY PASTOR: Algebra tensorial, (Univ. Montevideo, 1936); 

y los modernos excelentes libros, ya plenamente físicos: 

E. TERRADAS y R. ORTIZ: Relatividad (Espasa-Calpe, Bs. As., 1952); 

E. LoEDEL: Física relativista (Kapelusz, Bs. As., 1955). 

Aplicaciones a la Geometría diferencial de Es y a la Mecánica da 

I. S. SOKOLNIKOFF: Tensor analysis, Theory and applications. (Wiley, 
Nueva York, 1951). 

Del mismo autor de otras obras más geométricas sobre el mismo tema 
es la excelente exposición del análisis tensorial y aplicaciones a la teoría 
lineal de la elasticidad, dinámica, relatividad y mecánica cuántica: 

J. A. SCHOUTEN: Tensor analysis for physicists. (Clarendon Press, 
Oxtord, 1951). 

Orientado a estudiantes de ingeniería, con ejemplos y ejercicios: 

M. Denis-PAPIN y A. KAUFMANN: Cours de calcul tensoriel appliqué. 
(Geéométrie différentielle absolue), (Albin Michel, París, 1953). 

Una exposición lúcida que va de ideas intuitivas a conceptos abstrac- 
tos, con numerosos ejemplos y aplicaciones varias, es: 

B, FPINZI y M. PASTORI: Calcolo tensoriale e applicazioni. (Zanichelli, 
Bolonia, 1949), 
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De carácter más elevado es la obra en tres tomos: 

A. DUSCHEK y A. HOCHRAINER: Gruadzúge der Tensorrechnung in 
enatytiseher Darstellung. (Springer, Viena, I Teil: Tensoralgebra, 42 ed., 
1060; 11 Teil: Tensoranalysis, 22% ed., 1961, con respuestas a ejercicios de 
lo y TI; OIE Teil: Anwendungen in Physik und Technik, 1955). 

Un excelente compendio, escrito en estilo simple y claro, constitu- 
yendo una buena introducción a las obras de E. CARTAN y Al método del 
tricdro móvil, es el pequeño libro de carácter superior: 

A. LICHNEROWICZ: Eléments de calcul tensoriel, (Colin, París, 1950). 


G. Un extenso capítulo sobre valores propios de matrices contiene la 
excelente exposición de 

L, COLLATZ: Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen. 
(Akad. Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1949). 

Adaptación a calculadoras automáticas digitales de dos algoritmos 
para resolver el problema indicado en el título, da: 

W. GIVENS: Numerical computation of the characteristic values »f a 
roal aymmetric matrix, (Oak, Ridge Nat. Laboratory, 1954), 


7. Los espacios euclidianos de n dimensiones están brevemente des- 
cTitos en forma relativamente intuitiva en el libro elemental: 

J. FAVARD: Espace et dimension. (Albin Michel, París, 1950). 

Del mismo tipo, aunque de alcance más amplio, está la cautivante y 
amena obrita con acotaciones históricas: 

G. VERRIEST: Les nombres et leg espaces. (Colin, París, 1951). 


8. Un breve y valioso capítulo sobre resolución de sistemas de ecua- 
ciones lineales con muchas incógnitas trae: 

R. GULDAN: Rahmentragwerke und Durchlauftrager. (Springer, Vie- 
na, 4% ed., 1949). 

Da una serie de métodos pivotales para resolver sistemas de ecuacio- 
unes lineales y problemas conexos la obra (citada en la 2% ed. y siguientes 
del vol. l; Cap. V, nota IV, 3): 

P, S. DWYER: Linear computations, (Wiley, Nueva York, 1951). 

Exposición de procedimientos numéricos adecuados para calculadoras 
digitales automáticas, con secciones sobre valores propios y vectores pro- 
ion de matrices, y sistemas de ecuaciones lineales, es la obra citada en 
a 2% edición del vol. 1 (Cap. X, nota V, 4): 

A. S. HOUSEHOLDER: Principles of numerical analysis. (McGraw-Hill, 
Nueva York, 1953). 

Con dos capítulos sobre sistemas de ecuaciones lineales donde se in- 
troducen las ideas básicas y los recursos de aceleración de convergencia 
en los métodos “de relajación” de aproximaciones sucesivas, está: 

D, N, DE G. ALLEN: Relawation methods. (McGraw-Hill, Nueva York, 
1964). 

Mediante el uso de matrices y en vistas a la aplicación a problemas 
Keodósicos, realiza una clara sistematización con precisas instrucciones 
para cl calculista, la altamente recomendable exposición de: 

P, L. BAESTLÉ: Systématisation des calculs numériques de matrices, 
(Bulietin géodésique, 19, págs. 22-41; Assoc. Intern. Géod., París, 1951). 

Un estudio crítico y comparativo de los distintos métodos de resolu- 
elón de sistemas de ecuaciones lineales, dando como corclusión que el de 
GAURS modificado es el mejor de todos, incluyendo los de aproximaciones 
sueccalvns, entre los que se destaca el de SEIDEL, está en: 

E, BobewIG; Bericht túber die verschiedenen Methoden zur Lósung 
rinda Syatema linearer Gleichungen mit reellen Koeffizienten 1, IL, 11l, 
EV, V. (Nederl. Akad. Wetensch. Proc., 50, págs. 930-941; 1104-1116; 
12RB5-1205 (1047); 57, págs. 53-64; 211-219 (1948); o también: Indaga- 
once Math,, £, págs. 441-452; 518-630; 611-621 (1947); 20, págs. 24-36; 
R2 00 (1048). 


CAPÍTULO XVII] 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES REALES. 
DIFERENCIACIÓN 
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1. Variables independientes y dependientes. — Cada una de 
las relaciones 


[6-1] 2=*4+Y49 ; 2=a—y+l ; 2=uy ; 
[64-21 2=+ y1——y 


define una función de dos variables independientes x, y 
($8 23-4) uniforme ($ 23-3), pues hace corresponder a cada 
par de valores (x,y) un valor o variable dependiente z. En 
las tres primeras [64-11] la correspondencia subsiste en el cam- 
po real ($ 7), para todo par (zx, y), mientras que en la cuarta 
[64-21] el valor 2 es real sólo para los pares de valores reales 
(x, y) tales que cumplan la condición x?+y?<1 ($ 104). 

Esta función, considerada en el campo real, sólo está defi- 
nida cuando el par (x, y) pertenece a un conjunto (pares ta- 
les que x2+y?< 1) que llamaremos campo de variación de 
(x,4), o campo de definición o de existencia de la función 
(cfr. $ 23-3). 

La transformación del par (x,y) en z puede hacerse me- 
diante ecuaciones como las [(64-1], [64-2] o mediante descrip- 
ciones como en los ejemplos 1 y 2 del $ 23-4, o en formas aná- 
logas a las del $ 23-3, ejemplos 2, 3 y 5. Lo esencial es que 
la correspondencia exista como ya se dijo en el $ 23. 


DEF. Sean x é y un par de variables independientes da- 
das en un campo de variación C. Se dice que una variable 2 
es función de x é y en el campo C cuando a cada valor (x, y) 
corresponde un valor determinado de z (función uniforme) o 
varios valores de 2 (función multiforme). 

Representaremos esta relación escribiendo 2 =f(x,y) ó 
2=z(x,4) ó 2=F(x,y), etc. Las letras f, z, F tienen por 
objeto recordar la ley de dependencia que relaciona los valores 
de z con los valores que arbitrariamente toman las variables 
réy. 
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De la misma manera se dice que u es función de tres va- 
riables independientes x, y, z si a cada terna de valores (zx, y, 2) 
de un cierto conjunto de ternas corresponde uno o varios va- 
lores de u, por ejemplo 


[64-3] u = In(1— 12—y?— 22), 


Análogamente se consideran funciones de n variables 
U=u(2%,, La, ..., Ta). 


2. Representación gráfica: curvas o superficies de nivel. — 
a) Un método para representar geométricamente una función 
2 =Í(x,Y4) es mediante una superficie, así como la función 
y =1f(x) era representada por una curva, 

A un punto (%o, Yo) del campo de definición de la fun- 
ción corresponde para 2 un valor f(%,,Y0). Entonces 
(Xo, Yo, Í(Xo, Yo)) serían las coordenadas rectangulares de un 
punto del espacio. Si (xo, Yo) recorre todos los puntos del 
campo de definición de f(x, y), el conjunto de todos los pun- 
tos (Zo, Yo, E(Xo, Yo) ) que así resulta se llama superficie repre- 
sentativa o gráfica de la función f(x, y). El número f(Zo, Yo) 
se representa por el segmento de recta perpendicular al plano 
x, y en el punto (Xo, Yo) y extendido hasta la superficie re- 
presentativa, 


EJEMPLOS: 1. La función [64-2] tiene como gráfica a una superficie 
hemisférica por encima del plano x, y, con centro en el origen de coorde- 
nadas y radio unidad. 

2. La segunda función de [64-1] queda representada por un plano que 
corta a los ejes coordenados en los puntos (—1,0,0), (0,1,0), (0, 0,1). 


NoTA. Hay casos en que una función no admite una representación 
intuitiva de esta naturaleza. Por ejemplo f(x, y)=w(w%). (y), siendo 
«p la función de DIRICHLET (8 23-3, ejemplo 4). 

Además, no podemos usar este método para funciones de tres o más 
variables, u =f(x, 4,2). 


La gráfica es una superficie sólo en el caso de verificarse 
condiciones de continuidad ($ 65-3, a) que más adelante se 
introducen para precisar el concepto de “superficie”, Sin em- 
bargo, hablaremos de superficie y también de curvas (ver b) 
ul referirnos intuitivamente 2 estas representaciones gráficas. 


b) Otro método para representar geométricamente la fun- 
ción z=: f(x,1) consiste en usar las llamadas curvas de nivel 
en el plano x, y, es decir las curvas f(x, y)= const. Éste es 
el método empleado en la construcción de mapas marcando las 
alturas sobre el nivel del mar. Es evidente que estas curvas de 
nivel son las proyecciones sobre el plano x=, y de las curvas 
en que la superficie z  f(x,y) es cortada por los planos 
z- cout, En realidad, así se obtienen conjuntos de puntos 
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que con ciertas condiciones de continuidad son curvas (8 67-4), 
pero que desde ahora llamaremos ya “curvas de nivel”. 


Así puede discutirse el comportamiento de la función y 
efectuar fácilmente construcciones geométricas sin salir del 
plano x, y. Puede completarse la representación mediante sec- 
ciones por planos paralelos al eje z (que también llamaremos 
verticales), planos que sirvan también de proyección ortogo- 
nal, análogamente a lo efectuado en el sistema diédrico de la 
Geometría descriptiva. 


EsJemPLOS: 3. La función 2=x* + y? viene representada por un pa- 
raboloide de revolución ($ 62-3) obtenido girando la parábola z=y* al 
rededor del eje z (fig. 212), 








Fig. 212 Fig, 213 


Las curvas de nivel son circunferencias concéntricas en el origen. En 
la figura, la escala de cotas es distinta a la empleada en el plano hori- 
zontal, 


4. Las curvas de la función lineal representada por un plano inclí- 
nado son rectas paralelas equidistantes para valores equidistantes de z. 
En la figura 213 pueden verse las curvas de nivel de la función repre- 
sentada por una pirámide cuyas caras tienen diferente inclinación. Sus 
ecuaciones son: 22 + y 66; 22—3y—130; 32 + de= 115; z—w= 43; 
vértice (—2, —16, 41). 


5. La función 2=xy representada por un paraboloide hiperbólico 
($ 62-3) tiene por curvas de nivel (fig. 214) hipérbolas equiláteras refe- 
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ridas a sus asíntotas. Como la sección por el plano xy se reduce al eje 
y, obtendremos la del primer plano bisector vertical += y, tomando 


v/V2=x—y y al abatir la sección z, y sobre el plano del dibujo queda 


la parábola z — 4y?. Se ha 
dibujado en escala z distinta 
de la empleada en el plano 
horizontal. 


Este método tiene la 
ventaja de ser aplicable 
a la representación de 
funciones de tres varia- 
bles u = f(x, y, 2). Aho- 
ra se obtienen superfi- 
cies de nivel T(x, y, 2) = 
= const., una para cada 
valor de u. 


EJEMPLO 6. Las super- 
ficies de nivel de la función 
[64-3] son superficies esfé- 
ricas de centro en el orl- 
gen y radio menor que 1, re- 
feridas a valores u no posi- 
tivos, Aquí también podría 


considerarse gráficamente 
en un plano u, r la varia- 
ción logarítmica de «u a lo 
largo del radio r<1 que 
va determinando dichas su- 
perficies esféricas, 


Fig. 214 

3. Tipos elementales de funciones de varias variables. — 
Como en el caso de funciones de una variable ($ 23-7) las 
funciones más sencillas son las racionales enteras en las que 
el valor funcional se obtiene mediante un polinomio en las va- 
riables independientes ($ 15). Si el polinomio es de primer 
grado (función lineal entera) en dos variables independientes, 
su gráfica es un plano no vertical. 

Si el polinomio es de segundo grado, su gráfica es un para- 
boloide (elíptico, hiperbólico o degenerado [$ 62-3]) de eje 
vertical. 

Las funciones racionales fraccionarias vienen dadas por el 
cociente de dos polinomios. A esta clase pertenece la función 
tincal fraccionaria, cociente de dos polinomios lineales en las 
variables independientes; si éstas son dos, su gráfica es un 
paraboloide hiperbólico, acaso degenerado ($ 62-3), cuyas cur- 
vas de nivel son rectas. 

Las funciones algebraicas explícitas vienen dadas por una 
«xpresión racional o irracional en las variables independientes 
($8 23.8) Todos los casos anteriores están incluídos en el más 
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general de función algebraica de varias variables ya definida 
en $ 41-2, d. Las funciones no algebraicas, es decir las que no 
satisfacen una ecuación algebraica, se llaman trascendentes, 


4, Conjuntos puntuales: clasificación de puntos. a) Por 
iguales razones de comodidad y analogía que hemos represen- 
tado geométricamente cada número real por un punto de una 
recta, considerando sinónimas las palabras número y punto, 
llamaremos asimismo punto de un plano Ez a todo par de nú- 
meros reales (a, b), es decir, a todo número complejo binario; 
punto de un espacio Ez a toda terna de números reales (a, b, c) 
y por analogía, llamaremos punto 2 todo grupo a de n núme- 
ros reales (4;, da, ..., 4n) y 21 conjunto de todos ellos espacio 
E, de n dimensiones. Cada elemento a; del grupo a se llama 
coordenada del punto a. 


La famosa paradoja de CANTOR sobre la potencia del con- 
tinuo de los puntos de un rectángulo plano o de un paralele- 
pípedo de E, (Cap. II, nota 11), nos hizo ya observar que en 
un conjunto de puntos no era sólo importante su número car- 
dinal, sino también la manera como están distribuidos en el 
espacio, Esta manera puede determinarse mediante la noción 
de “proximidad”, y la forma más sencilla de introducir la pro- 
ximidad es valiéndose de la definición de distancia. 





DEF. 1. Distancia de dos puntos a=(4;, da, ..., On) y 


b = (db, bo, ..., bn), es el número real no negativo 
[64-4] o(a,b) = + Y X(a; —b5)? > 0. 

Indicaremos con |a| la distancia al origen del punto a = 
=(01, ..., 0n), es decir |a| =+vyXZa;?. 


La distancia [64-4] se designa también la —b| y satisface 
las siguientes condiciones fundamentales (llamadas axiomas de 
la distancia; véase justificación y demostraciones en nota 1): 


19) La distancia p(a, b) es un número real no negativo que 
es nulo cuando y sólo cuando ambos puntos coinciden a =b 
(es decir a, = b;,, para ¿=1,2,...,n). 

2%) Condición de simetría: o(a, b) = o0(b,a). 


3%) Condición triangular: o(a, b) + p(a,c) > 0(b, e). 


Se llama recta ab al conjunto de puntos x cuyas coordena- 
das están dadas por 


[64-5] 2 =(1—Na +, ((=1,2,...,2) 
donde 1 es un parámetro real que varía de —oo a +00. 
En la condición triangular para la distancia [64-4] vale el 
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signo = cuando y sólo cuando los tres puntos a, b y e están en 
línea recta. 

El hecho de que la distancia se dé mediante la expresión 
[64-4], se expresa diciendo que E, es un espacio euclídeo de 
n dimensiones (Cap. XVII, nota 11). 

Nos limitaremos, sin embargo, al caso de los espacios Es, 
Es, y preferentemente al Ez, porque las propiedades demostra- 
das para dos dimensiones se generalizan a los de cualquier nú- 
mero de ellas mediante un simple cambio de palabras. 


b) DEF. 2. Entorno de un punto es el conjunto de puntos 
cuya distancia a él es menor que un cierto número 8, es decir, 
en E, yen Es: 


víe—a)"+(y—b)" <5 y 
Vlx—a)?+(y —b)3+ (20) <3 , 
que en el sistema cartesiano representan el interior de cun 
círculo y de una esfera, respectivamente. 


También suelen considerarse entornos cuadrados y cúbicos, 
es decir, conjuntos de puntos definidos por las condiciones 


¡r—a |< , [ly—=bl<i5 , [z—c]| < 8. 


Como todo entorno cuadrado contiene entornos circulares y 
recíprocamente, utilizaremos unos y otros indistintamente. 

La definición de entorno reducido ($ 24-1), es decir con 
exclusión del mismo punto a, subsiste para E.. 


Der. 3. Un punto de un conjunto se llama aislado cuando 
hay un cierto entorno suyo que no contiene otros puntos del 
conjunto que él mismo. 


Der. 4. Un punto, pertenezca o no al conjunto X, se lla- 
ma punto de acumulación de X, cuando en todo entorno redu- 
cido suyo hay puntos del conjunto X. 


Der. 5. Un punto del conjunto se llama ¿interior a X cuan- 
do hay un entorno suyo cuyos puntos todos pertenecen al con- 
junto X. Un punto no perteneciente al conjunto X se llama 
exterior cuando tiene un entorno de puntos de los cuales nin- 
xuno pertenece a X. 


DEF. 6. Un punto, pertenezca o no al conjunto X, se lla- 
ma frontera, si no es ni interior, ni exterior al conjunto X, 
es decir, en todo entorno suyo hay algún punto que pertenece 
y hay también algún punto que no pertenece a X. 

El punto aislado es un ejemplo de punto frontera; también 
lo es un punto de acumulación de X que no pertenezca a X. 


Nora l, En la teoría del potencial conviene para estudiar la acce- 
sibilidad desde el exterior distinguir entre el concepto de frontera y el 
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de contorno, siendo éste el conjunto de los puntos no exteriores que son 
puntos de acumulación de puntos exteriores. 


EJemPLO 1. En + y*< 1, y 40, el contorno es a" +y'—1; y la 
frontera es ésto más el diámetro sobre el eje r. 


c) DEF. 7. Se llama (cfr. $ 7-7) intervalo cerrado de dos 
dimensiones a todo rectángulo de lados paralelos a los ejes de- 
finidos por las dos acotaciones 


[64-6] a<r<b , c<y<d. 


El teorema de las sucesiones monótonas contiguas ($ 7-6, 
d) tiene aquí su análogo: 

Si cada uno de los rectángulos cerrados R,, Ra, Ra, ... de 
lados paralelos a los ejes está contenido en el anterior, y las 
dimensiones de R, tienden a 0, existe un punto y sólo uno con- 
tenido en todos los R,. 

Las proyecciones de R, sobre los ejes son los intervalos 
[an Bn], [Cn d,] limitados por las abscisas u ordenadas ex- 
tremas; y por la monotonía supuesta, cada intervalo [a,, b,] 
está contenido en su anterior y análogamente para los [c,, d,]; 
luego existe un punto xo contenido en todos los [a,, b,] y un 
punto Yo contenido en todos los [e,, d,] siendo únicos, puesto 
que las longitudes de los intervalos tienden a 0. Tales núme- 
rOSs Co, Yo SON coordenadas de un punto contenido en todos los 
rectángulos R,. 


NoTA 2. Clasificación de los conjuntos. El conjunto formado por 
todos los puntos de acumulación de X se llama derivado de éste y se 
designa por X'. Es la misma definición dada en Cap. VI, nota II, e. 
Conviene conservar también las definiciones (Cap. VI, nota II, d) allí da- 
das para conjuntos densos en si x(S) X', cerrados; X(=)X', perfectos; 
X—X'; así como para la clausura X de un conjunto X, es decir X —= 
=X.X' 

Se dice “denso en sí” para distinguirlo de los conjuntos (denses 
partout, dichte úberall), tales que en todo intervalo, si son lineales, o 
«hn todo cuadrado, si son de dos dimensiones, hay puntos del conjunto. 

Un conjunto se llama abierto si todos sus puntos son interiores. 


EJEMPLOS: 2. El conjunto de todos los puntos racionales, carece de 
puntos aislados, pues dado un punto cualquiera hay otros del conjunto 
que distan de él tan poco como se quiera; pero no es cerrado, porque 
huy infinitos puntos (por ejemplo, (V2,1), (rr, VB), ...), en cuya pro- 
ximidad hay infinitos puntos del conjunto, y, por tanto, pertenecen a 
X”, sin pertenecer a X. 

3. El conjunto de puntos de un cuadrado, exceptuadas sus diagonales, 
carece de puntos aislados pero no es cerrado. 

4. El conjunto 


1 a ies bad, 
WA A lo TN A a 
tiene como puntos de acumulación el origen (0, 0) y todos los del tipo 
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El conjunto formado por unos y otros es cerrado, pero tiene todos 
sus puntos aislados, excepto el origen (0, 0). 

5. El conjunto de puntos de un círculo, elipse o polígono, incluso los 
del contorno, es perfecto. También es perfecto el conjunto de puntos de 
una curva cualquiera del plano definida por dos funciones continuas 


ex =XÍ(t) yu=y(t) para astsb. 


NoTA 3. Conjuntos acotados. — Dado un conjunto de infinitos pun- 
tos, diremos que está acotado cuando se conservan todos inferiores en va- 


lor absoluto a un número positivo k. o sea, Va? + y*< k. 

Entonces quedan todos ellos dentro de un círculo de centro O y ra- 
dio k, y dentro de un cuadrado de centro O, y semilado k. 

La propiedad fundamental, lo mismo que en el caso de los conjuntos 
lineales, está expresada por el teorema de BOLZANO - WEIERSTRASS (Cap. 
VI, nota II, b): 

Todo conjunto acotado, de in- 
finitos puntos, tiene, al menos, un 
punto de acumulación. 

El conjunto X está contenido 
en un cuadrado de semilado k 
(fig, 215); subdividido en cuatro 
cuadrados iguales, uno de ellos 
contiene infinitos puntos del con- 
junto; si hay más de uno, escoja- 
mos el primero que se presente 
por abajo primero y por la iz- 
quierda después; subdividido éste 
de nuevo, uno al menos, de los 
cuatro cuadrados parciales, contie- 
ne infinitos puntos, etc. 

Por el teorema de las sucesio- 
nes convergentes de rectángulos, 
existe un punto (% yo) contenido 
en todos los cuadrados sucesivos; 
dado un entorno suyo cualquiera, 
dentro de él hay cuadrados de la 
0 sucesión, y por tanto, contiene in- 
finitos puntos del conjunto, luego, es punto. de acumulación de X, que 
puede pertenecer o no al conjunto, 





) 
Fig. 215 


5. Recintos. — Conjuntos de puntos, de interés para las 
funciones, son sus campos de existencia. Las tres primeras fun- 
ciones [64-1] estaban definidas para todos los puntos del pla- 
no xy, mientras que en el campo real la [64-21] lo estaba sólo 
en el círculo cerrado x2+y?< 1. La función [64-3] está de- 
finida en el campo real sólo para los puntos interiores de la 
esfera de centro origen y radio unidad. Otros ejemplos de con- 
juntos de puntos serían los considerados en $ 64-4, nota 2. 
Vemos, pues, que el conjunto de puntos (x, y) puede estar su- 
jeto a satisfacer condiciones de muy diversos tipos. 

Considerando el segmento como porción de recta, su aná- 
logo será la porción de plano, noción mucho más compleja que 
exige una definición rigurosa. En los recintos planos más sen- 
cillos (efreulo, cuadrado, rectángulo, polígonos convexos y cón- 
cuvos no estrellados, elipse, óvalos, semiplanos, etc.) observa- 
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mos dos propiedades: 1* Son conjuntos conexos, es decir, dos 
puntos cualesquiera pueden unirse mediante una línea que- 
brada de número finito de lados cuyos puntos pertenecen al 
conjunto. 2% Exceptuando los puntos del contorno, son inte- 
riores todos los demás, es decir, existe un entorno de cada uno 
formado por puntos del conjunto. 


Tomaremos estas dos propiedades como definición de los 
recintos, válida para cualquier número de dimensiones. En la 
nota 1 generalizamos el concepto de conexión. 


DEF. 1. Recinto es un conjunto conexo cuyos puntos son 
todos interiores. 


Que estas dos condiciones son necesarias para que los con- 
juntos obtenidos no difieran demasiado de nuestra noción in- 
tuitiva y tengan las mismas propiedades de los recintos ele- 
mentales, se ve fácilmente. Por ejemplo, el conjunto de los 
puntos de varios círculos o polígonos distintos (excluídos sus 
contornos) cumplen la segunda condición, pero no es conexo. 
El conjunto de puntos de una línea quebrada es conexo, pero 
sus puntos no son interiores, 


Der. 2. Frontera de un recinto es el conjunto formado por 
sus puntos frontera. Contorno de un recinto es el conjunto de 
los puntos no exteriores que son puntos de acumulación de 
puntos exteriores al recinto ($ 64-4, nota 1). 


DEF. 8. Región es el conjunto de puntos formado por un 
recinto y alguno o todos sus puntos frontera. 


DEF. 4. Dominio es el conjunto formado por un recinto 
más su frontera. Suele llamarse también región cerrada o re- 
cinto cerrado. 


Esnmmrro 1. El conjunto formado por los puntos x* + y” < 1, excep- 
to los (x0>0, y=0), es un recinto; su frontera está formada por la 
eircunforencia 2? 4 y? 1, más el radio x > 0, y=0, el cual se considera 
como doble, 


Se lama corte de un recinto a la exclusión del mismo de 
un arco simple de JORDAN ($ 29-2) formado por puntos inte- 
riores n] recinto, pero cuyos extremos pueden ser puntos fron- 
Lera de dicho recinto. Los puntos frontera de un recinto que 
pueden ser extremos de un corte se llaman accesibles y los que 
no pueden serlo, inaccesibles. 


Si el recinto es algo complicado su frontera puede ofrecer particu- 
laridades tales que no entre dentro del eo..eepto general de curva dado 
en 5 29-2. 
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EJEMPLO 2. Si en el cuadrado excluímos los puntos de los infinitos 
cortes indicados en la figura 216, obtenemos un recinto plano cuya fron- 
tera no es una curva. Los puntos de la mi- 
tad superior del lado vertical izquierdo son 
ejemplos de puntos frontera inaccesibles, 


101 
Y 


IN 


Todo punto frontera no aislado 
es punto de acumulación de puntos 
frontera accesibles. 


doj= bajar > 


DEF. 5. Un recinto plano se lla- 
ma simplemente conexo cuando, sien- 
do conexo, el polígono determinado 
por toda línea quebrada cerrada si- 
tuada en el recinto está contenido en 
éste. 

Fig. 216 Los recintos que no tienen la pro- 

piedad anterior, se llaman múltiple- 

mente conexos, y el orden de conexión es n si son necesarios y 

bastan n— 1 cortes para convertirlo en simplemente conexo, 
pudiendo ser n=2,3, ..., o bien «o. 


Son simplemente conexos todos los recintos antes citados; no lo son, 
en cambio, el anillo circular ni el rectángulo con uno o más cortes inte- 









Fig. 217 


riores (fig. 217), pues se pueden trazar en ellos líneas poligonales de tal 
modo que el polígono determinado no pertenezca enteramente al recinto. 


EJERCICIOS 


1. Verificar que F (x%, Y, 2) — Y + yz 4 2% se expresa en términos de 
(x.y 2)=x+y+2 po F(x,y,2)= ¿[8 (x, y, 2)—1(0, 4,23]. 
2. Clasificar los puntos del plano respecto del campo de definición de 
las siguientes funciones: 
19 2 =1Mn[(1—*—y49)/(2+yYy3)] ; 
20 z2= + Ve—g ; 
39) 2 + Vsenl[ey) ; 
determinando los recintos que forman, sus fronteras y contornos y su or- 
den de conexión, 
3. Determinar las líneas de nivel de las funciones del ejercicio an- 
torior. 
4. Superficies de nivel de la función u =arctgl (y + 2)/x%7. Ra- 
tina da osta función multiforme. 
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5. Si en el plano, como conjunto de puntos x dados por pares de nú- 
meros reales x — (%;, 42), definimos como “distancia”: 


19%  p(a,b) = | a, —b, | = | az— ba] , 

29) e(a,b) = máx¿|a —b1], [aa—bo|p 5; 
demostrar que en ambos casos se cumplen los “axiomas de la distancia”, 
es decir, se obtienen espacios métricos (nota 1). Describir la figura que 


en cada uno de ellos forma la “circunferencia unidad”, es decir, el con- 
junto de puntos x que cumpla q(0,x)= 1. 


. 6. Definido en el espatio euclídeo E., el conjunto cerrado, por la pro- 
piedad F(=>)F", demostrar que es equivalente definir un conjunto abierto 
G como complemento de un cerrado o como constituído por puntos inte- 
riores, 

7. ¿Cuáles son en E, los únicos conjuntos abiertos y cerrados a la 
vez? 


8. Demostrar que en E, se cumple: 
19 X.Y =X.-Y ; 


209 X=X : 


39) X es el mínimo conjunto cerrado que contiene a X. 





| 


9. Demostrar que en E, un conjunto F' cs cerrado cuando y sólo 
cuando es derivado de otro conjunto X. 


10. Demostrar que si cada rectángulo cerrado R, de una sucesión 
monótona convergente contiene puntos de un recinto cerrado o dominio, 
existe un punto y uno solo del dominio contenido en todos los rectángulos 
cerrados. ¿Es cierta la proposición si los rectángulos, o bien el recinto, 
son abiertos? 

11. Demostrar que no es un recinto la unión de dos recintos 'citando 
y sólo cuando estos dos no tienen puntos comunes. 

12. ¿Es un recinto el conjunto 0< a+ y*< 1? ¿Cuál es su orden 
de conexión, su frontera y su contorno? 

13. ¿Es un recinto el conjunto definido por 0< |x!+%<1? ¿Es 
acotado? ¿Cuál es su orden de conexión, su frontera y su contorno? 


14. Demostrar que en E, un recinto acotado es simplemente conexo 
cuando y sólo cuando su frontera tiene una sola componente (efr, nota 
l, e). 

15. Demostrar que en Ez el número de componentes (orden de cone- 
«ión) de la frontera de un recinto acotado excede en una unidad al nú- 
mero de cortes cuyos extremos sean puntos frontera por los que es posi- 
ble convertirlo en simplemente conexo. 
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Límite doble. En el caso de una función de varias va- 
riables, poe ejemplo dos, la idea intuitiva de límite es la mis- 
ma que la vista para la función de una sola variable ($ 24-1) : 


f(x,y=>f¿ para  (%,y)>(a, b) 


cuando la diferencia f(x,y)—£ se hace arbitrariamente pe- 
queñu con tal de tomar (x,y) suficientemente próximo a 
(a, b) y distinto de éste. Con precisión: 
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DEF. Se dice que la función uniforme f(x, y) tiende al lí- 
mite £ en el punto (a,b), o que tiene el límite E, cuando u 
cada número positivo e arbitrario, corresponde otro número 
positivo ¿=5(£) tal que para todos los puntos del entorno re- 
ducido ($ 64-4) 


[65-1] 0<+vYylr—a)"+(y—b)P?<3d , 
|ea|<aá , [y—b|<3 , 





qien (ea)? + (yo) >0, 
se verifica 
[65-2] (a, y—£¿[< e. 


Se expresa esto abreviadamente escribiendo 


[65-8] limfíz,y) = € para z>au , y>b 6Ó 
(2,y) > (a,b) , 
o bien 
[65-4] lim f(a,y = £. 
(zx, y) —> la, b) 

Obsérvese que f(x, y) no necesita ni aún estar definida en 
el mismo punto (a,b), aunque sí en los demás puntos de un 
cierto entorno de (a, b). 


El límite así definido se llama doble, o simultáneo, porque 
el punto (x, y) se acerca al (a,b) según entornos reducidos 
superficiales, pero si restringimos los valores admisibles de 
(x, y) en [65-1] para el cumplimiento así más fácil de [65-2], 
se podría por ejemplo considerar como campo de variación de 
la función sólo los puntos que estén sobre una curva C que 
pase por (a, 5) o más general, de un conjunto parcial adecua- 
damente determinado de cada entorno reducido de (a, b). Se- 
ría algo análogo a lo visto para los límites laterales de funcio- 
nes de una variable ($ 25-4). 


NoTA 1. También pueden considerarse límites infinitos (8 24-5) y 
la definición topológica sintetizada en los casos a) del cuadro del $ 24-6 
será aquí la misma, También tiene interés considerar en lugar de [65-1] 
el entorno del punto impropio oo del plano, formado por el exterior de 
un círculo o cuadrado cualquiera para así definir el limite en el infinito. 


EJEMPLO. 
Y , Y 
2 = — == 5; escrita en la forma 2 = === 
Ve+yo 14 (2) 
x 


ul tender z e y a 0, cualquiera que sea su ley de variación, el denomi- 
undor en mayor que 1 y el numerador tiende a cero, luego, 


lim 2z=0. 
tr, 1) —U 
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En cambio el lim z no existe, pues sobre los ejes x e y es 2=0 
(x,y) — 0 

y sobre sus bisectrices 2 se hace en valor absoluto tan grande como se 

quiera. 


Nora 2. El criterio general de convergencia de BOLZANO- CAUCHY 
($ 24-7) puede ser fácilmente trasladado aquí, con la misma demostra- 
ción dada en el caso de una variable: 


TEOR. Condición necesaria y suficiente para que la función f(x, y) 
definida en el campo C tenga límite finito en el punto de acumulación 
(a,b) de C (perteneciente o no a él) es que para cada número e >0 
se pueda determinar un entorno reducido de (a,b), tal que a todo par 
de puntos (%",y'), (x",y”), pertenecientes a la vez a dicho entorno re- 
ducido y al campo C, correspondan valores funcionales que verifiquen 
[1(,y)—1f (0, y") |< e. 


2. Límites sucesivos y límites en una dirección. — No debe 
confundirse nunca el límite definido en [65-83] con los límites 
reiterados o sucesivos 


[65-51] lim lim f(2,y) = lim [lim f(x,y)] = lim q(y), 


ao br>a 12d a>ua v>b 
[65-6] lim lim f(z,y)= lim [lim f(x2,4)] = lim y(2), 
r>a y>)b x>a y>b Ta 


en los cuales se hace tender a su límite, primero una variable, 
y luego la otra en la función resultante (fig. 218), mientras 
que en [65-3] tienden ambas superficialmente con simultanei- 





a Xx 





Fig. 218 


dad nrbitraria. El límite reiterado [65-5] presupone que en 
un clerto entorno reducido de b en la recta x=«u existe la 


función p(1)= lim f(x, y) y análogamente para [65-6]. 
r>«a 


Noras: 1. Si existe el límite doble f y existe unívoca la función 
w(7) on un entorno reducido de b, entonces existe lim «p(y) y coincide 
v>b 
com Ll. Pues, si q(y) existe en 0<|y—b|<óÓ, por [65-2] será 
(ore q(y)<1+e en el anterior entorno reducido de b, y como e po- 
nilivo cx arbitrario, esto es lo que queríamos demostrar. 
V'or tanto, si existen el límite doble y los sucesivos, todos ellos son 
Ixunlor, Si los límites sucesivos en el mismo punto son desiguales, en- 
loneex el lmite doble no puede existir. 
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2. El concepto de convergencia uniforme introducido en el $ 43-3 
para sucesiones funcionales S,(w) cuando n—> 0% se extiende inmediata- 
mente a los límites f(x%,y) > y(x) cuando y >b, considerando f(x, y) 
como función sólo de y para valores de x de un cierto conjunto X. Para 
esto, se ha de suponer que toda paralela al eje y por un punto de X 
contiene infinitos puntos del campo de variación C de f(x,y) con punto 
de acumulación en la intersección de dicha paralela con la recta y = b. 
En tal caso se establece: 


Der. La convergencia de f(x%,y) a la función finita y unívoca w(x) 
paa y:>b con x perteneciente a X se dice uniforme en X, si a cada 
e > 0 corresponde un número positivo 5,(e) (dependiente de e, pero no 
de x) tal que para todo x del conjunto X es 

If(,y)— ví) <e sí 0< |y—b] < 8xte). 

Esto querrá decir que en una misma faja horizontal de anchura 
constante conteniendo la recta y= b, pero fuera de esta recta, la fun- 
ción f(x, y) difiere de yw(x) en valor absoluto en menos de e. Si enton- 
ces existe lim y(x)=/, es decir se verifica |yw(x)—|]<e si 


—> 
osa l<ódo, tomando 5=wmin (8,52) resultará para w(%)= 
=Í(x, b): 
|£(x,YY—¿| < |£(x,y)—f(0,b)| + |f(0,b)—$] < 2e , 


cuando |—aj|<8, ly —b]|<5, (2,4) +(4,b). Por tanto queda de- 
mostrado: 


TEOR, Si f(=,y) para y > b tiende uniformemente a f(x,b) y ésta 
tiene límite $ para x= —>a, entonces í es límite doble de f(x«,y) en el 
punto (a,b). 

3. Puede también ocurrir que el límite doble exista, sin que alguno 
o ninguno de los límites reiterados exista. Pueden también existir y ser 
iguales Jos límites reiterados en un determinado punto sin que en él 
exista limite doble, 


EJEMPLOS: 1. Sea 


2xy 
CEA 
ai conservando constante y (sea o no nulo) hacemos tender z a 0, es 

a lim 20; luego lim (lim 2)= 0. 

x—>0 y>0:>0 
Análogamente: 

lim 2 = 0; luego lim (lim 2)=0. 
v>0 z>0y>0 


En cambio, si ambas tienden a 0 si- 
multáneamente, no existe límite alguno; 
pues si tienden a 0, siendo siempre x = y, 
es constantemente 2 — 1; pero si siempre 


4 
es y=2x, resulta 2= => ete. 
Geométricamente: si el punto (x,y) 
tiende al (0,0) en la dirección L =mMm, 


2m 
Fm: En 
la figura 219 están indicados algunos de 
¿gatos valores a que tiende 2 en distintas 
le. 210 direcciouca. 


z converge hacia el número 
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2. En el ejemplo anterior el orden en que se toman los dos límites 
no alteraba el resultado; mas no debe creerse que esto sucede siempre, 
Sca 


RR 
n+y * 
Si y=0, lim 2 =-2=—1, luego lim lim z=1; 
x:>0 Y y->0>0 
Si 30, lim 22 E=-—1; luego lim lim 2=-—1; 
yg>0 x zZ>0 y—>u 


y claro que no coincidiendo éstos para dos distintas leyes de variación 
de (x,y) no existe lim z. 
(2,4) —>0 


3. La función 2=y..en — si +0; 2=0 si =0, tiene 


en el origen límite doble y sucesivo lim lim z, ambos iguales a cero, 
: j ; 2>0u—>0 E R 
pero en cambio no existe lim 2, si es y=F0, ni por tanto existe 
zx—>o0 

lim lim z. 
v>0zx>0 

Si en y=0 atribuímos a la función anterior el valor 2=1, aun 
cuando z tienda uniformemente a cero para y-—>0, y sea nulo el límite 
de la constante cero, no existirá en (0,0) el límite doble de dicha fun- 
ción así modificada. 


4. Para la función 2= usen —- + y sen = si |xy|>0; 2=0 


si xy=0, no existe ninguno de los límites reiterados, pero sí el límite 
doble, que es cero. 

5. La función z=sen(1/vVx*-+ y*) no tiene ni límite doble ni nin- 
guno de los reiterados, en el origen de coordenadas. 


NoTA 4. En una función de un número cualquiera »n de variables 
independientes, se define el límite múltiple o simultáneo en forma aná- 
lowya a la del límite doble, y también los límites reiterados o sucesivos, 
uno para cada ordenación de las variables, o sea en total n!. Entre 
ústos y el límite múltiple valen las relaciones establecidas para funciones 
de dos variables en las notas anteriores. 


3. Funciones continuas: propiedades. — a) DEF. Diremos 
que una función uniforme f(x, y) es continua en el punto 


(a, b) cuando existe lim A (x, y) y siendo finito este lí- 
(210 >la, 
mite, coincide con el valor 1 f (a, b) de la función en el punto. 


(Cfr. $ 25-1). 

Teniendo en cuenta la definición de límite ($ 65-1), el enun- 
cindo anterior es equivalente a decir: La función f(x, y) es 
contima en el punto (a,b) sí dado e > 0 arbitrario, se puede 
hallar un número positivo 3=5(e) tal que para los puntos 
(ar, y) tales que 


1667] + y (x —a)?+(y —b)? < 3 
ne cumpla 
f(x, y) — f(ía,b)| < e. 


122 XVIIM. FUNC. DB VARIAS VARIABLES, DIFERENCIACIÓN $ 65 -3 


Geométricamente, esto quiere decir que el trozo de superfi- 
cie correspondiente al campo de variación determinado por el 
círculo de centro (a,b) y radio ú se encuentra entre los dos 
planos 2 =f(a,b)+e y 2=f(a,b)—e. 

Si usamos curvas de nivel para representar la superficie, 
ninguna curva f(x,y)= const. cortará el círculo cuando la 
constante difiera de f(a, b) en más de e. 

Si una función f(x, y) es continua en un punto (a, b), en- 
tonces las funciones f(a, y) y f(x,b) de una variable son tam- 
bién continuas por satisfacerse las condiciones de la definición 
de continuidad para funciones de una variable. El recíproco 
no es cierto; puede f(x,b) ser continua en z=a y fía, y) 
ser continua en y = b, sin que f(x, y) sea continua en el pun- 
to (a, b). 


EJEMPLOS: 1. La función 

LN 

+ Ve 4y 

cm los puntos distintos al origen y nula en éste, es continua en (0, 0). 
Pues es 


f(x, y) = 


. Y 
lim ———ZáZz = 0 
mn>(00 + Ve 
según vimos en $ 65-1, ejemplo, siendo por definición f(0,0)=0. 

2. Sea la función 2=sgl (y — xa?) (y —2x*)p, es decir, z vale 1 
por encima de la parábola y = 2x* y por debajo de la parábola y =— w*; 
pero vale —1 en la lúnula 
comprendida entre ambas y 
se anula sobre ambas cur- 
vas (fig. 220). Cualquier 
semirrecta de origen O tie- 
ne algún segmento OA exte- 
rior a esta lúnula y por 
tanto, sobre esta semirrecta 
2 > 1. Sin embargo, no hay 
límite doble de 2 en el ori- 
gen O. Si en éste atribuí- 
mos a la función el valor 1, 
este ejemplo nos demuestra 
que una función continua 
respecto de cada una de las 
variables y aun en cada di. 
rección rectilínea, puede no 
serlo con rclación a ambas variables. Lo mismo se comprueba en el si- 
guicote ejemplo. 

3. En la función f(x%,y)=y/x para 350 con f(0,y)=0, es tam- 
bión S(x,0)=0. Estas dos funciones de una variable son continuas en 
el origen, pues ambas se reducen a la constante cero. Sin embargo, la 





Fig. 220 


función de dos variables es discontinua en el origen. Obsérvese lo que 
ncurre si nos acercamos al origen según las curvas y=xw, y=kxz. 
Vo Vi, y=x*". , a Y 


Noras: 1, Una función f(x, y) se dice continua en un campo de 
veritas Cosices centimta en todos los puntos del campo, restringiendo 
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el cumplimiento de [65-7] para los puntos de C pertenecientes a cada 
entorno de (a, b 


2. Aquí también podemos definir la continuidad de f(x,y) en y=b, 
uniformemente respecto de xeX, mediante el límite de f(x,y) hacia 
í(xw,b) uniformemente respecto de xeX ($ 65-2, Nota 2). Para que esto 
ocurra, no es necesaria la continuidad de f(x,b), pero si además 
Í(x,0b)>Í(a,b) para a —>a, entonces f(x,y) es continua en (a,b) 
($ 65-2, Nota 2, Teor.). Por otra parte, es fácil probar (Cap. VI, nota 
111), que si f(x, y) es continua en el rectángulo << Xi, Yo < Y E Y» 
entonces para y —> be(yo y) la función f(x,y)—>1Í(x, b), uniformemente 
respecto de xelxo, %1]. (HEIME). 


Por analogía al concepto de curva uniforme ($ 25-1), con- 
vendremos en definir: 


Der. Llamamos superficie uniforme al conjunto de puntos 
del espacio Ez representantes ($ 64-2, a) de una función uni- 
forme y continua 2 =Í(x, y) definida ya en un recinto R, ya 
en un dominio D ($ 64-5). 


b) Al igual que en las funciones de una variable 


b,) La suma, diferencia, producto o cociente de funciones 
continuas de varias variables, es una función continua en todo 
punto que no anule al denominador. 


Por consiguiente: toda función racional de varias variables 
es continua, excepto en los puntos que anulan al denominador. 


b2) Si z es una función continua de u, y u es una función 
continua de (x,y), es 2 función continua de (x,y). (Cfr. 
$ 25-7). 

Por consiguiente: log f(x, y) es función continua de x é y 
en todo punto en que sea f(x, y) positiva y continua. 


ba) Si f(x,y) es contínua en un dominio acotado D, el 
conjunto de valores finitos que toma en todos sus puntos está 
acotado superior e inferiormente y alcanza en D al menos una 
vez un valor máximo y un valor mínimo (BOLZANO - WEIERS- 
TRASS). (Cfr. $ 26-5, con demostración análoga por el método 
de la dicotomía adecuadamente adaptado a varias dimensio- 
nes, cfr. $ 64-4, nota 2). 


EJEMPLOS: 4. La función 2=(y+1)/(x—1) está definida y es 
continua en el interior del círculo de centro O y radio 1; sin embargo, 
no es finita en él, pues tomando (x, y) bastante próximo al punto (1,0), 
toma z valores mayores que cualquier número. 


5. 2=x +y es continua en el dominio parabólico y = 2”, pero no 
cutá acotada. No se verifica el teorema por no estar acotado el dominio. 

£l concepto de continuidad uniforme y teorema de HEINE-CANTOR 
($ 26-6) se generalizan también inmediatamente para funciones de varias 
variables, 
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4. Infinitésimos. — Su definición es la misma que para fun- 
ciones de una variable ($ 24-3). Aquí también f(x, y) tiene 
por límite £ en el punto (a, b), cuando y sólo cuando p(x, y) = 
=f(x,y)—£ tiene por límite cero, es decir, es infinitésima 
en (a,b) y por tanto: toda función con límite £ es igual a 
éste más un infinitésimo: 1(x,y)=¿+0(z, y). 

Es cómodo introducir las nuevas variables h=w-—a y 
k=y—b, La función f(x, y) es continua en (a, b) si la fun- 
ción y(h,k)=f(a+h, b+k)—1i(a,b) es infinitésima para 
(A, k)>(0, 0). La comparación de variables e infinitésimos 
se hace también del mismo modo que para funciones de una 
variable ($ 24-3, b, c). Aquí es conveniente tomar como tnfi- 
nitésimo tipo o principal la distancia p = + vh* + k* del pun- 
to (a+h, b+k) al (a,b) y análogamente en el espacio E,,. 
En particular, toda combinación lineal homogénea c,h-—+ cok 
con coeficientes c, y cz constantes, por ejemplo los mismos 
h ó k, es infinitésima por lo menos de primer orden, pues 
cih + cek = O(0), es decir, 


e] 











ch -E coke [h| 
Elli ¡A A A A 
o a a” 
< |al+1]e] 


en un entorno de (0, 0). 

Pero no es infinitésimo de primer orden, pues para q == 0 
puede ser cyh + cok = 0, También el polinomio homogéneo de 
segundo grado c,h? + 2c2hk + cgk? = 0 (0?) = 0(p) es infinitési- 
mo de orden superior al primero y por lo menos de orden 2. 
(Véase en ejerc. 6, 19, la condición para que sea de orden 2). 


EJERCICIOS 


1. aj Hallar los límites múltiples y reiterados en el origen, de las 
funciones de los ejercicios 2 y 4 de $ 64 y estudiar su continuidad a 
lo largo del eje x; b) En f(x,y)= (xy —y + x—1)/(x —1) para el 
punto (1;0) existen y son iguales (—1) ambos límites reiterados y el 
límite en cada dirección no vertical y =m(x— 1), pero no existe límite 
dobla, 


2. Estudiar, en el origen, los límites doble, a lo largo de las rectas 
concurrentes en (0; 0) y reiterados, de las funciones: 


xy 
19% 2 = ——=—zzy; 
) ay (e—g” ” 
2%) 2 = (a 4 y) sen sen — si x*0%y con 2=0 en el 
rento; B 
21f 
20) 1 ——— 
) A 
AY e — E Al 
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 _ tleul 
5) ae Cs 
6% z=]l|xely ; 
7% z= Ja lPrl, 


3. Estudiar la continuidad en el origen y a lo largo de las rectas 
concurrentes en él, de las funciones: 


19% f(2y)= sen(Are tg L-) si 20; 1(0,9)=0 ; 
29) f(a,y)= Y/y si a con «y<l, f(e,y)=y/x si 
y=0 con aly=1,f(0,0)=0, f(2,y)=f(x,—y) si y<o0. 


4, Demostrar que la función Í(x,y)— y/ (y? + x?) si x«HX%0, 
f(0,y)=0, es continua en y—0 para cada « fijo, pero no es uniforme- 
mente continua respecto de cualquier entorno de x=0. 


5. Demostrar en detalle que si una función f(x,y) es continua do- 
blemente en el rectángulo rr < %:, Y E yYyS yr, entonces la función es 
continua en y =be(Yo Y.) uniformemente respecto de xel[xo, x1]. 


6. Tomando como principal el infinitésimo q = + Va* 4 y?, estudiar 
en el origen los órdenes de: 


19) cx + Lory + cy; 
290) x2*— 3 ; 
39%) la función del ejercicio 2-1%) de $ 64: 


1 
49) (Va + y)? sen ——== 5 
Va y 


59) (440) (sen 





1 1 
—=—— + cos — ———). 
Va + y TÉ 


$ 66. DERIVADAS Y DIFERENCIALES PRIMERAS 


1. Derivación parcial. — Sea f(x, y) una función uniforme 
de las variables independientes x e y. Si hacemos y = const., 
2 resulta función de una sola variable, x, cuya derivada, si 
existe, será igual a 


lim Í(x4 Ar, y)—f(z, y) 
be> 0 Az 


Der. Llamaremos derivada parcial respecto de zx, de la 
función 2=1f(xw,y), indicándola con cualquiera de las nota- 
ciones 


L.(2,y4) , DÁÍ(x,y) , Hr Y) a 


Y, PA 


a la derivada así obtenida, dejando fijo el valor de la otra va- 
ria ble 


f(x -+ ax, y)—t(z, y) 


[66-17 f.(2,y) = lim e 


para Azx=0. 
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El valor de la derivada parcial en el punto (xo, Yo) lo de- 
signaremos también sencillamente por 22/0%%. y más explíci- 
tumente por f¿(%o, Yo) . 


NoTa. Las tres primeras notaciones, aunque menos breves, son más 
convenientes cuando se trata de indicar el valor de la derivada parcial 
en un punto (%o, Yo) : 

f(x 
£a(ao, 10) = Def, yo) = EU, 


La notación de JAcoBI 
0 (zx, y) dz 


da dx 
no debe confundirse con un cociente. 


Interpretaremos geométricamente esta definición. La ecua- 
ción 2=f(xw, y) es la ecuación de una superficie, mientras 
que para y =Yo fijo, 2=1f(x,yo) es la ecuación de la curva 
Il, que resulta de la intersección de la superficie y el plano 
Y =%Y0. Por lo tanto, 0 (x, yo) /0x nos da el valor del coefí- 
ciente angular de 
la tangente en 
cualquier punto de 
la curva Ip. 

Para otro valor 
constante y = Yi, 
obtenemos otra 
curva T,; es decir, 
al variar el valor 
de y se obtiene 
una infinidad de 
curvas paralelas al 
plano x z, o lo que 
es lo mismo, una 
infinidad de fun- 
ciones de una va- 
riable x (fig. 221). 

En forma aná- 
loga se define la 
Fig. 221 derivada parcial de 

z = Í(x, y) con res- 





pecto a y, que indicaremos 
Lr(x,y) = Dif (x, y) = == Al 


AN f(x, y -ay)—T(z, y) , 
Au —>0 AY 
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La interpretación geométrica es la misma que para el caso 
anterior (fig. 222). 

Para las funciones de varias variables independientes %,, 
Ta Ta, .«», Un, Se 
define análoga- 
mente la derivada 
parcial respecto 
de x, suponiendo 
constantes las de- 
más; y del mismo 
modo las deriva- 
das parciales res- 
pecto de xo, de Za, 
..., denotándose 
así: f,, f», E 

Mientras la 
existencia de deri- 
vada finita impli- 
ca la continuidad 
de las funciones de 
una variable, no 
basta la existencia Fig. 222 
de derivadas pri- 
meras para asegurar la continuidad de f(x, y). 





EJEMPLOS: 1. La derivada parcial con respecto a « de la función 
f(x, y)=senx=*cosy en el punto (a,b) es 


rl (sen 2 .cosb) | = [ cosz.coss | = cosa . cosb, 
20 z=ae x=a 


2. 2= 2 , 2 =0 en el origen. 
o +y 
"Sus derivadas en cualquier punto distinto del origen se calculan por 
la regla del cociente. Siendo nula la función sobre los ejes, sus derivadas 
en el origen son nulas. Sin embargo, tendiendo el punto al origen según 
diversas direcciones, resultan límites diversos para z. 


3. z=sglly—*e)l(y—2)) en ep >0 5 2(0,0)= 0 


(cfr. ej. 2 de $ 65-3). En el origen es 2,=0, 2,0 por conservarse 
constante en los ejes, a pesar de ser discontinua, puesto que en la lúnula 
vale —1. 


2. Teorema del valor medio o de los incrementos finitos y 
consecuencias. — Vamos a expresar mediante las derivadas 
f. y f, el incremento de la función f(x, y) cuando incremen- 
tamos las variables x e y en h y Ko. 


TEOR. Si la función 2 =f(x%, y) tiene derivadas parciales 
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finitas f,, L, en un entorno del punto (a, b), entonces el incre- 
mento Az está dado por la expresión 


[66-2] Az =f(a+h, b+k) — f(a, b) = 
= hf¿(a+0h,b) + kf,(a+h,b+0k) ; 
(0<0<1 ; 0<80.<1). 


DEM. Basta descomponer Az en dos sumandos así: 
Az = [f(a+h, b4-k)—f(a0+h, b)] F[f(a+h, b)—f(a, b)] 


y aplicar a cada uno el teorema de incrementos finitos para 
una variable ($ 35-1). 


NoTas: 1, Obsérvese que de la simple existencia de las derivadas 
parciales finitas en el entorno de un punto ha resultado el teorema del 
valor medio y que éste implica la continuidad de f(x,y) en un entorno 
de dicho punto si tales derivadas están acotadas en dicho entorno, pues 
Az puede hacerse arbitrariamente pequeño tomando suficientemente pe- 
gueños h y k. 


2. Los dos números desconocidos 6, y 6 resultarán en general de 
distinto valor, Una forma más simétrica se obtendrá como caso particu- 
lar de la fórmula de TAYLOR ($ 69-5). 


3. Los puntos 
(a+ Rh, b+k)y 
(a,b) han de per- 
tenecer a un mis- 
mo entorno ($ 64-4, 
b, Def. 2) en que 
existan las deriva- 
das parciales, sin 
que baste que am- 
bos puntos perte- 
nezcan a un recin- 
to D donde se veri- 
fiquen dichas con- 
diciones de hipóte- 
sis (fig. 223). 





o(a+h, bik) 


Fig. 223 


COROLARIO 1% Para que una función f(x«, y), con derivadas 
parciales en todos los puntos de un recinto, sea constante en 
él, es necesario y suficiente que f. y f, sean nulas en todos los 
puntos del recinto. 

Pues si un segmento y sus dos componentes están conteni- 
dos en el recinto, la diferencia Az de valores en sus extremos 
es nula, según [66-2], es decir, 2 toma igual valor en ambos; 
y como dos puntos cualesquiera (Yo, Yo), (Y, y) del recinto se 
pueden unir por una poligonal de número finito de tales lados 
($ 64-5), resulta f(x, y) = Í(%o, Yo) para todo punto (x, y). 


COROLARIO 2% Si dos funciones tienen finitas e iguales las 
derivadas parciales en un recinto, su diferencia es constante 
en él (elr. S 35-3). 
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3. Aplicación al cálculo aproximado. — El teorema del va- 
lor medio tiene aplicaciones análogas a las ya vistas en el caso 
de una variable. 

Caleulada una magnitud en función de otras, los errores en 
las medidas de éstas producen un error de aquélla, el cual es 
igual a la suma de estos errores multiplicados por las respecti- 
vas derivadas. 

En la medición de los datos habrá, pues, que extremar la 
exactitud en aquellas variables cuya derivada respectiva es 
grande; y puede descuidarse la de aquellas que corresponden 
a derivada pequeña. 

El desconocimiento de los puntos intermedios que figuran 
en el teorema no es obstáculo, puesto que se trata, no de ob- 
tener el valor exacto del error, sino una cota del mismo, cono- 
cidas las cotas de los errores de los datos. 


Error de uvw. — Como la derivada respecto de cada varia- 
ble es el producto de las otras, resulta: 


A(luvw) = vwW.Au + uw.Av + uv .Aw 

y el error relativo se deduce dividiendo por uvw, y resulta 
aproximadamente la suma de los errores de los factores. 

Para acotar rigurosamente el error de uvw debe tenerse 
en cuenta que vw, uw, uv deben tomarse en puntos interme- 
dios de los intervalos respectivos. 

Análogamente se deducen las otras reglas de cálculo de 
errores en las operaciones aritméticas. 


EJEMPLO. Dada la base a y los ángulos contiguos B y C, el lado b 
se calcula por la fórmula: 


iS a.snB a.senB 
snA — sen(BW+C)" 
Sus derivadas respecto de a, B y C son: 
sen B f .sen C e a.sen B.cos(B + C)> 
sen(B4+C) * sen(B+C) ” sen (B+C) G 


Si los datos son: 
a=10m , B=29 0-61" , 
los valores aproximados de las derivadas no llegan en valor absoluto a 
05 5 9 3; 005 >; 


csto indica que debe extremarse la exactitud en la medida de B, aunque 
sa descuide la de C, que ápenas influye. Supongamos que los errores 
absolutos sean: 


Aa < 005 ; AB < 10” < 0,0083 ; AC < 10" < 0,003. 


Aunque no se conocen los valores intermedios B, C, puede asegurarse 
que están comprendidos entre 


29 +10 3 61 +10 6; 
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luego: B4-C >89*, por tanto, las derivadas son seguramente menores 
que 
0,5 5 10 5 0,05 


y el error total menor que 
0,025 + 0,03 + 0,00015 — 0,06 


donde se observa que el error de C no ha influido sensiblemente, pudiendo 
haberse apreciado ese ángulo casi a simple vista. 


4. Funciones diferenciables. — Extendiendo a varias varia- 
bles la definición de THOMAE - STOLZ ($ 34-1), tendremos 


DEr. Diremos que la función 2 =1f(x,y) es diferenciable 
en el punto (Lo, Yo) si está univocamente definida en un en- 
torno de este punto y su incremento se expresa ast: 

[66-38] Azo = Í(%o + Ao, Yo + AYo) — Í(%o, Yo) = 
= A.azto + B.AYo + oleo) , 
como función lineal homogénea de los incrementos indepen- 
dientes Ao, AYyo con coeficientes constantes A y B, a menos 
de un infinitésimo ol(o) de orden superior ($ 65-4 y $ 24-3, 
c,) al principal 
0 = + VAL + AYu? . 

Se llama diferencial total de una función diferenciable al 
infinitésimo principal, parte lineal de [66-3] designado por 
[66-4] dí. = A.Ato + B.AYo. 

Si una función es diferenciable en un punto, entonces exis- 
ten y son finitas sus primeras derivadas parciales, En efecto, 
si en [66-83] hacemos AYo = 0, resulta 

Alo = A.AZy + o(AZp) 
y por tanto ($ 66-1): 


a Az 
A = lim 2 
Az, >0 ÁZo 


a) L (Zo, Yo) . 





Del mismo modo, para Ax, = 0, resulta 


» AZo 
B = lim —— = fy[to Yo) - 
Ao 0 Aa y (To, Yo) 

En particular (cfr. $ 34-1), si f(x,y)=xw obtendremos 
dr - Ax, y si Í(x,y)= y será dy = Ay, por lo que en un punto 
genérico (x, y) la expresión [66-4] se puede escribir en la si- 
guiente forma: 


[66-5] dz = f,(x,y)dx + f,(x,y)dy , 


que llamaremos expresión analítica de: la diferencial para dis- 
tinguirla de la definición [66-4]. 
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Como Ao, Ay/ son infinitésimos por lo menos de primer 
orden respecto de e ($ 65-4), de [66-3] resulta Azo>0 con 
o > 0, y resumiendo con lo anterior: 


TEOR. 1. Toda función diferenciable es continua y deriva- 
ble. El teorema recíproco no es cierto como muestra el primero 
de los ejemplos siguientes, debido a THOMAE: 


EJEMPLO 1, 
z(x, y) = —— , 2(0,0)= 0. 
+ Vai+ y? 


Siendo la función nula sobre los ejes, es z¿(0,0)=0 y z,(0,0)=0; 
luego es cero la parte principal del incremento, y queda como parte re- 
sidual la función; y como no es infinitésima respecto de o, pues su co- 


: xy 
ciente por q es ——>, que toma valores distintos en las diversas di- 


+y 
recciones que concurren en 0, la función no es diferenciable, Sin em- 


bargo, es continua en el origen ($ 65-3, ejemplo 1), pues para 





Il <eo , lul <e es |zl < =0. 


Vemos, pues, que para asegurar la continuidad la condición de ser 
diferenciable no es necesaria aunque sí suficiente. La ventaja grande del 
concepto de diferencial ($ 66-5) se apreciará al estudiar el plano tan- 
gente a una superficie, 


NoTA 1. Para apreciar la mayor amplitud de la definición dada res- 
pecto del concepto clásico de diferencial que exigía la continuidad fo, Í,, 
en el punto (%o, yo) basta fijarse en estas dos funciones: 


ñ x 
2 = ésen > a PAI , 
completadas por continuidad. 


EJEMPLOS: 2. Para la primera es 
T x 
Za = — MOCOS — + 2 . sen — 
% % 


discontinua; en el origen vale 0, como se vió en $ 30-8, ejemplo 2. (Cfr. 
Cap. IX, nota IV, c), En cambio, zy=0 cs continua. 


Como 
ll <Q >0; o sea: |z| =0(0), es diferenciable. 


3. La segunda tiene discontinuas ambas derivadas, que también son 
nulas en 0. Sin embargo, es diferenciable, pues su cociente por la |+]yl 
es <lzl+|y]. 


Suponiendo ambas derivadas parciales continuas en (%o, Yo), 
la expresión [66-3] es una inmediata consecuencia de la fór- 
mula de incrementos finitos [66-21], pero aun podemos afir- 
mar: 


TEOR. 2. Para que 2 =1f(x, y) sea diferenciable en (%o Yo) 
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es suficiente que admita derivadas parciales finitas en el pun- 
to (%o, Yo) y una de ellas exista en un entorno de dicho punto 
y sea continua en (Zo, Yo). 

En efecto, suponiendo f, continua en (%o, Yo), por el teore- 
ma de incrementos finitos de una variable ($ 35-1), es 


Í(Zo + Alo Yo + AYo) — Í(%o + AZo, Yo) = 
= 1, (%o + AZo, Yo +0.AYo). AYo = fy(Zo, Yo). AYo + E2-AYo > 
con ez >0 para q = + Yazo + Ayo? > 0. Por otra parte, bas- 
ta la definición de derivada parcial ($ 66-1) para establecer 


Í(2%0 + AXo, Yo) => Í(Xo, Yo) == L,(Xo, Yo). AZo + €1 . ÁAZo , 
con e, >0 para p = + YA%0? +4Yo? > 0. Por tanto, 
[66-6] Í (Zo + Alo, Yo + Ayo) — Í(Zo, Yo) = 
= 1, (Lo Yo). Alo + Íy (Lo, Yo). AYo + E1ALo + E -AYo , 
que prueba la tesis [66-3], por ser 


e .A%+e..AY | < (e 1+]01)0 = 0(0). É 
Obsérvese que si designamos por e=0(0)/0>0 para 


e>0, al ser p=0(|Ar.| + | Ay |) con 0<0<1, basta to- 
mar 
Er = VESBAZ) , Ex = "ESgAYo , 
eg = e0 Ax | + 8 | Ayo | = £14%o -+ E2AYo 


para que de [66-83] se deduzca también una expresión de la 
forma [66-6] y ambas resulten equivalentes. 

Respecto del incremento de una función de más de dos va- 
riables pueden hacerse las mismas consideraciones anteriores. 
En particular, la expresión analítica de la diferencial total de 
una función u=f(x,y,2) de tres variables será: 


[66-7] du = f.(x, y, 2) dx + £,(x, y, 2)dy + £,(x, y, 2) de 
que difiere del incremento dependiente Au en un infinitésimo 


o(o0) de orden superior al principal o =+ ydz? + dy? + d2?. 


NoTA 2, Cada uno de los sumandos en [66-5] ó [66-7] se llama dife. 
rencial parcial y se designan así: 
[66-7"] du = fade , de = fidy , du = f.dz. 


Son las diferenciales de las funciones de una variable ($ 34-1) que 
resultan de mantener constantes todas las variables independientes, me- 
tos una, Así, pues, en una función diferenciable, la diferencial total es 
la guma de sus diferenciales parciales respecto de cada una de las varia- 
bles independientes, pero no se puede tomar esto último como definición 
«quivalente a la dada anteriormente. (Cfr, ejemplo 1). 


5, Significado geométrico de la diferencial: plano tangente. 
Derivada direccional. — a) Si una función uniforme 2 = f(x, y) 
ey diferenciable en (%o, 0), la diferencial total, función lineal 
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y homogénea en do = AY) = 0 — Lo Y Yo = AYo = Y — Yo re- 
presenta la ecuación incremental 2 — Zy = dzp de un plano 


[66-8] 2— Zo = Í,(Zo, Yo) . (1 — 20) + Í, (Zo, Yo) . (Y — Yo) 


llamado plano tangente a la superficie gráfica ($ 64-2, a) de 
la función en el punto (Zo, Yo, 20). Geométricamente se carac- 
teriza por el hecho de que en el entorno de (Zo, Yo) las orde- 
nadas z de dicho plano difieren de las de la superficie en un 


infinitésimo de orden superior a p = + YAzo? + Ayo. 

El plano [66-8] cortado por el plano y = yo da la recta 
2— Zo = Lo(Xo, Yo) (1 — Lo), tangente en (Zo, Yo, zo) a la curva 
sección 2 = f(x, Yo) de la superficie por dicho plano ($ 31-1). 
Más general, por la misma [66-3], la intersección de la super- 
ficie con un plano vertical cualquiera, que pase por la recta 
XT = Lo, Y = Yo, dará una curva cuyas ordenadas diferirán de 
las de la recta intersección de dicho plano vertical con el plano 
tangente [66-8] en un infinitésimo o(p) de orden superior al 
principal p y por tanto la recta intersección será tangente a 
la curva sección en (o, Yo, Zo) ($ 34-2). Así como el tomar 
la diferencial por el incremento equivale en las funciones de 
una variable a sustituir la curva por su recta tangente, para 
las funciones de dos variables, eso equivale a sustituir la su- 
perficie por su plano tangente. 

En $ 67-1, b demostraremos que el plano tangente contiene 
las rectas tangentes a todas las curvas planas o alabeadas de 
la superficie que pasen por el punto (o, Yo, 20) y admitan tam- 
gente en él. 

Los parámetros directores ($ 60-5, d) de la recta normal 
al plano tangente [66-8], llamada sencillamente normal a la 
superficie, son 2, 2y, ——1, Ó los valores opuestos —Zz —2y +l, 
según que su sentido se tome respectivamente hacia abajo o 
hacia arriba. (¿Por qué? ¡Cuidado con el signo!). Designamos 
abreviadamente 2. =1Í.(%o, Yo) y análogamente 2, = 1, (to, Yo)- 

En la fig. 224 si PQRS es un trozo de la superficie 2 = 
=f(x%,y) y PTTT” es un trozo de su plano tangente en el 
punto P (xo, Yo, 20), Vemos que 


PP" =Atfo , PP"=AY , 


pr pp" 
= Li(Lo Yo) , =p > L,(%o Yo) ; 


PP" . 
NB=a2 , PT =de , PI=de ; 
PT" Pp” [wr Zi 7 , , 
[66-9] dz. = Pp PP + 07 PP” = PT + PT" = NT, 


a1) Condición necesaria y suficiente para que la superficie 
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2 =1f(x,y) admita plano tangente en un punto es que la fun- 
ción sea diferenciable en él. 





Fig. 224 


us) La expresión analítica de la diferencial en el punto se 
convierte en la ecuación incremental del plano tangente sus- 
tituyendo las diferenciales por los incrementos. 


b) Siendo Í-(%o, Yo) por definición 


2— Zo 
L— Lo 


lim 


cuando (2, 4) > (Zo, Yo) en dirección paralela al eje x, y aná- 
logamente Í,, ocurre preguntar cuál será el límite del cociente 
Az/p, siendo o la distancia del punto (%o, Yo) al (x, y) cuando 
éste tiende hacia aquel en dirección de argumento q (breve- 
mente dirección q), es decir de modo que sea 


Alp = 008 , AYo — OSENQ. 
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Se llama pendiente en la dirección p o derivada en la di- 
rección q, al límite, en caso de existir 


[66-10] D, £(m,Yo) = lim Le 2 = 
e>0o 0 
En lim Í(20 + 0 cos Pp Yo + 0 sen p)— Í (xo, Yo) 





p>o0 0 


Si existen las derivadas en todas las direcciones, las rec- 
tas que las tienen por pendientes forman en general un cono 





Fig. 226 


tangente a la superficie. Si f(x, y) es diferenciable en (%o, Yo), 
dicho cono se convierte en el plano tangente antes definido. 
En efecto, si £(x, y) es diferenciable en (to, Yo) será (fig. 225) 


Í (xo +0 COS p, Yo + e sen p) — f (Zo, Yo) = 
.= ,.ocosq + f,.osenqp + o(p) , 
de donde el límite [66-10] existirá siempre y valdrá 
[66-11] D, 1(%o, Yo) = 1, (to, Yo) = 
= fa(Lo, Yo). COS p + f,¿(Lo, Yo). SEN , 
pendiente en la dirección q del plano [66-8], es decir: 


c) En una función diferenciable, la pendiente D, de la 
tangente lateral a la curva sección por un semiplano vertical 
es la correspondiente a su plano tamgente dada por [66-11]. 
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ISERCICIO. Demuéstrese el recíproco, es decir, si existe cono tangente 
y (ute degenera en un plano, la función f(x,y) es diferenciable en el 
punto considerado, 


Llamaremos punto cónico de una superficie aquel para el 
que exista cono tangente que no degenere en un plano. 


Noras: 1, Obsérvese que en el sentido opuesto p+x, resulta en 
[66-11] el valor opuesto. 


2. En particular, las derivadas parciales, son 
D._=D 


x p=0 q=x 


D, =De=x12 = — Do=—ap* 


Si por ejemplo De-o +-—D, — , ho existe D, , 


aunque sí derivadas parciales a la izquierda y a la derecha, distintas 
según el eje x. 


3. La derivada en cada dirección tiene significado independiente de 
los ejes coordenados. Si se hacen girar los ejes, se convierten en deri- 
vadas f., E, las correspondientes a las nuevas direcciones. 


4. En $ 67-1, c, daremos otra interpretación de la derlvada direc- 
cional. 


EJEMPLOS: 1. Paraboloide. La ecuación del paraboloide es 2—=ax* + 
+ bi; considerando el signo [+], el paraboloide es elíptico, eon el signo 
[—] hiperbólico ($ 62-3). 

Las derivadas son: 2. —2azx, z,= = 2by, luego la ecuación del pla- 
no tangente al paraboloide, en el punto (%o, Yo, Zo) es: 

Laxxo + 2byyo — 2ax* TF 2by? + 2 = 2- : 

Los dos términos: —2ax%* +7 2by* suman: —22, puesto que el punto 
(o, Yo, zo) está en la superficie, luego 2 + 20= 2ax%x0 + 2byyo es la ccua- 
ción del plano tangente al paraboloide elíptico o hiperbólico en un punto. 

La ecuación del plano tangente en el origen es z—0; plano que deja 
a la superficie en su lado superior si el paraboloide es elíptico, pues en 
tados los demás puntos de éste es z > 0; pero el plano 2=0 corta el pa- 
raboloide hiperbólico en dos rectas ax*— by” ($ 62-4, ce). 

La pendiente del paraboloide z2=2%x + y* en el punto (1,1,3) en 
la dirección p=x/4 es -+3vV2, 

2. La función : 

a — y 
z= PA , z(0,0)=0 

es continua en todo punto distinto del origen como cociente de funciones 
continuas, y también lo es en éste por ser |2 |< 2p9/0*= 20. 


lin el origen O es z2= +1, 2,=—1, y el incremento vale 
ya — ey 
2= e —Y + A 


o siendo el quebrado infinitésimo de orden superior a q, pues _dividido 
por y en eonstante en cada dirección q y sólo es nulo según los ejes coor- 
deuados y su primera bisectriz, luego 2 no es diferenciable. El cono tan- 
gente tine pendientes dadas por 

Dip 7 (cos —sen q) . (1 +eosp sen p) = cos” y — sen? y 


yosiisogeotemnbricos atraviesan el vértice O, pues al cambiar x, yy de signo 
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también cambia z; estos conos se llaman impares ($ 67-3). La superficie 
del cjemplo 1 del $ 66-4 tiene también el origen O como punto cónico, 
pero su cono tangente está formado por semirrectas de origen O que no 
son opuestas dos a dos, pues al cambiar x e y de signo, no cambia 2; 
estos conos se llaman pares. 


6. Gradiente. — a) Dada una función diferenciable u = 
= Í(x, y), para cada dirección q existe D¿ dada por [66-11] 
como una función lineal y homogénea en los cosenos directo- 
Yes y =C0s p, pa =senq de la dirección, es decir, dicha 
D, = Ue. pi + Uy. pa representa en el plano x, y la componen- 
te según las direcciones y de un mismo vector de dicho plano, 
llamado vector gradiente, que según 
la misma [66-11], para q = 0 tiene 
por componente Í.(Zo Yu), Y para 
q=:1x/2 tiene por componente 
tulo, Yo). Si a partir del punto 
P (20, Yo) se lleva (fig. 226) a una 
cierta escala scbre cada semirrecta 
un segmento PQ igual a la pendiente 
en esa dirección (si es negativa, en 
el sentido opuesto), este segmento, 
según [66-11] es la proyección del 
vector de componentes 4, y Y, a di- 
cha escala. El vector gradiente se designa así: 


Du , gradu , Yu (Vse lee “nabla”). 





Fig. 226 


Su módulo mide la pendiente máxima (pues es mayor que 
su proyección PQ sobre cualquier otra recta) y su dirección y 
sentido, son los que corresponden a ese máximo. En los puntos 
donde se anulan las dos derivadas (que corresponden a plano 
tangente horizontal si se adopta la representación por super- 
ficie), son nulas las derivadas en todas las direcciones. 

La función u= f(x, y) puede concebirse como un campo 
escalar que hace corresponder a cada punto del plano x,y un 
escalar 4 (por ejemplo, la temperatura o la cota de su repre- 
sentación gráfica) *. 

Entonces si la función u = f(x, y) es diferenciable, dicho 
campo escalar engendra un campo vectorial 


[66-12] egradu = us .1 + 4y.] 
que se llama derivado de u y ésta se llama su función primi- 


tiva; la opuesta —u se llama función potencial. Veremos 
($$ 89-1 y 91-4, b) que no todo campo vectorial es un cam- 





* No toda función u = f(x,y) define un campo escalar; por ejemplo, cada uno de 


los cosenos directores de un vector de un campo vectorial plano, es en un sistema de 
coordenadas (x, y) una función de T é y, pero no depende sólo del punto, sino también 
delo astema de coordenadas elegido, 
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po de gradientes, es decir, que no siempre un campo vectorial 
tiene función potencial. 

Los segmentos PQ resultan ser iguales, en adecuada escala, 
a los incrementos de cotas del plano tangente medidos sobre 
las generatrices de la superficie cilíndrica circular de eje ver- 
tical que pasa por P y radio uno, tomados entre el plano hori- 
zontal u = Us y dicho plano tangente, incrementos que miden 
la pendiente [66-11] en cada dirección y sentido q. 

Esta pendiente y el módulo del gradiente [66-12] no de- 
ben confundirse con la diferencial total dada por [66-9]. 


b) Análogamente a como se ha obtenido [66-11] a partir 
de [66-10], para una función diferenciable u = f(x, y, 2) de 
tres variables, la derivada en la dirección de cosenos directo- 
res Qi, Pa Qa 85 


Uy = D, £ (Xo, Yo, Zo) = Ur. Pi + Uy - Ya + Ur >» P3+ 


Si a partir del punto (o, Yo, Zo) se lleva en la dirección 
q un segmento PQ de longitud 4, , éste resulta ser la proyec- 
ción del vector 


[66-13] Du = gradu = Y u=4%.1+4.]J+4.k , 


llamado gradiente de u en el punto (xo, Yo, 20) y a lo largo de 
cuya línea de acción se da la pendiente máxima. 

La gráfica de las. pendientes, o 
sea el lugar de los extremos Q de 
las componentes PQ (fig. 227) en 
las direcciones y del gradiente, es 
la superficie esférica de diáme- 
tro Du. 


c) Si en la función de dos va- 
riables u =Íf(x, y) se consideran 
las curvas de nivel ($ 64-2, b) a 
lo largo de las cuales es Au = 0, 
su pendiente en cada punto es nu- 
la, y recordando la gráfica dada 
en la fig. 226 resulta: 

Fig. 227 El gradiente [66-12] en un 

punto es normal a la curva de ni- 

vel que pasa por ese punto y está dirigido en el sentido de los 
valores crecientes de la función. 

Análogamente para el gradiente [66-13], sustituyendo en 
la conclusión anterior “curva de nivel” por “superficie de ni- 
vel”, 
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EJERCICIOS 


1. Derivadas parciales de las funciones de los ejercicios 2 y 4 de 
$ 64. 








a be 
2. Considerando F = |d e f| como función de las nueve varia- 
g h k 
bles a, db, ..., k, probar que: 1%) aF.+5bF,)4+cF.=F: 
F, F, F, 
29 F; F, F, = F?. 
F, F, PE, 








3. Aplicar la fórmula [66-2] a la función z=x*+y'4xw* en el 
punto (1;2), determinando en este caso las expresiones exactas de 0, y 


8, en función de h y k y sus respectivos límites para q = Vh?* + 1*>0. 


4. En el ejemplo de $ 66-3, indicar cómo deben elegirse los ángulos 
B y C para la mejor determinación de b. Sin embargo, si está dado 
C — 61” y se aumenta la precisión de la medición de ángulos con respecto a 
la de las longitudes, estudiar si es conveniente alargar o acortar la base 
%. Estudiar en el ejemplo del texto el caso de ser AB <%0,001 con el 
mismo error relativo 0,005 en la medición de longitudes. 


5. En un triángulo se han medido dos lados con un error relativo 
< 0,01 y el ángulo comprendido de valor aproximado 30” con error re- 
lativo < 15”. Calcular una cota para el error relativo del área. 


6. Deducir las reglas que acotan el error relativo de un cociente y 
de una raíz, 


7. Un trozo de bronce pesa 100 g en el aire con error absoluto < 5 
mg y 88 g en el agua con error Absoltito < 8 mg. Acotar el error rela- 
tivo de su densidad. 


8. Diferencial total: 1%) De z=x* 4 y*—2x+ 4y para r=3, 
y=—1l, Az=0,1;5; Ay =—0,2 e interpretar el resultado; 2%) De 
2=Yln(x/4) para =y=2, Ar—0,4; Ay =—0,3. 

9. Campo de definición y diferencial total de las funciones: 19) 
u=xY; 29) u= xy Aresen(z/x). 

10, Investigar la derivabilidad y diferenciabilidad en el origen de 
las funciones: 

19) f(0,y)=+ Vleyl ; ; 
20) f(x=,y)= z.sen [4 Arctg(y/x)] si 40; f(0,y4)=0. 

11. Ángulo entre la recta (x+4+2)/(—4)= (y —4)/2=(2—4)/7 y 
la superficie x? —4y" — 4200 en uno de los puntos de intersección. 

12. En la función z=In(e” + e): 1%) Verificar que 2. +2,=1; 
29) Probarlo tomando los valores funcionales en una recta; 39) Derivada 
en la dirección que forma 46” con el eje zx. 


13, Dado el potencial de fuerzas 4= x* + xy + y? calcular en el pun- 
to (3;2) la fuerza máxima, aquella que corresponde a la dirección que 
forma 30? con el eje x, y las direcciones en que es nula, 


14, Dado el potencial de velocidades u= ty* —2y2*, calcular en el 
punto (—2;8;4) la velocidad en la dirección q de parámetros directo- 
res (6; —2; 3); hallar las direcciones en que es nula y en que es má- 
xima, dando su módulo en este caso. 


15, Dado el paraboloide hiperbólico z = 2x? —3y, hallar en el pun- 


to (3;2;6) la pendiente en la dirección y=x/V3; hallar la dirección 
de máxima pendiente y calcular ésta: hallar la dirección de pendiente 
nula. 
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16, Respecto de la gráfica de la función de $ 66-4, ejemplo 1, hallar 
ch el origen las pendientes en cada dirección y las direcciones en que 
Hol MÁXximas. 

17. Si y es el ángulo según el cual actúa Df, demostrar que 


yo | Df |.cosq. 


18. Demostrar que para i=-+ Va* + y?, la derivada fp en cual- 
quier punto (a,b) distinto del origen, según una dirección cualquiera, 
viene dada por fp =—.cos y, donde y es el ángulo que con dicha direc- 


ción forma la recta que une (a,b) al origen de coordenadas. Compro- 
bario en (4;7) para la dirección del segmento que une este punto al 
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1. Funciones compuestas de una variable independiente. 
Derivadas y aplicaciones. — a) Consideremos una función uni- 
forme de dos variables 2 = f(x, y) y supongamos que x é y 
no sean ya variables independiente, sino funciones de una mis- 
ma variable t, fig. 228, 


[67-11 z=x(t) , y=y(t). 


Con estas condiciones, a cada valor de t corresponde un 
punto [x(t), y(t)]. En consecuencia 


[67-2] 2 = fIx(t), y(1)]1 = F(t) 


es en definitiva una función de £: la llamaremos función com- 
puesta de t. 

Las relacio- 
nes [67-1] pue- 
den. considerar- 
se en el plano 
x, y como las 
ecuaciones pa- 
ramétricas de 
una curva C. 
Los valores de 2 
de la expresión 
[67-2] son los 
valores que to- 
ma la función 
de dos variables 
z=1f(x,y) en 
los puntos de la 
curva C, 


TEOR. 1. Si 
2 = Í(x, y) es 
Pig. 224 diferenciable en 






(XotA x,y,+8y) 
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(Lo, Yu) (3 66-4) y las funciones =x(t) é y =y(t) con 
Zo =X (to) é Ya =y (to) son derivables en t=to (8 30-2), en. 
tonces la función t dada por 2=f[x(t), y(t)] es neral 
en to. 

En efecto, al incremento Az lo podemos expresar en la si- 
guiente forma ($ 66-4, [66-6]) : 


02 02 
Alo =—A o - 
Zo do Lo + Yo 


—2 —2 
donde e,, e. son infinitésimos con ar +Ay >0. 


Ayo + E1ATo + E2AYo , 


Si dividimos por Af, queda: 


__ Azo 02 AXo 92 mn 
Ato o dLo : Alo + Yo ] PEE 
Para At¿> 0, el segundo do tiene Eo por haber 
supuesto derivables x(t) é y(t), y por tanto existentes y fi- 
nitas x'(t.) é y'(to) y ser también infinitésimas ($ 65-3, b) 
para Ato—> 0 las funciones compuestas e, y £2 de Ato mediante 
AZo y AYo- 
Por tanto, existe derivada finita d2/dt. = F'(to) y vale 
dz 02 dx 02 dy 
67-3 A A y A a e 
[67-3] dio 0x0 * dio ' OY” die 
El mismo razonamiento es aplicable al caso en que z es 
función diferenciable de varias variables u, v, ..., W, que son 
funciones derivables de la única variable independiente t, re- 
sultando la que también llamaremos derivada total 


AX AYo 
Fea e : 





[67-4] Z=2 OU AER OA. 2 0” 
o bien 
roma A Ae e de e q 0. E 


di du * di vv * dt 9w dew * 


Así se obtiene la regla de derivación de las funciones com- 
puestas: 


TEOR. 2. La derivada de una función diferenciable de las 
variables u, Y, ..., w, que a su vez son funciones derivables 
de la variable independiente única t, es igual a la derivada 
parcial respecto de u por la derivada u respecto de t, más la 
derivada respecto de v por la derivada de v respecto de t, etc. 


NoTAS: 1. Obsérvese en [67-3], [67- El y [67-5] la ccion entre 
derivadas parciales y ordinarias. ¿Por qué? 


2. Las reglas de derivación dadas en 3 32, en particular la de fun- 
ción de función, son caso particular de la anterior. 

3. Algunos autores modernos (N. BARY, S. SAKS) llaman superpo- 
xición de funciones a la consideración de función de funciones o funcio- 
Hen compuestas, 
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h) Ahora estamos en condiciones de demostrar que si exis- 
te plano tangente en (%o, Yo, 20) a una superficie uniforme, 
éste contiene las rectas tangentes a todas las curvas de la su- 
perficie que pasen por el punto (Zo, Yo, 20) y admitan tangente 
en él ($ 66-5). Pues si la superficie 2 =f(x, y) contiene la 
curva 2=xX(t), y =y(t), 2 =f[x(t), y (£)], su tangente, en 
caso de existir, vendrá dada por la ecuación ($ 72-6, b) : 


z— Yo Y — Yo 2— Z0 


vo y Yo 7 ta, Tothiy-Yo 
y es inmediato comprobar que dicha recta tangente pertenece 
al plano tangente [66-8] a la superficie en (Zo, Yo, Zo). 


c) Cuando las ecuaciones paramétricas [67-1] de la curva 
C supuesta rectificable con tangente continua ($ 55), se ex- 
presan como funciones de la longitud de arco s de C, es decir, 
si se tiene 
au=xX(s) , y=y(s) , 
la fórmula [67-3] se convierte en 


dz 02 dz 02 dy 


ds dx * de y " ds ? 

y por ser ($ 55-2) respecto de la inclinación q de la tangente, 
dx/ds = cos q, dy/ds = sen q, resulta d2/ds = 02/0x% . cos p + 
-|-92/04y . sen q, que es la derivada [66-11] en la dirección q 
($ 66-5). En esta expresión, log coeficientes 02/0x% y 02/0y 
no dependen de C, sino que están determinados por la función 
z=f(x, y) en el punto que se considera, y en consecuencia el 
valor de dz/ds en dicho punto depende sólo de q. En otras 
palabras, la derivada de f(x, y) con respecto a la longitud de 
arco en un punto es la misma para todas las curvas de tan- 
gente continua que tienen la misma dirección en dicho punto 
y su valor coincide con el de la derivada de f(x,y) en esa di- 
rección ($ 66-5). 


EJEMPLOS: 1. Sea la función 
f(x, y) = * — 2xy" 
dondo 2=1t4+2 é y=8P 44, y buscamos df (:, y)/dt en el punto t=0 
Tondremos: 





f, = 5x* — 2y* , f, = — 4xy + 
du dy ] 
— — A Pp 
dé 1 dé S 
y usindo la regla [67-3] resulta: 


= = (5a*—2y4*) . 1 + (—4ey) . 38% = 
= 5(t 42) — 2(* + 4)? — 128*(t + 2) (€ + 4) 
de dondo 
dí 


de ¿=0= 
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2. Sea y =u”, siendo u, v funciones de x; la derivada de y es 
Y =0.47".4 +. Inu.ov. 
Si es y —x” resulta: 
y =x.0 40 1ne= x<(1+Inx) 
que ya se obtuvo mediante logaritmos ($ 32-6). 


2. Funciones compuestas de varias variables independientes. 
— Una función 2 = f(u,v, ...,w), donde u, Y, ..., w no son 
independientes, sino funciones de las variables independientes 
Ti, Lo ..., Un, Se llama también función compuesta. Una fun- 
ción compuesta de varias variables independientes es, pues, 
una función de funciones de estas variables. 

Sea 2=f(u,v,...w) una función diferenciable de u, o, 

.., W. Existirá y se obtendrá cada una de las derivadas 





of of of 
===, tl = — a , 
> da? * da ” ; Ln 
aplicando la misma regla anterior ($ 67-1, teor. 2), si son de- 
rivables las funciones intermedias u, v, ..., w respecto de la 


correspondiente variable independiente, puesto que para cada 
una se suponen constantes las demás variables. 

Si, por ejemplo, es ¿=f(u, v,w) diferenciable y u, v, w 
son funciones derivables de las variables independientes x, y, 
entonces es 


dz 02 Qu 0% du dz  0w 











[67-6] de du e de E a ? 
ñ E _ 0% IA ELA dw 
dy du "dy 'dw"*oy'dww"dyo? 


que también pueden escribirse 


Za = Zy-Ug + 2y.Va Y] Zo. Wa », 
67-6' [ Ñ E 
L ] ly = Zu Uy |] Zo-Dy + Zo: Wy 
Si ahora multiplicamos la primera de éstas por el incre- 
mento independiente dx y la segunda por dy y sumamos, que- 
dará 


2202 + 24dY = (Zu Us TH Zo» Va + 2 We) de + 
+ (Zu + Uy + Zo + Oy E Zo dy = 2u (Udo + uy dy) + 
+ 2pluzde + 0,ydy) + 2(wW,dx + wydy). 


Supuestas ahora diferenciables las funciones intermedias 
e, Y, 4, cada uno de los paréntesis del último miembro repre- 
senta la diferencial total de u, v, y w respectivamente, que di- 
fieren de los respectivos incrementos en infinitésimos o(o) 


con p=+ Ya? + Ay? >0. Como Az difiere de z,.Au-+ 
L-Zy. AV 2,4. Atv en un infinitésimo e. AU €2. AV + Eg. AY, 
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si se pone Au = du +o(0), etc., este infinitésimo es o(0), y 
como también 2, .AU-+ 2..Av—+2Z/..Aw difiere de 2,du + 
+- zodo + z,,dw en un infinitésimo o(g), resulta en definitiva 


TEOR. Si 2=1(u,v,w) es una función diferenciable res- 
pecto de u, v, w, y éstas son funciones u(z, y), víx, y), w(x, y) 
diferenciables de x, y, entonces es 2 =Í[ulzx, y), víx, y), w(x, y)] 
función diferenciable de x, y con diferencial total dada por 


[67-7] dz = z,du + 2ydv + 2d , 


donde du, du, de son las diferenciales de las funciones u(zx, y), 
vV(x, Y), w(z, y). 

Por $ 66-4, los coeficientes de dy y dy en [67-7] serán las 
derivadas parciales 2, y 2,, volviéndose a encontrar [67-6']. 

La expresión analítica [67-7] de la diferencial total de una 
función compuesta es la misma que para u, v, w variables in- 
dependientes (cfr. 3 34-5). Ésta es precisamente la ventaja 
de la notación diferencial y por ella se prefieren en Cálculo 
infinitesimal las diferenciales a las derivadas, pues al aplicar 
las fórmulas de diferenciación no interesa si una variable es 
independiente o es función de otras. 

Sin embargo, se ha de tener muy en cuenta en los razona- 
mientos cuando en fórmulas como la [67-7], las diferenciales 
se refieren a incrementos independientes o a diferenciales fun- 
cionales. Además, esta invariancia de la expresión analítica de 
la diferencial de primer orden no se conserva en las diferen- 
ciales de orden sucesivo ($ 69-3). 


Nora, En las aplicaciones de la derivación de funciones compuestas 
ocurre a veces que una de las funciones intermedias coincide ya con una 
variable independiente, por ejemplo w=«x*, y entonces para 2 =1Í(u, v, w) 
cn [67-6] resulta la expresión confusa 

Oz da du de dv Oz 

rl de dis a 
dondo sería necesario escribir las derivadas parciales que figuran en los 
extremos en forma distinta, para significar que en la primera, se deriva 
parcialmente 2z=1f[u(x, y), v(x,y),x] manteniendo sólo y constante 
(siendo por tanto variables u y v), mientras que en la última, se deriva 
parcialmente z — f(u, v, 7) manteniendo u y v constantes, Siguiendo una 
notación muy usada en Termodinámica, distinguiremos ambas derivadas 
parciales escribiendo para la primera (0%/0%x), y para la última 
(07/0%), ., donde los índices indican las variables que se mantienen cons- 
tantes en la derivación parcial (cfr, $ 67-8). 





3. Funciones homogéneas: teorema de Euler. — DEr. 1. Se 
dice que la función f(x, y, ...,w) es positivumente homogénea 


de grado m:=0 real cualquiera en un recinto R, si para todo 
valor positivo de 1 se verifica 


[67-8] 1(x, Y, ... 0) = PÍ(Z,Y, -.., 0). 
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El recinto R, si no se extiende a todo el espacio de las va- 
riables independientes, debe ser angular en el sentido de que 
si (2,4, ..., W)eR también (12,1, ..., 1w)eR para todo 1 > 0. 


DEF. 2. Si la condición [67-8] se cumple para todo 1 real, 
la función se llama homogénea (en sentido estricto), En par- 
ticular, para m entero impar, la función Í se llama homogé- 
nea impar, mientras que se llama homogénea par para m en- 
tero par. Por tanto, para 1=— 1 es Í(—2,—9, ..., —w)= 
=HÍ(%,9,...,w) respectivamente. 


EJEMPLOS: 1. f(x, y)=wV'y*"tgly/x);' £(0,0)=0. 
Esta función es homogénea impar de grado —1 en todo el plano. 


2. f(a,y)=2 + EEL; £(0,0)=0. 


Esta función es homogénea par de grado 0 y el recinto.R excluye 
del plano las rectas =0, +y=0 con el ángulo agudo comprendido 
entre ellas. 

3. La función f(x,y,2)=+ Va +y +2? es sólo positivamente ho- 
mogénea de grado 1, en todo el espacio, pero no es homogénea impar, 
porque no se cumple [67-8] para todo A real, sino sólo 

f(x, 14,12) = [2 |£(x, 9,2). 
Refiriéndonos especialmente al caso de dos variables, si m=0, es 
A(3,Ay)=1f(x, y), es decir, la superficie z=1f(x, y) se compone de ree- 
tas horizontales que cortan al eje 2, o de semirrectas horizontales que 
parten de dicho eje según que f sea homogénea (en sentido estricto) o 
positivamente homogénea. En el primer caso, si la función es continua 
(excepto en el origen donde no puede serlo, salvo el caso de función cons- 
tante), la superficie se llama conoide y es par (ejemplo 2). 


Si m=1, y la función 2=f(xw,y) es homogénea (en sentido es- 
tricto), la superficie es un cono impar de vértice en el origen ($ 66-5, 
ejemplo 2); mientras que si la función es sólo positivamente homogénea, 
la superficie formada por una sola hoja, es un cono par ($ 66-4, ejem- 
plo 1), aunque sea de grado m=— 1 impar. 


TEOR. 1. Si la función homogénea (en sentido estricto o 
bien positivamente) f(x,y,...,w) de grado m es diferencia. 
ble en todo punto de su recinto R de definición, entonces se 
verifica la identidad de EULER: 


[67-97 — afe(x,Y, ... Wi + YL,(L,Y, ...,WI+... 
coo E WIV[L,Y, ..., 0) = MÍ(T,Y, ..., 0). 


Pues basta derivar [67-8] parcialmente respecto de 41 y 
hacer luego 1 = 1. 

El recíproco sólo subsiste para las funciones positivamente 
homogéneas, Es decir: 


TEOR. 2. Si la función f(x,Yy,...,w) es diferenciable en 
todo punto de un recinto R angular con vértice en el origen 
y en él se verifica [67-9], entonces dicha función es positiva- 
mente homogénea de grado m. 
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En efecto, escogiendo arbitrariamente (%o Ya ..., we) en R forme- 
mos la función * 
g(a) = f (Ao, AYo, .. ., Ao)" 
definida para todo A positivo. Por la regla de derivación de una función 
compuesta ($ 67-1, teor. 2) es: 
8 (A) —= tofalito, ..., 00) + ... + WofwlkAlLo, -.., AWo) 
y aplicando la hipótesis [67-9] resulta 
AB (A) = Adola (ho, «y At00) +... 4 Aw0Lw (Ao, - +, 200) = MB(A), 
En virtud de esta igualdad, la función derivable 1 ”"g(A) para todo 
A > 0, tiene derivada siempre nula 
APA) mA) 0, 
y por tanto se reduce a una constante (3 35-83) que para A=1 vale 
E(1)=f (%o, Yo, - - -, Wo), siendo por tanto 
APA) = Af (xo, Ayo, -- Ao) —= LÁl%o, Yo, «--: Wo) » 
es decir, se cumple [67-8] para todo punto de R, c.q. d. 
NoTas: 1. La función del ejemplo 3 cumple [67-9] y no es homo- 
génea en sentido estricto. Esto hace ver que la identidad de EULER [67-9] 


es sólo condición necesaria y suficiente para las funciones diferenciales 
positivamente homogéneas. 


2, Una fácil generalización del concepto de función homogénea, al 
considerar varias razones de semejanza ds, Ar, ..., tiene importancia en 
Física por ser la base del llamado análisis dimensional, que sirve de ins- 
trumento heurístico del investigador científico o técnico (ver vol. 11l, 
Apénd. D. 


4, Función implícita de una variable independiente. — 
a) DEF. Se dice que y es función implícita de « cuando está 
dada indirectamente mediante una ecuación 


[67-10] F(x,y) = 0. 


A veces es posible despejar y, es decir, transformar la 

función implícita en explícita. Por ejemplo: 

va +o—1=0 
es una ecuación de tercer grado en y que podría resulverse 
(S 19-3), transformando la ecuación dada F(x,y)=0 en una 
función explícita irracional y = f(x). 

Pero si en lugar de tener una ecuación de tercer grado, tu- 
viésemos una de quinto grado en y, no sería posible esta trans- 
formación, en general (Cap. IV, nota 11), y menos si la ecua- 
ción es trascendente. Además, ni aun en los casos en que es 
posible despejar y, ofrece ventaja la transformación. 

Sin embargo, no por eso renunciaremos a construir la cur- 
va, sólo que para cada punto de la curva será necesario resol- 
ver la ecuación numérica por los métodos de aproximación que 
se estudian en Álgebra ($ 40-4 y $ 41). 

Decir que y = f(x) es la función determinada por la ecua- 
ción [67-10], significa que se verifica idénticamente en x (es 
decir, para todo x= del conjunto en que la función f(x) exis- 
tu): Flex, f(x)] —0. 
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Si tomamos un tercer eje 2 y representamos la superficie 
2=Fíx, y), la gráfica de la' función buscada y =f(x) me- 
diante la ecuación [67-10] será la intersección de dicha super- 
ficie con el plano ¿2 = 0. O sea la curva de nivel 0 de z = F(z, y) 
($ 64-2, b). 

Las curvas de nivel de eota c vienen dadas implicitamente 
por la ecuación F(x,y)—c=0. ' 

Ahora bien, no toda ecuación F(x,y)=0, aun siendo 
F(x,y) una función continua indefinidamente derivable, de- 
fine en el campo real una función implicita; basta fijarse en 
los ejemplos siguientes. 


EJEMPLOS: 1. La función 2=a*+ y? representada por un parabo-” 
loide elíptico que existe para todo par (%,y) es diferenciable y por tanto 
continua, no tiene curva de nivel real ($ 64-2, ejemplo 3, fig. 212) para 
z=-—l1l, su intersección con 2=0 se reduce al sólo punto (0,0) y la 


curva de nivel de cota 2=1 es la circunferencia y = + Vl1—a”, definida 
solamente cn el intervalo [—1; 1]. Ob- 
sérvese aún que en el punto (1; 0) a la 
derecha de x= 1 no existe curva. 





2. En el campo real no existe la cur- 
va definida implícitamente mediante 
sen (a + y)— x? = 5, porque el seno nunca 
supera el valor 1, 


3. La ecuación Y + uy +x—1=0, 
da para « =1, los valores y (y + 1)=0, 
es decir, dos valores reales coincidentes en 
y=0 y el y =—1. Obsérvese que en el 
entorno de «=1 (fig, 229), para el punto 
(1; 0), a la derecha de x=1 no existe 
curva y a su izquierda existen dos ramas 
distintas que pasan por dicho punto, mientras que en un entorno no de- 
maslado grande de += 1, para el punto (1; —1) existe una sola rama, 
función uniforme y derivable y —=i(x%) que pasa por dicho punto. 

Para estudiar geométricamente la curva [67-10], puede considerarse 
como independiente la variable que más convenga. Así, en este ejemplo 
cs mejor considerar la función inversa « —«w(y) de la anterior ($ 23-12), 
tumbién definida implícitamente mediante 


YV+AVP.o(y + oy) —1=0, 


e x=(1—y')/(1+y*), uniforme y derivable en todo el campo 
real y, 





Fig, 229 


b) Consideremos, pues, ecuaciones que tengan por lo me- 
nos una solución, es decir un par de números, Xo é Yo que ve- 
rifiquen F (<%o, Yo) = 0; pero esto tampoco basta (ejemplo 1 en 
cl origen) para que a los valores de «4 en un cierto entorno 
(ra —h, Yo + h) correspondan valores de y, es decir, para 
que exista una función implícita uniforme y de zx. 

Aun conociendo un punto (Zo, Ya, O) de la superficie 2 = 

F(x, y) situado en el plano 2= 0, falta determinar condi- 
ciones para que esta superficie corte a dicho plano en una 
curva uniforme ($ 25-1, b) que pase por dicho punto. 
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__ En el $ 68-1 resolveremos esta cuestión, pospuesta por su 
dificultad y por no perturbar en un primer estudio el cáleulo 
de la derivada de una función implícita, muy sencillo, supues- 
ta demostrada la existencia de esta función y su derivabilidad. 

Así, para F(x, y) diferenciable en (%o, Yo), considerada x 
como variable independiente y F como función compuesta de x 
por intermedio de x,y ($ 67-1), nula en el intervalo (%.— h, 
Zo + h), luego su derivada es nula, es decir: 

FE dex 909F dy 


d 
de Pl gay td 7 


y suponiendo F, (%0, Yo) + 0, resulta: 


F, (%o, Yo) 
67-11 hh =f' y NO 
[ ] Y 0 (20) F,(%o, Yo) 
donde el valor de la derivada de la función implícita, dado 
por el último .cociente, se obtiene sin necesidad de saber des- 
pejar en [67-10] la expresión explícita y =1(x) de la función 
considerada. 
Si sustituimos el valor de £”(x,) dado por [67-11], la ecua- 
ción de la recta tangente ($ 31-1) a la curva y =1Í(x) to- 
mará ahora la forma 


[67-12] F¿(%o, Yo) . (x— 0) + Fy(to, Yo) (Y— Yo) = 0 , 


que llamaremos ecuación implícita de la tangente a la curva 
[67-10]. Análogamente a lo visto en $ 34-2 y $ 66-5, al escribir 
que la diferencial total de [67-10], es idénticamente nula en el 
incremento independiente dx: 


F,(%o, Yo) dx + Fy(%o, Yody = 0 , 
se obtiene la llamada ecuación incremental de la recta tangente, 
pues de la anterior se pasa a [67-12], sustituyendo las diferencia- 
les por los incrementos. Y en efecto, en el punto (Xu Yo, 0), 
la ecuación incremental del plano tangente ($ 66-5) a la su- 
perficie 2 = F(x, y) es 


2 = Foto, Yo) . (2 — %o) + Fy(%o, Yo) . (Y — Yo) > 


que cortado por el plano ¿ = 0, da (3 67-1, b) la recta tangen- 
te [67-12] a la curva intersección [67-10]. 

Demostraremos en $ 68-1 que las condiciones que han he- 
cho posible la obtención de [67-11] son suficientes para la 
supuesta existencia y derivabilidad de la función incógnita 
v=1í(xw). Es decir, se demostrará así: 


F:¿+F,.y4 =0 , 


TEOR. Sea F'(x, y) una función de dos variables que satis- 
face las siguientes condiciones: 


1%) F(x,, o) = 0; 
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2%) F(x,y), es una función continua y diferenciable en el 
punto (Xo, Yo) ; 


39) La derivada parcial F, existe en el entorno (%o, Yo), es 
continua en (%o, Yo) y cumple F, (xo, Yo) 4 0. 
Entonces, para todo x en un intervalo (2.—h, xo +h) existe 
una función uniforme de x continua y derivable: y =Í(x), tal 
que Elx, f(x)] =0 y su derivada f' (x,) viene dada por [67-11]. 


NOTA. Como hemos ya observado en el ejemplo 3, geométricamente 
no hay por qué distinguir en. la ecuación [67-10] las variables x, y, por 
lo que en ella basta considerar como dependiente la variable que más 
convenga. Por tanto, si F(x%0, yo) =0 y además F(x,y) tiene derivadas 
parciales continuas en (%. Yo), sólo diremos que este punto no es ordi- 
rario sino singular para la curva dada implícitamente por [67-10], cuan- 
do sean nulas ambas derivadas F.(xo, Yo) = F,(%o, Yo) = 0, y sólo entonces 
queda indeterminada la ecuación implícita [67-12] de la tangente. 


Así, en el ejemplo 3, aun cuando no exista función uniforme y = 1 (4) 
en el entorno de (1; 0), dicho punto no es singular, porque en él es 
F.(1; 0)=1+0 con tangente: r—1=0, 

EJEMPLO 4. La función implícita definida por 

4 
sen Vay + y=0 


no se puede expresar explícitamente; sin embargo, en el punto (4,1) 
que verifica la ecuación anterior, las derivadas parciales F,= 3x1, 


F, =—7'/16, son continuas y no nulas, por lo que existe en su entorno 
curva uniforme con tangente de pendiente 
y 8 
de > me” 


¿Qué ocurre sobre el eje x? ¿Dónde existe F (x, y) ? 


5. Función implícita de varias variables independientes. De. 
rivadas. Plano tangente. — a) Planteada la ecuación 


[67-13] F(x,yzr)=0 , 


se dirá que define una función uniforme z=Í(x,y) de dos 
variables independientes en un cierto recinto R, si en él, se 
verifica idénticamente en (x, y): 


Aun cuando un punto (%o, Yo, 20) verifique la ecuación 
[67-13], es decir, sea F(%o, Yo, 20) = 0, esto no querrá decir 
(véase ejemplo 1) que exista en el entorno del punto (%o, Yo) 
una función f(x, y) que verifique [67-14]. 


b) Supuesta demostrada la existencia y diferenciabilidad 
de esta función incógnita f(x, y), si F(x, y, 2) es diferenciable 
en (Lo, Yo, Zo), la función compuesta [67-14] será diferencia- 
ble ($ 67-2), con diferencial total idénticamente nula en los 
incrementos independientes dí = Az, dy = ay ($ 66-2, corol. 19) 


167-157F, (Zo, Yo, 20) dx + F,(%o, Ya, Zo) dy + F. (%o, Yo, 20) dz = 0. 
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Suponiendo F.(Xo, Yo, Zo) + 0, se podrá despejar dz en [67-15]: 


7 F, (20, Yo, 20) e F, (%o, Yo, Zo) 
de donde ($ 66-4) se deducen las derivadas parciales de la 
función implícita z dadas por 


f oz ES F. (Zo, Vos 20) 
[67-17] ¿ o KR. (%o, Yo, 20) 
EL = 11 (Lo, Yo) = — Fv(sto, Yo, 20), 
Layo F, (%o, Yo, 20) 


con valores obtenidos en los últimos miembros sin necesidad 
de saber despejar en [67-12] la expresión explícita 2 = f(x, y) 
de la función considerada. 


c) Si sustituímos el valor de dichas derivadas parciales en 
la ecuación del plano tangente [66-8] a la superficie 2 = Í (x, y) 
en el punto. (Zo, Yo, 20) ($ 66-5), dicha ecuación tendrá ahora 
la forma: 


[67-18] F,(Lo, Yo, 20) .(1— 20) + Fy(to, Yo, Zo) - (Y — Yo) + 
E. (%o, Yo, Zo) -(2—%0) = 0 , 


que llamaremos ecuación implícita del plano tangente a la gu- 
perficie [67-13]. Podemos también decir aquí (cfr. $ 67-4) 
que [67-15] representa la ecuación incremental del plano tan- 
gente, pues de ella se pasa a [67-18] reemplazando las dife- 
renciales por los incrementos. 


[67-16] de = — Lo(t0Vo%0) yy Ful%o, Yo, 20) y 


> 


= f.(Xo, Yo) = 


Notas: 1. En $ 68-1 demostraremos y enunciaremos en forma exaz- 
ta condiciones suficientes para la validez de las fórmulas anteriores, dan- 
do un teorema general referente a una función implícita de un número 
cualquiera de variables independientes y del que también es caso parti- 
cular el de $ 67-4, 

2. También aquí (cfr. $ 67-4) en la ecuación [67-13] no hay por 
qué distinguir geométricamente entre las tres variables, pudiéndose to- 
mar como dependiente la que más convenga. Así supuesta F (xp, Ya, Zo) = 0 
y además que F(x,y,z) tenga derivadas parciales continuas en (xo, Yo, 20), 
sólo diremos que este punto no es ordinario, sino singular para la super- 
ficie dada implícitamente por [67-13], cuando son nulas simultáneamente 
las derivadas parciales: 

F, (%o, Yo, Za) pr EF, (xo, Yo, Zo) == F,(%o Ya, Zo) =0 , 
y sólo entonces queda indeterminada la ecuación implícita [67-18] del 
plano tangente. 

Los parámetros directores ($ 60-5, d) de la normal a la superficie 
($ 66-5) son aquí 

F.(%o, Yo, 20) , Fs(to Yo, zo) ,) F=(%o,Yo%o) , 


y así es nulo ($ 60-5, e) su producto escalar [67-18] con un vector de 
origen (a, Yo 20) y extremo (x,y,z) en un punto cualquiera del plano 
iangonte. 


3. Una curva cualquiera 
x—=xXx(t) , =y(t) , 2 =2(t) 
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pertenece a la superficie [67-13] si se verifica idénticamente en t 
[67-19] Flx(t), y (t), z(t)] =0. 


Si dicha curva en t==to pasa por el punto (xs, Yo, 20) de la superfi- 
cie, su tangente en caso de existir, tiene por ecuaciones ($ 72-6, bh) 
[07-20] o A 

o Yo Zo 
donde se designan abreviadamente a =x'(to), etc. Si el punto (xo, Yo, 20) 
es ordinario para la superficie, esta recta pertenece al plano tangente 
67-18], por ser nula en to la derivada total ($ 67-1) de [67-19] dada por 


F, (%o, Yo, Zo) do + F, (xo, Vo, Zo) . Yo + F, (%o, Yo, 20) . Zo =0 
expresando ($ 60-8) que la dirección de la recta [67-20] pertenece a la 


urientación del plano [67-18], recta y plano que tienen además el punto 
romún (%o, Yo, Zo). 


EJEMPLOS: 1. La ecuación (e —1)* + (y —2)? + 2220 es verifica- 
da por el punto »=1, y=2, 2=0, pero no existe superficie porque la 
mima de tres cuadrados no simultáneamente nulos es siempre positiva y 
vse punto es el único real que verifica la ecuación anterior. Es 

F,(1,2,0) = F,(1,2,0) = F,(1,2, 0) = 0. 
2. El elipsoide de revolución ($ 62-2, a) 
(8— 1)" + (y —2)* + 22% = 1 
para x=1l, y=2, de ¿=+ 22. y en cada uno de los puntos 
(112, +32), (1,2,—¿V2) es F:(1,2, + 1/2)==+2V2-F 0, por lo que 
pasa un trozo de superficie con respectivo plano tangente horizontal 
¿—1V2=0, 24+4V2—=0, pues aquí resultan nulas las derivadas par- 
riales 
Oz dz 


AS 2 = 
Den dYo 


En ei punto (3/2, 2, V6/4), que es ordinario, el plano tangente 
tiene por ecuación (7 —3/2)+ V6(2— V6/4)=0. En el punto (2,2, 0) 
so anula F,, y aunque en su entorno no existe z como variable depen- 
diente, el punto es ordinario, pues F,(2,2,0)=2 y resulta para el 


plano tangente 1-2; obsérvese que tampoco puede tomarse y como va- 
rinble dependiente en el entorno de dicho punto, 


3. La ecuación [67-18] del plano tangente se simplifica en el caso 

di referirse a la ecuación canónica ($ 67-2) de las cuádricas con centro. 
Sea el hiperboloide de una hoja: 

a” y Z 

a + doc 


= 1. 





«Las derivadas parciales en el punjo (%o, Yo, 2u) SON: 





2%o 2y- — 220 
a: , pr nn. TT e e 
11 plano tangente tiene, pues, la ecuación: : > 
(a — 20) %o (Y — Yo) Yo (2 — Zo) 2o 
o E e E 


y como el punto (xo, Yo, Zo) satisface a la ecuación de la superficie, la 
cenación del plano se reduce a ésta: 


X. Lo Y Yo 2% 
a A y? ao 
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Si en lugar del hiperboloide de una hoja tenemos el de dos hojas, 
o bien un elipsoide, basta cambiar signos, 

No debe confundirse el tratamiento de este caso con el de los para- 
boloides [$ 66-5, ejemplo 1). 


6. Sistemas de funciones implícitas. — a) Decir que las 
funciones 


[67-21] u=u(x,y) , 0=v(Yy) , w=w(x y) 
están definidas implícitamente por el sistema de ecuaciones 


F,(x, Y, U, V, W) = 
[67-22] | F, (2%, y, 4, 0,W) = 0 
F¿(%, Y, U, Y, W) = 
significa que se verifica idénticamente en x, y 
[67-23] — F;[x,y,u(z y), víx, y), w(x,y)] = 0. 


Posponiendo como antes los teoremas de existencia ($ 68-2), 
si en un punto (Zo, Yo, Ua, Va, Wo) se verifican las tres ecuacio- 
nes [67-22] cuyos primeros miembros sean diferenciables, y 
suponemos que existan en el entorno de (%o, Yo) funciones di- 
ferenciables [67-21], entonces ($ 67-2) las funciones compues- 
tas [67-23] serán diferenciables en (xo, Yo), con diferenciales 
totales idénticamente nulas en los incrementos independientes 
dx, dy ($ 66-2, Corol. 19) : 


oF, CLA + a e E a 



































cr dy + oy du + 0 4, E 90 0, 
[67-24] da ¿2 dy += a du MES de +> a de 0, 
A ¿na EAN ¿E ao MES de =0, 


Así, sin ió: de conocer la expresión ata [67-21] 
de las funciones incógnitas, obtendremos las diferenciales to- 
tales de éstas resolviendo el sistema de ecuaciones lineales' en 
ellas [67-24] por la regla de CRAMER ($ 15-4), siempre que el 
determinante del sistema sea distinto de cero: 





9F, aF, 9F, 

DU0  0Y4 OWo 

] : o(F,, F,, F,) Fa 0Fz 0F, 
-25 a En a PE 27 . 
[67-25] 3 0 (Un, Vo, Wa) duo 0% Wo Gi 

FF, 0Fj3 GFxr 








Quo 0Y0 0MWo 


Todo determinante de este tipo, formado con las nr deriva- 
dns parciales de cada una de las n funciones respecto de las 
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n variables, se llama determinante funcional o jacobiano de 
lnw funciones respecto de las n variables y se suele represen- 
Lair por la misma notación de las derivadas parciales, como 
ss ha hecho en el segundo miembro de [67-25], empleándose 
inmbién la letra D en lugar de la 0. 


NOTAS: 1. Es importante observar en la notación el orden en que 
upmrecen las funciones y las variables a que se refiere el jacobiano. Si 
rensideramos tres funciones F', G, H, de seis variables Ui, Uz, Us, Us, Us, Uo, 
lan jacobianos de F, G, H respecto de ui, Ua, Us Y de Us, Ya, Ua SON, Tes- 
puetivamente, 











F, F, F, F, Fr F, 

c 0(F,G, 
E 
AN H H, Ho di Hi Hi 








y llenen signos contrarios. 

En cambio, da lo mismo cambiar filas por columnas ($ 13-3, c,), con- 
«llerando en cada fila las derivadas respecto de una misma variable, como 
ws hace A veces, 


2, Obsérvese que respecto de las variables x,, el determinante del 
soba de CRAMER [15-7] es precisamente su jacobiano, cuya no anula- 
cion da la condición necesaria y suficiente ($ 15-4 y 5) para que dicho 
«intema tenga solución en las x, univocamente determinadas. 


1) Las soluciones del sistema [67-24] en las diferenciales 
tolnles incógnitas du, dv, du dadas por la regla de CRAMER 
( 154) son funciones lineales homogéneas en dx, dy cuyos 
enficientes ($ 66-4) darán las derivadas parciales de las fun- 
cines incógnitas [67-21], sín necesidad de conocer sus expre- 
"ones explícitas, pues sólo intervendrán en ellos las derivadas 
purciales de las funciones dadas [67-22]. Así, por ejemplo: 





























9F, FE, 9F, dE, 
ed do de — 9Yo dy Vo DW 
Y 0F, Fs, OF 0Fa| 
ci J dl IXo de — 0Yo dy 0Vy Iwo di 
oz ¿Fz Fs ob, 
— o E — a Y a 





M, (Lo, Yo, Un, Vo, W0) dx + M» (%o, Yo, Un, Vo, Wo) dy , 
nea ala 


moy 0% ou 
17-26]. = Mi, (%o, Yo, Un, Vo, Wo); = M2(Lo, Yo, Un, Vo» wo). 
0Lo Yo 


til método de diferenciar totalmente [67-22] es útil si se 
lem hallar todas las derivadas parciales, o no se especifican 
poviunente las variables que hayan de tomarse como depen- 
WMentea, lo que será preferible efectuar en el mismo sistema 
pi 24) para considerar las que ariginen un ¡jacobiano no nulo, 
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Pero si por ejemplo se supone existente (04/0240), (recuér- 
dese $ 67-2, nota) y sólo interesa obtener ésta, bastará deri- 
var parcialmente en (%o, Yo) respecto de y las [67-22], consi- 
derándolas funciones compuestas de » e y, mediante las [67-21], 
dando: : 


, 


(E) e E dEL, Mn y ERE, PU a PEE. 0405: 
den 0 Yo - dUn á Yo ce , Yo Wo ; 0Yo A 
[67-27] . (5) IÓ 
| cYol z Yo Uy Ya Cu “Yu Wo  0Y0 
3 E RO A 
Ll0Yol . — OYo duo - Yo Vo * PYo E ¿Wo * 0Yo E 
de donde puede despejarse du. 24, por la regla de CRAMER, en 
un sistema lineal cuyo determinante es también el jacobiano J, 


, 


, 


_NoTA 3, Una curva del espacio euclídeo de tres dimensiones viene 
definida implícitamente como intersección de dus superficies 


[67-281] Fíxy2)= 0, Gleyet=0, 


donde sólo una de las variables es independiente, pues las otras dos que- 
dan determinadas por el par de ecuaciones, si se cumplen determinadas 
condiciones de existencia ($ 68-2). Es importante considerar éstas, pues 
aun cuando un punto (%a, Yo 20) sea común a ambas superficies [67-28], 
podrá no haber curva común a ellas; por ejemplo. en el vaso de dos su- 
perficies esféricas tangentes, 

Suponicndo que las funciones [67-28] tengan derivadas continuas en 
dicho punto común (Xo, Yo Zo), la anulación ue sus diferenciales tutales 


| Fs (xo, Yo 20) de + Fy(ío Yo, 20) dy + Fo(x50 gozo) dz = 0, 
Go (2%, Yo, 20) de -+ GuílLo Yo 20) dy + G:(£o, Yo zo) dz = 0 , 


da las ecuaciones incrementales de los planos tangentes ($ 67-53, 0), 
Ambos planos serán distintos cuando y sólo cuando sus parámetros direc- 
turas no sean proporcionales (cfr, $ 60-8, b,) y para esto es necesario y 
suficiente que alguno de los jacobianos de las funciones F, G respecto de 
dos de las tres variables x, y, z no se anule en el punto (xo, Yo, 20). Pues 
bivn, se da la feliz cireunstancia que esto es ya suficiente ($ 68-2) para 
pader asegurar la existencia de una curva intersección en el entorno de la 
vacinble dejada como independiente, con tangente existente en el punto 
vonsiderado. De [67-29] se obtiene ($ 15-6, c): 


[67-29] 


[1740] E EJER Fl 17 En? 


G. G: G: G: Gs Gy 
concilióndose dos de las diferenciales como funcionales, y la otra como 
inceemento independiente, pudiendo tomarse como tal la que tenga deter- 


minanto denominador no nulo. Y entonces la recta intersección de los 
pinta tangentes [67-29] dada (8 67-6, b) por: 




















[67-31] (EG) 7 (FG) 7" 3(F,G) ” 


0 (Yo, Zo) 0 (Zo, o) 0(Xo, Yo) 


vayas denvminadores son los mismos de [67-30], (¡cuidando el orden de 
las variablos!) es precisamente la recta tangente a la curva dada implí- 
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citamente por [67-28] (cfr. $ 67-6, b). Obsérvese que las ecuaciones [67-31] 
tendrán sentido cuando y sólo cuando los denominadores no sean simul- 
táneamente nulos; si algunos se anulan, se procederá como en 8 60-8, 
nota 11, 


EJEMPLO, El paraboloide z=2%* —y, y la esfera a+y4 +2 
—2y =0, tienen común el origen de coordenadas y en él sus planos 
tangentes son, respectivamente: 


2=0 ; —2y=0, 
con jacobiano respecto de y, z (los otros dos son nulos): 
| 2 1|_]0 1]_, 
2y—2 22] |—2 0/7 ? 











luego existe intersección, cuya tangente es el eje x. 


7. Inversión y cambio de variables. — El estudio de las 
funciones implícitas nos permite el de los sistemas de funcio- 
nes. Caso importante es aquel en donde el número de funciones 
es el mismo que el de variables independientes. Como en el 
caso de transformaciones lineales ($ 61-2) un conjunto de 
Igualdades de la forma 
l u = u(zx, y, 2) 

v = víx,y,2) 

l w = w(x, y, 2) 


recibe también el nombre de transformación, pues puede inter- 
pretarse que transforma el punto de coordenadas (x, y, 2) en 
otro de coordenadas (u, v, w), llamado imagen suya. 

Si se interpretan las [67-32] como ecuaciones en las incóg- 
nitas x, y, 2 y pueden resolverse en ellas, tendremos tres fun- 
ciones de u, v, vw que constituyen la llamada transformación 
inversa de la [67-32]. Esta inversa daría el punto, o puntos, 
(x, y, 2) de donde uno dado (u,v, ww) podría proceder en la 
transformación original o directa; estos (x,y,2) se llaman 
pre-imágenes o modelos del (u, v, 10). 

Si las funciones [67-32] son diferenciables, con jacobiano 


_ 0(u,v,w) 
Ma 9(x, Y, 2) E 


el método del $ 67-6 nos permite obtener las derivadas de 
x, y, 2, respecto de u, v, 1, sin conocer la transformación inversa. 
Pues basta poner 


: | F,(u,0,w0,72,y,2) = yu — ulzx,u,2)= 0 
[67-381 F,(u,0,0,2,y4,2) = v— vízx,y,7)= 0 
F,(u,v,w,2,4,2) = W — wlx,y,2) = 0 

donde el jacobiano 


[67-32] 


o(F,, F,, Fs) 
D(2,Y,2) 
coincide (acaso salvo el signo) con el 
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J- 0(u. v. w) 
ay z) 
Así, por ejemplo, de 
du qu du 
0v 9v dv 
0w 010 2w 
dw — — de — — dy — — dz = 0, 
w rn dz >y dy > dz 


podemos obtener 2y/2w, sin más que hacer du = du = 0 y des- 
pejar : 
d.:y oy 





dw 3w 
calculando d..y =dy [du = de = 0] por la regla de CRAMER 
($ 15-4). Así resulta: 
Y _ 3 (u, v) 9(u, v, ww) 
9w D(x, 2) | o(x,y,2) * 

El mismo teorema de existencia anunciado ($ 68-2) nos 
permitirá además afirmar que si las funciones [67-82] son 
continuas y tienen derivadas parciales en el entorno del punto 
(Lo, Yo, 20), y en este punto dichas derivadas parciales son 
continuas y el jacobiano J no es nulo, entonces existe univo- 
camente determinada una transformación inversa en el entor- 
no del punto (uo, Vo, Wo) correspondiente al (o, Yo, Zo) por 
[67-32]. Es decir, obtendremos así entre ambos entornos una 
correspondencia biunívoca, tal que un contorno simple cerrado 
tiene por homólogo otro contorno simple cerrado con la misma 
u opuesta orientación ($ 54-1, d) según que J sea positivo o 
negativo. 

Si las variables zx, y, z proceden de £, yn, £ mediante otra 
transformación 


| =x(bpíóú0 , 
[67-34] y = y(bmbó , 
| 2 = ZLÉ Y. E) > 


la superposición de las transformaciones [67-32] y [67-34] 
vendrá dada por las funciones compuestas - 


u = ulx( mn £), y (Em £), z2(£,m£]= Ul£ m £), 
[67-35] v- vIx(8 7» 0, y (E, mó, Z(¿, Y, 1 e V(5 mn o), 
w-= wlx(8 y, od, y (£, Y» 0), Z(£ 7, 0] = W (£ 9, ), 
con jacobiano obtenido por regla análoga a la de derivación 
de función de función ($ 82-3; cfr. $ 61-3, a): 
; 0(u,v,w) _ duv,w)  0(x,y,z) 
0000 Ene 3(pz) * (nc) 
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Pues basta multiplicar los determinantes del segundo miem- 
bro según la regla de filas por columnas ($ 13-6) para obte- 
ner el primer miembro al aplicar la regla de derivación de 
funciones compuestas ($ 67-2) : 


Uz Uy Uz. Le Lo Ti 
UVa Vy Velo | Ye Un Yr]= 
W¿ Uy We ZE ly %; 


UL |] UY |] UR Us LE UY E Uy UT A] 
= | VU¿ + OY¿ Tb Vil¿ Val $] Uy dE Vela Uh. | = 
WIL¿ HH WYYE E WIRE WS TE WY y A WE Wal 


UE Uy U; 
= VE Un V; 
We y Wer; 
En el caso particular de que la transformación [67-34] 


coincida con la inversa de [67-32], es decir: sea u=É, v=y, 
w =(, entonces [67-36] se convierte en: 





[67-37] 0(u,v,w) da y,z) 


o(a,y,2) * 3(u.v,w) Si: 


fórmula análoga a la que corresponde a la derivación de la 
función inversa ($ 32-8; cfr. $ 61-3, b). 


Como en $ 67-2, para la validez de [67-36] y [67-37] es 
suficiente la diferenciabilidad de las funciones [67-32] y de- 
rivabilidad de las [67-34]. 


Noras: 1. Las sustituciones lineales estudiadas en $ 15-7 y $ 61 son 
caso muy particular de una transformación funcional [67-32], llamada 
entonces afín, si es de jacobiano (módulo) no nulo. 


2. Si las variables intermedias exceden al de las finales, tal en 
u=uUu(%,Yy,2), v=v(x,Yy, 2) con 2=xXx(£ 10), y=y(E nm), 2=2(€, 1), se 
demuestra en forma análoga a [67-36], aunque algo más complicada, 
que: 

(uv) _ duv) Dxey) , Puv)  d(y,z) 
67-38 = “A a ÓS 
167-381. ¿y TEN E FA En? 
d(u,v)  0(2,%) 
d(z,0) * 0(Em) ” 


generalización de la derivación de funciones compuestas ($ 67-2). 











3. Si el jacobiano es nulo en el punto'considerado o no existe, por 
no ser las funciones diferenciables, nada puede afirmarse respecto de la 
transformación inversa. 
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Por ejemplo, el sistema : 

uU=P , vt=Yy, 
tiene en el entorno del origen transformación inversa univocamente de- 
Lerminada 

yuR 

x= Vu , y=w, 
aunque el jacobiano se anule en el origen. Claro está que entonces el 
jacobiano de dicha transformación inversa no puede existir (la función 
Yu no es derivable en el origen), pues si no habría de cumplirse [67-37]. 
Por otra parte, el sistema 

uz —yY , v= 2xy 

de jacobiano nulo en el origen, no tiene transformación inversa unívoca 


en el entorno de éste, pues los dos puntos (x%,y) y (—x,—y) tienen 
ul mismo homólogo en el plano (a, v). 


EJEMPLO, La transformación por radios vectores recíprocos 
x y 


Md a 
o irersión respecto del círculo unidad, hace corresponder al punto 
P(x,y) otro Q(u,v) en el mismo rayo OP, satisfaciendo OQ = 1/0P, 
es decir, 444 v*—=1/(2?+ y). Los puntos del interior del circulo uni- 
dad se transforman en los del exterior y recíprocamente. 
En este caso la transformación inversa 


u v 
Tapa? == + 
vuelve a ser una inversión. 


8. Discriminación de variables dependientes e independien- 
tes. — Al plantear las ecuaciones de un problema en que in- 
tervienen varias variables, deben determinarse cuidadosamente 
las variables tomadas como independientes, al obtener deriva- 
das parciales de las variables que se tomen como dependientes 
(cfr. $ 67-2, nota). La expresión de estas derivadas parciales, 
mediante las ecuaciones dadas, será una u otra según cuáles 
sean las variables que tomadas como independientes se man- 
tienen constantes. Es interesante aclarar bien esta cuestión de 
gran importancia práctica y en realidad sencilla, pues es fuen- 
te de confusión para el técnico que tenga poco desarrollado su 
sentido crítico. 


Si por ejemplo tenemos el sistema 
[67-39] u=f(2Y) ; y=8l(%,2%) , 


que en las condiciones de existencia esbozadas en el $ 67-6, y 
n demostrar en el $ 68-2, determina dos variables dependien- 
tes en función de dos independientes, la expresión 04/9x (pre- 
suponiendo, ya tomamos 4 como variable dependiente y x co- 
mo independiente) será ambigua si no determinamos cuál de 
las otras dos variables y, z es la independiente. Como dijimos 
anteriormente ($ 67-2, nota), seguiremos la notación usada en 
Termodinámica, por la que (%4/0x), expresa la derivada par- 
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cial de y respecto de x, conservando y constante, mientras que 
(0u/0x). significa la derivada parcial de u respecto de x, 
conservando 2 constante. Así queda especificado en uno y otro 
caso cuál de las dos variables y, z es la dependiente y cuál la 
independiente. 

Para u, 2 variables dependientes, es inmediato (24/2x%), = 
= f,, para lo que basta utilizar sólo la primera de las dos 
ecuaciones [67-39]. En cambio para u, y variables dependien- 
tes, será: 


ca Y a 
ll e) es 
de donde (04/2x),= 1, + 1,82 valor distinto del f, hallado an- 
teriormente. 

Para tratar todos los casos posibles, el mejor procedimien- 

to es el de diferenciar totalmente ambas ecuaciones [67-39], 
dando 
du f2adx + f,dy 
dy = gadx 4 gadz , 
y entonces tomar en [67-40] las diferenciales como funciona- 
les o incrementos independientes ($ 67-2) según el caso de 
que se trate, anulando los incrementos adecuados para obtener 
la derivada parcial que interese. 

Así, para obtener (04/9x), en el caso anterior, los incre- 
mentos independientes son dx, dz, del que al anular dz =0, 
queda, indicando como subíndices de d las variables indepen- 
dientes que no se mantienen fijas 


(d,4). = Lodo + f,.(d.Y)2 5 (d.Y). = Ez.du , 


y de aquí se deduce (2u/¿x). formando el cociente (d, u), : de. 

Si queremos obtener (94/94). del mismo sistema [67-39], 
anularemos también dz = 0, siendo dy el otro incremento in- 
dependiente en [67-40], por lo que será 


(dyu). = L..(d,2). + Íidy , dy = 82. (dy0), , 
y para g.4 0, resulta 


(d,4), = 


[67-401 


Í, 
Es 





+ £,) dy 
cg decir: 





du f. 
ad = A 
l oy , 82 0 


Obsérvese que para tomar u, x como variables dependien- 
les en [67-39] debe ser ($ 67-6) el jacobiano: 


—— oo AS = z 0, 
¿lu 2) E dos 
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Consideremos ahora otro ejemplo algo más complicado. Res- 

pecto del sistema 

[67-41] v=1f(2,4,2) , T= Bg(y4, 0) , 


la expresión 9y/0x es triplemente ambigua, pues con la nota- 
ción empleada antes, según sea el otro par de variables inde- 
pendientes, puede significar 


dy oy > 2) 
(5)... j lol si E Zu 
Para expresarlas mediante las derivadas parciales de las 
funciones Í y g, diferenciemos totalmente las [67-41], 
dv = f.dx + f1,dy 4 f¿dz 


67-42] de = ady + 2.du + g,do 


y resulta: 


19%) y,z dependientes : 
du =dv=0 ; dy = (deY)uo ; de = (d:2)uo 5 
de = gy. (d.Y) uo 3 (04/0%) us = 1/8y , 
con £,=3=0, última condición ya exigible para la existencia de 
las funciones y,z determinadas por el sistema de funciones 
[67-41] de jacobiano 
di—v,E—0) |f £L 
(y, 2) —|gy 0 
2%) y,u dependientes: 
du=d2=0 ; dy= (d.Y)o. ; du = (d.U)oz ; 
0 = fado + Íy(dY) oz 5 (04/0%)w2 = — 1o/Íy , 
siendo f, +0 con jacobiano del sistema 
d(í—v,g—e)  |f, 0| 
0 (y, u) A 
3%) y,v dependientes: 
d=du=0 ; dy = (dY)ou 5 dv = (d.V)eu 5 
(d,0) 2 = fodx + £,(d.Y) eu 5 dx = 2y(0,Y ) ou + Ev(d,0) 24 ; 
de donde eliminando (d,v) »,. queda 
(2) .- AA , siendo g£,+f,.g.=3=0 , 
con jacobiano del sistema 
DU—V, EL) _ 
o(y, v) E 








= — L..8y + 0. 





f, —1 


Es Es > 8, + Í,8v == 0. 
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EJERCICIOS 


1. Hallar con [67-3] la derivada de la función compuesta z= 
= 20y/ Vx? + y? siendo x=«eost, y=sent y verificar el resultado ex- 
presando z como función de t. 

2. Estudiar la función compuesta 2=+ Ve'— y”, u=sent, y= 
=1— cos t, hallando la expresión de z como función de t, su campo de 
definición y su derivada, 


3. Estudiar la homogeneidad y aplicar, cuando sea posible, el teo- 
rema de EuLEr, en las siguientes funciones: 


19%) La del ejercicio 4 de $ 64; 
29) u= y Ve+yiln[(x+y)/x1; 
39) u= Py y enyar, 
4. Si F(x,y,2) es homogénea de grado h, el plano tangente a la 
superficie F(x,y,2)=1 en el punto (%o, Yo, 2o) es 


aFo(xo Yo 20) + yFy(%o, Yo Zo) + ZFs(Lo, Yo, Zo) = h. 


5. Demostrar que las derivadas laterales en el origen f*,(0,0,...,0), 
--»» Fu(0,0,...,0) y en general fg (0,0,...,0) son nulas en toda di- 
rección en que se anule la función homogénea Í(x,y,... w) en algún 
punto (y por ende en todos los de la semirrecta) cualquiera que sea m. 

Si m> 1, son nulas en toda dirección. Si m< 1 son infinitas, ex- 
cepto en las direcciones donde es f=0. Si m=i es Í lineal en cada 
dirección y su pendiente es la derivada. 

Consecuencia: si m > 1 subsiste en el origen la identidad de EULER. 


6. Si al multiplicar las variables %. por sendos factores reales A;, 
independientes o ligados, la función f(%, ...,%.) queda multiplicada por 
un factor de homogeneidad p(ua, ...,4u), es decir, si se cumple 


L(duts, Anto) = Plda) > ., An) L(%1, ..., n) 


para todo sistema de valores reales d1, ..., An, independientes o ligados 
por ciertas relaciones llamadas ecuaciones de condición, entonces la fun- 
ción Í(%,, ...,%:) se llama respectivamente "incondicional o condicional 
mente homogénea generalizada. (T. EHRENFEST-AFANASSJEWA). 

Demostrar que para valores positivos de los factores de homogenei- 
dad y función diferenciable, es suficiente se verifiquen las ecuaciones de 
condición kh =%=... =A.=A para que ge cumpla [67-8]. (Cfr, Vol. 
III, Ap, 1, f). 


7. Campo de existencia y ramas de la función y =Y(xw) definida 
implícitamente mediante senx + cos x + seny 0. Diferenciabilidad. 


8. Hallar las derivadas parciales de la función 2— f(«,y) definida 
por F(x,y,2)=x3* +yt+42392r2—2y2+b5b=0, y verificar con la ex- 
presión explícita de 1. 

9. Estudio de la función 2=Z(x%,y) dada implícitamente mediante 
a +y-2=senxyz en el entorno de (0;0; 0). 


10. Planos tangentes: 1%) De la superficie z —In(cos y/cosx) en 
un punto genérico (xo, Yo, 20); 2%) De la superficie sen x= + cos (y + 2)= 
=3/4 en el punto (1/6, 1/3, 0). 


li. Ecuación del conoide cuyas generatrices son paralelas al plano 
vz, y se apoyan en la elipse (%*%/4)+2”?=1 del plano y=1 y en el 
vje x, Normal y plano tangente en el punto (6/5; 5; 4). 

12. Probar que el paraboloide 3x* + 2y4?—22¿=1 y la superficie es- 
fúrica + y4 42 —4y —22 + 2=0 se cortan ortogonalmente en el pun- 
lo (1;1;2) y calcular los cosenos directores de la tangente común. 
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13. Probar que existe intersección de las superficies ¿= 4a* — 3y*, 
24y+2%=24 en el punto (2;—2;4) y eii los parámetros direc- 
tores de la tangente en ese punto. 


14. Estudiar la intersección de las superficies e pda + 22? — 9, 
24 y 4 2*—88 —8y — 62 + 24=0 en el punto (2; 1; 


0 
15. Hallar (2) en el sistema: v+lnu=xy, u+]lnv = x:*— ye 
y 


0 
16. Hallar (5) en el sistema: Flu, v, g(u, v,2)]=0, 


G[u, v, h(u, v, y)] =0. 
17, Demostrar que para 2=f(x%,y), en coordenadas polares (r, q) 
Es 22H ZA 2 Y (2p */7%). Transformación análoga para xy — Y%o. 
18. Demostrar que si las u; están dadas como funciones implícitas 
de las x; por hn ecuaciones de la forma F.(%,...,%n; Us »-.,Un)=0, en- 
tonces es 
D(Ua, -.., Un) UF... Fa) UF), ...,F.) 


(Way ..,%n) ANDA Day... En) . D(Uar,..., Un) 


19. Demostrar que el jacobiano de un sistema de funciones respecto 
de varias variables tiene la propiedad lineal respecto de las funciones, es 
decir, es aditivo y distributivo, 


20. Demostrar que las condiciones para que una transformación 
u=u(w,y), v=—v(x%,y) sea isogonal o conforme ($ 41-1, e) son las 
identidades U¿ —V,y, Uy =—Vz. (Cfr. $ 114-2, a), 


21. Demostrar que la transformación por radios vectores recíprocos 
(8 67-7, ejemplo) es conforme inversa, transforma circunferencias en cir- 
cunferencias incluyendo las rectas como circunferencias de radio infinito, 
y hallar su jacobiano, 


ES — =1, (a >b), determina dos valo- 





3 zx 
22. La ecuación aa 


res t, y ty de t para da par (%,y), dando ti =t.(%,4), ta=talx, y), 
llamadas coordenadas (curvilineas) focales (cfr. $ 103-1, ejemplo 2). 

1%) Demostrar que las curvas ft, = const., t¿=const,, son elipses e 
hipérbolas confocales y ortogonales entre sí; 29) Expresar x, y en fun- 
ción de tí y tz; 3%) Expresar el jacobiano 0(t,, t:2) /0(x, y) en función 
de x,y; 4%) Encontrar la condición para que dos eurvas dadas paramé- 
tricamente en coordenadas focales: t.=£(4), t=f(1); t=e (1), 
t,—=gx(p) sean ortogonales. 

23. Demostrar que la transformación por radios vectores recíprocos 
rn el espacio: 


n= (EE YB4z) 0 ylergAz?) , wal +y42) 
conserva los ángulos entre dos superficies y transforma superficies esfé- 


ricas en superficies esféricas (incluyendo los planos como superficies es- 
féricas de radio infinito). 


24, Obtener para [67-39] todas las derivadas parciales posibles y 
aplicarlo al caso u=x3 +? y=Y". 

265. Obtener du/dx si f(u, v, w)=x*%; gl(u,v, 2) =1n w; h(u, v, w, 2)= 
0, 

26. Obtener los distintos 04/08 si u=y/xw; y =Ins; 2=". 
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$ 68. TEOREMAS DE EXISTENCIA DE LAS FUNCIONES 
IMPLÍCITAS. DEPENDENCIA FUNCIONAL 


1. Función definida por una ecuación. — Veamos ahora el 
teorema de existencia de una función implícita de un número 
cualquiera de variables independientes anunciado en $ 67-5 y 
también su caso particular en $ 67-4. 


TEOR. Sea F(x,, Zo, ..., 2,34) una función uniforme de 
n+1 variables que satisface las siguientes condiciones: 


1%) F(a,, %a, ...,0413b)=0. 


29) F(t,, Zo, ..., 1,34) es una función continua en un en- 
torno del punto (a, 42, ..., 03D) del espacio E. . 


39) Existe no nula la derivada parcial F,(ar, da, ..-,4n, 0) 4 
0. 

Entonces, en un cierto entorno del punto (41, 4a, ..-, Un) 
del espacio E, formado por las variables %,, La, ..., Tn existe 
al menos una función u=Íf(2%,, lz, ..., En) tal que b= 
=Í (01, 42, ...,41) y cumple idénticamente Flzx,, Lo, ..., Un; 
Í(2,, Ya, -..,2.)] =0 en dicho entorno de E... 

Si además se cumple: 


4%) La derivada parcial E, (%1, La, ..., TU) existe sin 
anularse en un entorno del punto (0;, 4%, ..-., 030), por ejem- 
plo, es continua en (a, Gz, ..., 03D); entonces, la función 
u=Í(%,, Lo, ..., Tn) es única, es decir, uniforme, y es contr 
nua en el punto (41, Mo, ..., An). 

Si finalmente se cumple también: 

5%) La función F(x,, Za, ..., nu) es diferenciable en el 
punto (0,,42, ...,0n3b) de E,.,: entonces, la función u= 
=1Í(2,, a, ...,%,) es diferenciable en el punto (41, Ue, .... An) 
de E,, y basta diferenciar totalmente 


[68-11 F(z, Za ..., 234) = 0 
para obtener mediante 
[68-2] Fix, +... +4 YF,de, +F, du =0 , 


la diferencial total du de la función u =1Í(%;, a, «+ ., Ta), Por 
lo que existen las derivadas parciales f;(01, e, ..., On), (i= 
= 1,2, ...,1), dadas por 
[63-8] 1; (01, Uz, - . ., Un) = 
= — F,(0;, Uso, ...,4,3D)/F,(41, Az, ...,0n;0) , 
((=1,2,...,8). 


El plan de la demostración consiste en ver primero que existe super- 
fivte de nivel [68-1] (fig. 230). 
Si TF, (4,42, ...,2,30)=50, la función F(a;, ae, ...,0n34) de la sola 
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variable u es estrictamente creciente o decreciente ($ 83-1) en u=5b y 
por ser F (0,42, ...,03 4) continua en (%,0e,..., 053 b) (8 65-3), exis- 
te un número positivo 5>0 tal que 


sg F (01, da, ...,0n3 b—8) % segF (a, da, ...,0n; d+Ó) , 





Fig. 230 


y un y >0 tal que ($ 26-1) para todo |k,| <m, (1=1,2,...,1) 

sgF (0 +2, ..., 00 + hs b—8) = sg F (0,0 ...,03 Db—06) Y 

se F(a,, 0%, ...,0n; b+8)= sgF(a1+ha, ..., Gn + hn; db+4 08). 

Por el teorema de BOLZANO ($ 26-2), existe para cada 

(a+ hs, .«», Gn + h,) 
tal que | hi| < nm, al menos un punto b-+ k en el intervalo (b—8, b + 8) 
(y acaso varios), tal que F(a, + %,..., 4H + A,; b+k)=0, es decir, en 
xa=4u +, ((=1,2,...,n), el valor u=b + k define la función (aca- 
so multiforme u = Í(%1y%x -..,%n) que en el entorno de (a;, de, ..., a; D) 
definido por |k|<8, |h,] < y cumple 
Fl%,...,%n3 Í (%1, Loy + .., Un) ] =0. 
Si además se cumple la hipótesis 4%, la solución 
by ko íf(0+*,...,0r + An) 

de [68-1] es única, pues si hubiesen dos valores kE ka para los que 

Pía, hi... ha; d+) = Fl +A... a+ hr; b+H%2), 
vxintiría por el leorema de Rom ($ 35-2) un punto c del intervalo 
(b l- ki bd), donde F,(a-+ hs, ..., 0 -+ hn; c)= 0, contrariamente ua 
lo supuento en 40). 
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Por construcción, el valor b + pertenece al intervalo (b—-Ó6, b-+ 5), 
es decir, se cumple 


[Ha + ha, ..., On + hn) — f(01, -..,40)| < 8 
para |[h. |< 8, (¿=1,2,...,1n), lo que quiere decir que 
u —= Í(%, 2 ..., o) 


es continua en (a, dz ..., Gn). 
Finalmente, supongamos que también se cumple la hipótesis 5%), es 
decir (5 66-4): 
[68-4] AF = Fíx, m2... 2234) — F(a,, dz, ...,0n3 db) = 
= Y hFr(0r, -..,003b) + kFo(as,..., 0530) 4 ug =0 , 
i 


donde la anulación se refiere a los valores 4 =f(%1,...,%,) que cum- 
plen la ecuación [68-1], con k=u—b, siendo 


[68-5] lma=0 para q —>0 
si es 
n 
=P + B.30é= Y he. 
i= 
Por la continuidad de u—f(%,, Y2, ..., Yu) en (a, da -..,%) es 


limk=0 para Qo > 0 
y por tanto es 


[68-6] lime=0 para q >0. 
Por la desigualdad triangular que relaciona la diagonal del parale 
lepípedo con la suma de sus lados ($ 64-4), es 
e=o(lkl+ Y Im), 
a=1 


con 0< 91, de donde, si se pone 


[68-7] e=0b0sgk , € = 00sghs 
resulta (lkl=k.sek ; |kl= hisgho: 
[68-8] a9 = ek + S Eshs. 


i=1 
De [68-51], [68-6] y [68-7] puede afirmarse que 
lima=lima=0 
[68-9] Q—>0 2>0 
lime=0; lime, =0; para q-—>0; (¿=1,2,...,8). 


Sustituyendo [68-8] en [68-4] queda 





[68-107 — k[F.(a,... a3d)+e] =— Y h[F.(a,... Ob) +eal, 
i=1 
de donde 
7 Mis ES F.+e 0 F, 
RE F, A Er) 
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es decir k=-— SS p Els Y 
i=1 F.(%, ..., 4n; b) 


y eiF.(ar, ... 41; b)—eF (0, ...,0n;b) h 
i=zi Fv(G,... 430) [F.(01, ...,0n,b) + €] 
y como |h:/qo| < 1 y se cumple la hipótesis 3%), de [68-9] se deduce 
que fa última suma es la de la forma eoQ0 con 

limseo=0 para 0(.—>0 
como queríamos demostrar ($ 66-4). 


Notas: 1, En el caso particular F (x,y)=0, [68-4] descompuesta en 
AF = AF + AF =0 
da lugar a [68-10], aquí: 
[F.(a;b)+es.Jh + [F,(a; b)4+eJk=0 , 


suponiendo sólo la existencia de F.(a;b), (pues entonces A.F/h= 
=F,(a;b)+e. $ 30-2) y la existencia de F,(x, y) en el entorno de 
(a; b) y su continuidad en dicho 
punto (para aplicar $ 35-1, fig. 
231 y poner AF —= F,(a-ph, y) k= 
= (F,(a;b)+ e,]k). Claro que 
entonces, por el teorema 2 de 
$ 66-4, la F(x,y) es diferencia- 
ble en (a; b) recayendo en la for- 
mulación dada en $ 67-4, 


2, Si la función F(x%1 %2, ..., 
x.;u) es diferenciable en los pun- 
tos de un entorno de (8, ..., Gn, b), 
entonces la función u=Íf(%1 ..., 





oil Xn) es diferenciable en los pun- 

tos de un cierto entorno de 

(4, ..., nx), pues la demostración anterior se aplica para cada punto 
(7, Me, ...,Ln3 4). 


3. Este teorema asegura la existencia de la función implicita “en 
pequeño”, es decir, en un cierto entorno de (4%, %, ...,0.). Para pasar del 
estudio local al global, es decir, a la existencia “en grande”, si en cada 
punto de un dominio ($ 64-5) se verifica el teorema, basta entonces apli- 
car el lema de BOREL (nota 11; íd. Cap. VI, nota I1I) para construir la 
[(2., La .+., 2.) mediante un número finito de correspondencias parciales. 


2. Funciones definidas por un sistema de ecuaciones. — El 
problema resuelto sobre existencia de una función implícita, es 
el caso más sencillo del teorema siguiente: 


TEOR. Sea dado un sistema de m ecuaciones entre n+m 
variables: 


F, (lo... %a3 Un» +.) Um) = 0 , 
[68-11] 


| Fnlli ..., Tn; Udo Um) = 0 , 
que satisfaga las siguientes condiciones: 
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19) Fj(%,...,On3 Op ...,0m)=0, (=1,2,...,mMm). 

22) Las funciones Fj(X,, ..., La; Un, +, Um), (G=1,2, 
.. y M) son continuas en un entorno del punto (01, ..., Un; 
bi ..., Dm) del espacio Ein. E 


39) El jacobiano ($ 67-6) siguiente, supuesto existente, es 
no nulo: 


o(F,, F,, ..., F,,) 

0(Ur, Ud»... Us) 

en el punto (41, -.., On; Di, ..., Dm). 
49) Las derivadas parciales 9F,/0u; (j,1=1,2,...,m) 


existen en el entorno y son continuas en el punto (4, ..., Ca; 
Di, ..., Dm) del espacio En. 


5%) Las funciones Fj(%,, ..., Un; Un --., Um) son diferen 
ciables en los puntos de un entorno de (0, ..., Un; Di, .»., Dm) 
en En; 
entonces en un entorno del punto (41, Uo, ..., Un) del espacio 
E,, formado por las variables %,. ..., %, existe un solo sistema 
de funciones uniformes u; =fj(%,, ...,2n), (j=1,2,...,m), 
tales que dbj=1f;(0%, ..., On), (=1,2, ...,m), cumplan idén- 
ticamente 


Fj[z,, ...03 Ta; f(x, .. Und» ..., L (21, .«<., Ln) ] = 0 , 
(j=1,2,...,m) en dicho entorno de E, y en los puntos del 
mismo sean dichas funciones Í,(%1, ...,%n), (4=1,2,...,Mm) 


continuas y diferenciables; sus diferenciales totales se obtienen 
en la forma expuesta en $ 67.6. 


[68-12] J= 40 


DEm. Puesto que para m=—1 el teorema se reduce al de $ 68-1, 
nota 2, podemos probarlo por inducción completa ($ 2-2, b). Supongá- 
moslo, pues, cierto para m— 1 ecuaciones con m-— 1 funciones incóg- 
nitas. 

Por la hipótesis [68-12], existe en este jacobiano algún menor de 
orden m-——1 no nulo, y cambiando adecuadamente la numeración de ín- 
dices, podemos suponer sea 


(FE, Fo... Fn.3) 
68-1 —É A 
[68-13] 0 (Ur, Un, + - +, Um-1) 


en (0, ..., On; Dz, ...5bn), conservándose la desigualdad [68-13] en un 
:ntorno de este punto por la continuidad de las derivadas parciales su- 
juesta en la hipótesis 4%). 


Por hipótesis inductiva, tomando un como variable independiente ad- 
unta a las xs, ..., %., de las m— 1 primeras ecuaciones [68-11] se de- 
lucen las m— 1 funciones 


68-14] 4: — Qr (%1 +... nj Um), +. .) Umi 7= Pm1[ Zi +. ., Vaj Um) , 


¡ue además de ser diferenciables respecto de X1, ..., Lay Un €n los puntos 
e un cierto entorno de (4%,...,4x; bn), verifican idénticamente en di- 
ho entorno, las ecuaciones: 


68-15] F,[%, Wi prÁ a... Enj Um),o««) Pmrl[ Ex, --.,Enz Um), Um] = 
=1, Ue me 
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Si reemplazamos [68-14] en la última ecuación [68-11], obtendremos 
una nueva ecuación de la forma 


[08-16] Fnlt,... 3 Prl(Osy ..., Goj Um), + --) Pr [Ery 2. Lai Um) Um] == 
= Bl%,... EajUm)=0 , 

quo es diferenciable en los puntos de un entorno de (4, ...,4,; bm), por 

serlo ($ 67-2) las [68-14] y [68-11]. En un entorno de (4,, dz, ..., 4x3 Dn) 

se conserva 0P/d4n + 0, pues aplicando la regla de derivación ($-:67-2) 

de funciones compuestas a las expresiones idénticamente nulas [68-15] 

respecto de Un: 


E A. IN E A 

















Ñ Ñ , A =0 
dea dUm ua dto S Uma Vm Um É 
A a lalala eli 
Pm dp Fons Op: Fm pm 1 En-1 = 

AA AAA A 


si además supusiéramos que en algún punto de todo entorno de 
(1, ...,On30n) es nula la derivada de [68-16]: 


9 = Fm dps 0Fn dps 





AA 
En Pm 0Fn 
dUm-1 ; DU Es 04 =D , 
en dicho punto existirían m-— 1 valores 
dp: Opa m1 
Dm *? 0Um *''? Oda 


que verificasen las m condiciones lineales que expresan esta última y las 
anteriores, por lo que ($ 15, Ej. 9) habria de ser nulo en él el jacobiano 
[68-12], contrariamente a las hipótesis 32) y 48). : 

Por tanto, en dicho entorno de (4, ...,4,; bn), según $ '68-1, pode- 
mos existencialmente despejar de la ecuación [68-16], la función dife- 
renciable 

Um = Ím(%a Ya, A] , 
que sustituída en las [68-14], da las restantes funciones diferenciables 
buscadas 


f Ya —= Qrl%a, ...,La5 Ími[%1 ..., 0] =Í1 (1, «. ., En) 
| Uma = Qmal%s ...,Laj Em(YLi) -+.,%0)] = Ím (01, .-.,%.). 


Lns m funciones así obtenidas, según ya hemos visto en $ 67-6, apli- 
cando las reglas de diferenciación de $ 67-2, verifican la tesis a de- 
mostrar, 


NOTA. Obsérvese que para apoyarse en los teoremas de derivación y 
diferenciación de funciones compuestas ($ 67-2), no basta suponer la fun- 
ción Fax, ...,En3 Us, ..., Um) diferenciable en el solo punto (as, ..., Un5 
bh, ..., bw) para asegurar la existencia de %5/0%n en todo un entorno de 
(4, dy ..., 4x3 Dn) y así aplicar $ 67-1, hipótesis 4%). 


3. Dependencia funcional. — a) Vemos en los teoremas an- 
teriores ($$ 68-2 y 67-7) el importante oficio que desempeña 
ul jacobiano. Vamos a estudiar ahora el significado de su anu- 
lación idéntica. 


Dudas n funciones de n variables independientes 
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YU = Ul(%,..., In) , 


[68-17] Ug = Urlfp ..-, La) , 


. Un = Un (%1, ...) Ln) , 
el jacobiano, respecto de estas variables independientes, es: 


9(u, Ud) .- «1 065) 


62-18 e 
L ] y D(%y, La, ..., Un) 


y tiene propiedades análogas a las de la derivada, siendo como 
una generalización de ésta. Así como la función derivable 
u=u(x) pone generalmente en correspondencia (un segmento 
de) el eje x con (un segmento de) el eje u, pero dicha fun- 
ción se reduce a una constante ($ 35-8) cuando y sólo cuando 
es la derivada u'(x)= 0, idénticamente nula en x, así también 
($ 67-7) el sistema [68-17] transforma en general (un recin- 
to A-dimensional de) el espacio (2%, Ya, ..., 2.) en (otro re- 
cinto n-dimensional de) el espacio (%;, Uz, ..., Un), pero dicha 
correspondencia degenera, como vamos a ver ahora en el easo 
de anulación idéntica del jacobiano. 

En el easo de una función de una variable, la condición 
u(x)=c'* puede interpretarse en el sentido de que a (un seg- 
mento de) el eje x (dimensión 1) le corresponde un punto 
(dimensión 0) en el eje u, o bien en el sentido equivalente de 
que y =u(x) satisface una relación independiente de x, lo que 
en vista de la generalización subsiguiente, se expresa también 
diciendo que existe dependencia funcional para u=u(x). 


DEF. Si las funciones [68-17] están definidas para los pun- 
tos de un recinto cerrado y acotado D del espacio (%,, ..., Tn), 
diremos que existe una relación entre ellas independiente de 


las variables £;, ..., £n, o también que son funciones depen- 
dientes en D, cuando existe una función D(14,, Uz, ..., Un) NO 


idénticamente nula en ningún entorno completo de un punto 
del espacio (%,,Uz, ..., Un), tal que sea 


[68-19] $ [u, (x,, A A ...y Un (Er, o... Ln) ] = 
=YF (x,, O | tr)= 0 


idénticamente nula en D. 


En este caso, la transformación [68-17] hace corresponder 
al dominio D de 1 dimensiones un conjunto de dimensión me- 
nor en el espacio (1, ..., Un). 

Obsérvese que $ no necesita contener explícitamente las n 
variables %,, ..., Un y que por tanto, si p funciones son fun- 
cionalmente dependientes (p < 21), ya lo son las £. 
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EJEMPLOS: 1. Las funciones 
U=x2(Y—2) , vV=Yle—8) , w= z(x—y) 
son funcionalmente dependientes, pues existe la cupción no idénticamente 
nula p=u+v+w, tal que se tiene Se 
blu, 0, w) =x(y—2) + y(2—x) + (a —y) = =0 


idénticamente nula en el espacio (x,y,2), es decir, a todo (recinto de) 
el espacio (x7,y,z) corresponde (un recinto de) el plano u+v+w=0 
en (u, v, w). 


Obsérvese que aun cuando se mantenga nula $ en los puntos de di- 
«ho plano, no es idénticamente nula en ningún entorno completo de un 
punto (u, v, 0). 


El jacobiano del sistema es: 
yz vo — bs 
—y ZE—x Y 
2 —2 —Y 


D(u, y, w) SS 
9(x, y 2) 


tl 


0. 





2. Las funciones 
u=2l0y+ le +1 o, v=wyY + 2y 4 é—1 , 


son también funcionalmente dependientes, pues transforman (un recinto 
de) el plano (x,y) en (un areo de) la curva 


a 
o= (4+24+1D (435) al 


do (u,v). Aquí puede tomarse H(u,v)= u* —2u —d4v —3 y es también 
identicamente nulo el jacobiano 


av) 2y +2 2x pe 
UY) | ley + 4xy+2x 20 y + 2? | 
3. Si las funciones 
u = u(x, y) y, v=vlxey) 


san tales que sus segundos miembros no dependen efectivamente de y, 
us decir, son sólo funciones de *, tendremos ($ 29-2) una curva en el 
plano (u,v) y efectivamente entonces es idénticamente nulo: 


duo) _ [mu 0], 
(e, Yy — Ma 





hh) Ahora estamos en condiciones de entender la formula- 
ción del teorema fundamental. 


'TEOR. Dadas las n funciones [68-17] de las n variables in- 
depembientes %i, ..., Y, con derivadas parciales continuas en 
nh dominio acotado D de estas variables, la condición necesa 
rio. y soficiente para que sean funcionalmente dependientes en 
D, es decir, para que valga idénticamente en D una relación 
[18-19] con v (4, ..., 4.) no idénticamente nula en ningún en 
torno completo de un punto del espacio (us, ..., un) es que el 
jacobiono [68-18] sea idénticamente nulo en D. 


Dem. db) La condición es necesaria, Supongamos se cumpla [68-19] 
idervtiemnento er DD para 00, +...) no idénticamente nula en ningún 
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entorno completo de un punto (4: Ua, ..., Un). Derivando [68-19] respecto 
de x=, por la regla de funciones compuestas ($ 67-2), será 


FP d6 3% $ du 


ds 0 das du * das 
(i=1,2,...,1). 


Este sistema de n ecuaciones lineales homogéneas en las 09/04, es 
posible ($ 15-6, b) para $ no idénticamente nulo ($ 66-2, cor. 1%) cuando 
es nulo el determinante [68-18] de los coeficientes; sólo si es dH/0u, =0, 
(¿=1,2,..., 1) podría ser J=+0 ($ 15-6, b), pero tales puntos, donde 
J=3+0, no pueden formar un entorno completo de un punto (x2,%%,..., 2), 
pues a él correspondería un entorno completo de (u,u, ..., un), al po- 
der despejar (88 68-2 y 67-7) las Xi, M2 ..., Ya del sistema [68-17]; 
entonces, ahí sería d65/01,=0, es decir, H(ts, Ue, ...,Un)=0 ($ 66-2, 
corol, 1%? e hipótesis [68-19]) en dicho entorno completo, contrariamente 
a lo supuesto respecto de la función $. Así, pues, aún los puntos excep- 
cionales, donde 09/24; —0 (¿=1,2,...,n) son de acumulación ($ 64-4, b) 
de aquéllos para los que J = 0 y por continuidad, para todo (%s, La, «.., 2) ED 
cerrado ($ 64-4, nota 1) resulta J idénticamente nulo en D. 


ba) La condición es suficiente. Basta proceder por inducción. El teo- 
rema es cierto para n=1, pues la condición J=0 equivale a la u,=0, 
de donde ($ 35-383) u(x)=ce (constante) y basta escoger la función no 
idénticamente nula Hh=u-—c, para que se verifique [68-19], es decir 
$[u(1)]=F(2)= u(x)—ce=0, idénticamente nula en x. 

Supongamos, pues, cierto el teorema para un sistema de n—1 fun- 
ciones de n—1 variables y demostrémoslo para n funciones de n varia- 
bles para lo que suponiendo que [68-17] no son funcionalmente dependien- 
tes, vamos a ver que en algún punto de D es J=+0, 

Probemos primero que no todas las du,/%%. (¿j=1,2;...,n) son idén- 
eamente nulas en D. Pues en caso contrario, las [68-17] serían in- 
dependientes de x. ($ 35-3): 


59 Un 
o e ir ai , 





Ya = UL, May... Una), 
[68-20] | Una = Unrl[ Li, Lo, ..., Ena), 
Un == Un (23, De res %Gn-1) , 


lo que vamos a ver es incompatible con la hipótesis de que no son fun- 
cionalmente dependientes. En efecto, en algún punto de D ha de ser 


D(Ur, Un) «+. «3 Un-1) +0 


0(%1, Mg, ...1 Uu-1) 
para que por hipótesis inductiva las n— 1 primeras funciones [68-20], 
y por tanto las n funciones [68-20] no sean funcionalmente dependientes. 
Iintonces, de las n— 1 primeras ecuaciones [68-20] podrán despejarse 
(8 68-2) las 2, = X3(%r, ...,Un-1), (=1,2,...,2—1), y sustituidas en 
li última [68-20] se habrá obtenido una función de la forma 


P(2a, +. Una, Un) = Un — Un [Xi (a, oo. Unid, 2.1 Xona (Uy ++ +, 001) ] 
ple evidentemente no es idénticamente nula en %;, Ua, ..., Un-13 Un, PUES 
4, sólo figura en su primer término y que en cambio se anula idéntica- 
mente en %x La -.., Cn) al sustituir 41, Ur ..., Ue por las funciones 


1068-20] y entonces éstas serían funcionalmente dependientes en contra de 
la «npuesto inicialmente. 

Al no ser todas las du¡/den (3=1,2,...,1) idénticamente nulas en 
13, podemos suponer que tal ocurra (cambiando si fuera necesario la nu- 
meración de las 2,) para %e,./0x,. Existe cutonces, al menos, un punto 
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do D en el cual %u./0%, +0, y a causa de la supuesta continuidad de la 
derivada, esta desigualdad se mantiene en todo un entorno de dicho pun» 
to, En tal entorno, de la última [68-17] se puede despejar ($ 68-1): 


[68-21] Tn = Elx, La...) Una; Ur) 
y sustituir en las [68-17] dando n —1 relaciones y una identidad: 

a = u[x,, E A EA AA Un) ] = wm (x,, e.) Un15 Un), 
[68-22] - (ij=1,2,....n—1) , 


La = UU, [x,, «y Dn-1 £(x, «y Ln-15 Un) ] = 5 (21, e e), 


donde la última función w, será en realidad independiente de 2), %z, ..., Tn-1, 
reduciéndose simplemente a la variable un. Si derivamos las [68-22] res- 
pecto de xi, (¿=1,2,...,n—1), se obtienen 


| dw, du, du, de 
































da. 0 den "da * 
[68-23] 2 9 Ñ e Gila, 
[E Dn 0 A 
0, — D% + den Da ; 
que prueban es 
Un 
68-24 == 
[ ] E 
ds de dE dur Oe, DE dur 
de, + dan Om” da Dn Ona 0% 
= | na | da ot duna AN dE Una 
0%, den der ES Ln De. : On . 0%, 
Ola 0Un dE Dun Un 0 Dun 
0x1 DA "da ds 0Ln-1 d%n 4% na ? 0%. 
para A 
[68-25] y O 


D(%,, La, -.., Ln-1) 


pues, desarrollando el determinante [68-24] por los elementos de su úl- 
tima fila ($ 13-4, b), todos los términos del desarrollo son nulos por las 
últimas n— 1 identidades [68-23], salvo el último que por las primeras 
relaciones [68-23] y la [68-25] es precisamente el producto que figura 
en el primer término de [68-24]. 

Por otra parte, el determinante de [68-24] no se altera ($ 13-4, cs) 
si regtamos de su primera columna el producto de la última por 9£/0%,, 
de la segunda columna el producto de la última por 0/0%, y así sucesi- 
vamente, quedando entonces reducido dicho determinante al [68-18], lo 
que prueba se cumple 
08-24 7 
[08-241] ne 
un todo el entorno donde se han establecido las [68-22]. 

Kn este entorno no puede anularse idénticamente Ji, pues si así fue- 
ra, las oy, (¿=1,2,....n—1) serían dependientes, por la hipótesis in- 
duertiva, y la relación de dependencia contendría también un, de donde 
existiría una función H(u4r, ..., Un-,) no idénticamente nula en 4, Ur ..., 
tn a, tal que 

bla, .-., Ena j Un), +++ Our (a) «++, Ena Und] = 


= P[uyx,, +...) Ca-1) Elo, ..<.) Lno-15 Un) h ..., 
po a Ray 1 ny Ely o o m1 Un) p] =D, 


=J 
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idénticamente en Xi, 2, ..., La-15 Un. Por [68-21] puede hacerse £ =%. 
arbitrario del entorno considerado, lo que prueba sería 

Glulza, ..., Lo Dn), +. «Unir, 2. ., Xn-1%n)] = 0 
idénticamente en %;, ..., %a-1, %, es decir, las n— 1 primeras funciones 


[68-17], y por tanto también las n funciones [68-17], serían funcional- 
mente dependientes, en contra de la hipótesis inicial. 

Como por otra parte, %u,/0x, no se anula en ningún punto del en- 
torno considerado, queda probado por [68-24'] que J no puede anularse 
idénticamente en este entorno y por tanto, tampoco en D como quería- 
mos demostrar. 


NoTaAs: 1, Se demuestra análogamente (véase bibliografía, nota III) 
que si el jacobiano J no sólo es idénticamente nulo, sino que aún la 
característica máxima en los puntos del dominio D es n-—r, entonces 
existen r relaciones “distintas” no idénticamente nulas, entre las funcio- 
NES Us, Uz) .»., Un independientes de las variables %1, %a, ..., Y Y r fun- 
ciones pueden expresarse mediante las n —r restantes (cfr. $ 61-5). Que 
las relaciones sean “distintas” quiere decir que vienen expresadas por fun- 
ciones $ que no son funcionalmente independientes, Geométricamente, a un 
recinto n-dimensional de puntos (%,, Yz, . .., %n) corresponde entonces una 
variedad n— ” dimensional de puntos (4, Ya, ..., Un). 


2. También se demuestra que dadas x2 funciones con 1 + p variables 
independientes, la condición necesaria y suficiente para que exista una 
relación entre las funciones, independientemente de las variables, es 


gue los Ap P) jacobianos de las » funciones respecto de cada combi- 
nación de » variables independientes, sean idénticamente nulos. 

En particular, para que f(%,,%2, ...,%n) Y £(%1, Ya, ..., €.) Sean una 
función de la otra, independientemente de las x., *2, ..., Yn, es necesa- 
rio y suficiente que 

ML 
da: "O 0 daa dla * d%n 


idénticamente en %;, Ya, ..., Ln. 


4. Dependencia lineal: wronskiano. — DEF. 1. Dadas n fun- 
ciones de una variable en un intervalo [a, b] : 


[68-26] y =U1(%), ..., Un = Un[x) , 


se dicen linealmente dependientes, cuando existen constantes 
C1, ..., €, no todas nulas, tales que 


[68-27] camíizr) +... + epunl) =0 , 


en todo punto xe[a, b]; se dirán linealmente independientes en 
caso contrario. 


Noras: 1. Para n=1, la definición anterior equivale a decir que 
u,(w) es linealmente dependiente si u,(x)=0 para «e[a, b]. 


2. Para n > 1, las funciones [68-26] son siempre funcionalmente de- 
pendientes ($ 68-3, ejemplo 3), aun cuando sean linealmente indepen- 
dientes. 


Der. 2. Dadas las n funciones [68-26], supuestas deriva- 
bles hasta el orden n— 1, se llama wronskiano de estas fun- 
ciones al determinante 
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[68-28] W = W(“.a, ...,Un) = |U” 4”  ... Un” 


lao ass 


Uy MA eE Uy MD Y OD 


TEOR. 1. Si A; es el adjunto (S 13-4, a) de u¡'"» en el 
wronskiano [68-28], entonces es: 


E 0 si j=0,1,...1n2 , 
[68-29] 2 uPA =4 W si j=zn—1 , 
i=1 wW* si j=n Ñ 


supuestas las funciones [68-26] derivables hasta el orden n 
para la última igualdad [68-29]. 


Se deducen inmediatamente: de $ 13-4, b,, el caso j=rn—1 (des- 
arrollo de W por la última línea), y de $ 13-4, bz, los casos ¿=0,1,2, 
...,R—2. Si recordamos la regla de derivación de un determinante 
($ 32-5), el determinante W” será suma de rn determinantes, siendo los 
* — 1 primeros nulos por tener dos filas iguales ($ 13-3, es, corol.) y 
coincidiendo el último con [68-29] si ¿=m, al desarrollarlo por los ele- 
mentos de la última fila. 


TEOR. 2. Si las n funciones [68-26] derivables hasta el or- 
den n— 1 son linealmente dependientes en [a, b], entonces el 
wronskiano [68-28] es idénticamente nulo en [a, b]. 


Pues de [68-27] se deducen 
auP(x) +... + cun P(x) =0 , (3=1,2,....n—1) , 
(que con la de partida forman un sistema que para todo xe[a, b] se sa- 


tisface para €;,, (1=1,2,...,1), no todas nulas, y para ello es necesa- 
rio ($ 15-6, b) que se anule el determinante [68-28] para todo xe[a, b]. 


TEOR, 3. Sí el wronskiano [68-28] es idénticamente nulo en 
[a,b] y sí en ningún punto de (a,b) se anulan simultánea- 
mente los adjuntos As (i=1,2,...,1n) de su última línea, en- 
tonces las funciones [68-26] son linealmente dependientes en 
fa, b]. 


Dum. Si E, son los adjuntos de la penúltima línea del wronskiano 
[68-28], la derivación de As, (1=1,2,...,n), por la misma razón que 
en el teorema 1, muestra que es 
[68 30] A'“=—E; , (í=1,2,...,1). 

Por otra parte, al no ser todos los adjuntos A; simultáneamente 
nulos, el wronskiano W, idénticamente nulo, tiene característica n—1, 
y como por el teorema 1 y su análogo para las E,, (¿—1,2,...,n), se 
verifica 

Wa'PAL + 96d As + ... + PP An =0, 1 


ad e PESA ERA E. 2] 0 Ed tt 10. 
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resultarán ($ 15-6, d) proporcionales 





Ex/Ax = Es/As = .= E,/A, , 
y teniendo en cuenta [68-30], quedará 
[68-31] Ar = MA A An 
Ar Aa An 


para todo xe(a, b). 
Si se pone 
MA FATE... HA5%r , 
será M distinto de cero en todo xe(a, b). De [68-31] se deduce 


AY O AY _ AY AMAYA Asa AA MM MO 
Ar TAR A M” To MTM 
y por tanto se podrá escribir 

MA MA 1,2 ...,). 


M* 
Esto indica que la derivada de A://M es nula en todo (a,b), por lo 
que ($ 35-3) existen constantes e, no simultáneamente nulas tales que 
en (a,b) sea 
Ad M = ci. M (¿=1,2,...,2). 
De ahí y [68-29] para ¿=0, se deduce que en [a, b] es 
Mío +... Fotn)=0 , 
equivalente a la [68-27], como queríamos demostrar. 


NoTA 3. Si todos los adjuntos As, (¿=1,2,...,1) se anulan simul- 
táneamente en un mismo punto de (a,b), la condición lineal [68-27] 
puede cambiar sus coeficientes e, a uno y otro lado de dicho punto, Así, 
en el ejemplo de PEANO t=*?, tW4=X%.|x|, el wronskiano es 

2 xl 
En 2% 21117 e 
para todo valor real de x*, y sin embargo, las funciones 41, Us no son 
linealmente dependientes cn cualquier intervalo que contenga el origen en 
su interior, pues para % > 0 se cumple u,(2)—us.(x)=0, mientras que 
para 2<0 es u(x)+ u(x)=0, 

Por el teorema de identidad de las funciones analíticas ($ 44-1, db), 
esta anomalía no puede presentarse en las funciones desarrollables en 
serie de potencias. Otra condición necesaria y suficiente de dependencia 
lineal se da en el ejercicio 12, 


EJERCICIOS 


1. Si 9(x,y) verifica p(0,0)=0, y en el rectángulo R: [2|<a, 
ly[<b es continua y cumple la condición de LIPSCHITZ 
(O [fe Y)—tf(x, 9) < k Y —y |, (2, Y)eR, (2,y)eR, con k< 1, 
existe un rectángulo R”: |x| <a", [y | <bd donde la ecuación $(x, y)= Y 
admite una solución y=f(%w) continua para |x|<«a', obtenida como lí- 
mite de la sucesión de funciones: 

(2%) YU(2) = $(x,0) , yalx)= plz, ya(e)] , ..., 
ya(x) = blo, yaa la), ... 

2. Demostrar que la solución f(x) del ejercicio 1 es única. 

3. Utilizando los resultados y notaciones de los ejercicios 1 y 2 de-. 
mostrar que si F(x,y) y F,(w,y) Son continuas en R, y a O, 
Y,(0,0)7:0, la ecuación F(x,y)=0 tiene en un intervalo Jx|<a' so- 
lución continua única y=1Í(x) tal que 1(0)= 0. 
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4, Diremos que un conjunto de puntos (%,,...,%x5 Un, -.., Um) de 
Esp forma una rama V de la solución del sistema de funciones implí- 
citas definidas por [68-11], si se cumple: 1%) Es conexo ($ 64-5, y nota 
I, £); 2%) Para cada uno de sus puntos (%a ...,dx; bx, ..., bm) existe 
un entorno de E,,n donde no ocurre que dos distintos puntos de En.n 
sean correspondientes (tengan la misma proyección) de un mismo 
(%,) +. .,2,) de Ex; 3%) A cada entorno de (b,,...,bm) de En corres- 
ponde un entorno de (4%, ...,4,) en E, tal que cada punto del entorno 
de E, sea la proyección en E, de un punto de V en Enmn que tenga 
por proyección un punto del entorno considerado en E,. Demostrar que 
en el teorema de: $ 68-2, si las funciones F, tienen derivadas parciales 
continuas, existe una sola rama V que: contiene el punto (4, ..., Ga; 
bi, ..., Bm), tal que está formada por puntos que cumplen las hipótesis 
del teorema y se prolonga hasta sus puntos frontera no pertenecientes 
a ella, caracterizados éstos por la anulación del jacobiano [68-12]. 

5. Aplíquese el ejercicio anterior a estudiar las ramas de las solu- 
ciones de: 1%) u*l—usf—x1,=0, 244: —%. = 0; 2%) u'—e«=0 (com- 
párese con el caso anterior extendiéndola al campo complejo); 39) m*+ 
+afyu—1i=0, . 

6. Si las funciones [68-11] dependen de p parámetros Cr, ,.., Cp con 
valores correspondientes a los puntos de un recinto C, de E, de tal modo 
que en el teorema de $ 68-2 se verifiquen las condiciones 2%, 4% y B% de 
continuidad y diferenciabilidad respecto de un recinto de puntos (%1, ..., Ln; 
la, «y Um; Ci .-., 07) de Enimop cuya proyección sobre E, contenga C, y 
las condiciones 1% y 3% se verifiquen en (0, ...,Gay Di... Dm) de Encn 
para todo (€, ..., Cp) de Cp; demostrar que para cualesquiera valores de 
(Cr, »+., Cp) correspondientes a todo dominio (3 65-4, def. 4) contenido 
en Cp se obtienen las funciones 44=1Í,(%,, ..., Un] Cr ..., Cp) del teorema 
de $ 68-2 que además resultan continuas y diferenciables respecto de las 
au + p variables X1, ..., nj Cu +... Cp. 

7. Demostrar que no son independientes las funciones u= x/y, 
v=(2*—y)/(1* + y?) y hallar la relación que las liga. 

8. Demostrar que no son independientes las funciones u—X+Y+2, 
v=0 +4 2— ay — yz — 20, w=% +y +42 —3xyz y hallar la re- 
lación que las liga. 

9. Demostrar que si todas las normales de una superficie z = z(x,y) 
cortan al eje z, la superficie es de revolución, 


10. Demuéstrense los teoremas enunciados en $ 68-3, notas 1 y 2. 


11. Demostrar. la dependencia lineal de las funciones xcos'g, 
LCUB A, LCOSÁT, Y, 


12. Si las funciones u(x), ..., Un(x) son continuas en [a,b], y 
d 
Pe pone ln = $ usteyusta) dz, es condición necesaria y suficiente para 


a 
su dependencia lineal la anulación de su determinante de GRAM (cfr, 
4 0-5, nota 1, y Cap. XVII, nota Il, a): 


Gli... Un) = det 41,, + , (h,k=1,2,...,n). 


13. Demostrar que si 4,, son constantes, el wronskiano de las funcio- 
1OR Ayto... at, (¿=1,...,) es: det¿a,:). W(us, ..., Un). 
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NOTAS AL CAPÍTULO XVIII 


I. Espacios topológicos y métricos. — a) La-Matemática y la Física 
modernas tratan siempre de obtener con la máxima generalidad posible 
tos regultados buscados o las propiedades de los entes lógicos que estu- 
dian, haciendo para ello un análisis profundo tendiente a delimitar los con- 
ceptos primitivos y proposiciones fundamentales que forman los sistemas 
de axiomas y postulados sobre los que basan sus diversas teorías ($ 1-7). 

Analizar hasta qué punto las propiedades que atañen a los concep- 
tos dependen de las condiciones que definen a éstos y por tanto cuáles 
son las condiciones de que podemos hacer abstracción en el proceso de 
generalización de un concepto dado, servirá no sólo para dar valor más 
extenso a dichas propiedades, sino también hará comprender mejor el 
fondo último que entraña el concepto objeto del análisis, 

Los métodos matemáticos utilizados hasta hace unas cuantas décadas 
por los físicos se referían siempre al espacio euclídeo de tres dimensio- 
nes; MINKOWSKI primero, EINSTEIN después, les condujeron a utilizar 
los espacios riemannianos referidos a la noción de espacio-tiempo 0 
punto de universo, utilizando cuatro o cinco dimensiones. Pero roto ya 
el hielo, los físicos han advertido que la teoría de los espacios abstractos 
les permite razonar sobre elementos de naturaleza no especificada, pues 
to que importa son las propiedades expresadas formalmente, precisamente 
a la manera empleada en la teorías abstractas, para poder así prescindir 
en el razonamiento de la misma naturaleza incognoscible de los elementos 
estudiados. 

Con ello se consigue también prescindir del apriorismo científico, in- 
eluso en la noción de espacio físico, cuya naturaleza se considera hoy 
condicionada por la experiencia, Actualmente la Geometría euclídea no 
tiene el valor absoluto que KANT le asignaba*: “Las proposiciones geo- 
métricas son'apodícticas, esto es, todas ellas se presentan con la certeza 
interna de su necesidad”. Muy al contrario se está con H. voN HELMHOLZ, 
quien al hablar (1870) sobre el origen y la significación de los axiomas 
geométricos? ya afirmaba que la intuición del espacio euclídeo proviene 
de la noción de cuerpo sólido, abstracción fisica, y de la que se pasa 
naturalmente a la Geometría euclídea, RIEMANN también decía": “Mu- 
chos sistemas diferentes de hechos pueden presentarse como suficientes 
para la definición de las propiedades métricas del espacio; así, las más 
Importantes son aquellas que eligió EUCLIDES. Estos hechos son como to- 
dos los demás no necesarios, pero están de acuerdo con la experien- 
cia...”, Con esa misma experiencia que hoy EINSTEIN trata de mostrar- 
108 como más acorde, no con la Geometría euclídea, sino con esa otra 
que el mismo RIEMANN en intuición genial, creó el siglo pasado. 

La generalización del concepto de espacio euclídeo de tres dimensio- 
nos aplicada a conjuntos de entes que tengan propiedades parecidas a las 
usenciales de éste, se hace de manera que pueda ser objeto de un Aná- 
linia general, en el que se definan conceptos análogos a los conocidos de 
ln teoría elemental de funciones y que conserven las propiedades que 
más interesen, según la aplicación que de ellos quiera hacerse. Así se 
ha visto que el espacio abstracto más general que pueda dar lugar a 
dicho estudio es un sistema en el que se determine la noción de “proxi- 
midad” respecto de los entes que lo formen. 

A un conjunto de elementos de una misma naturaleza desconocida, 
o voluntariamente ignorada, se le llama, según FRÉCHET, clase abstracta, 
y Ins condiciones que en forma de axiomas se imponen a dichos elemen- 


£ Crítica de la razón pura (Parte 1%, Libro I, Cap. 1, $ 3), 
Y Vortriiga und Reden (T, 2, 4% ed., Braunschweig, 196), 
1 Atibandl. d, Kón. Gesetinch, d. Wissensck. Góttinaea, vol, 13 (1867). 
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los y entre los que figuran como fundamentales los que introducen la 
proxintidad, determinan diversas categorías de espacios ubstractos. 

Se obtendrán “ejemplos”, “interpretaciones concretas” ($ 1-8), “apli- 
caciones” o “casos particulares” de un determinado espacio abstracto, si 
se toma como “punto” de dicho espacio el elemento de una clase concreta 
de entes matemáticos (funciones, vectores, elementos o figuras geométri- 
cas, series, grupos de números, etc.) siempre y cuando se puedan definir 
los conceptos y demostrar las proposiciones que introducen aquellos axio- 
mas referidos a la clase concreta de entes matemáticos: tomados como 
“puntos” (efr. $ 1-8). 

b) La noción de proximidad puede introducirse previamente a la de 
distancia y aun sin necesidad de que ésta exista; así puede efectuarse 
mediante la noción de entorno (abierto o cerrado), 

Un espacio topológico E (HAUSDORFF) consiste en un conjunto I de 
clementos llamados puntos de E y una familia ) de subconjuntos G de 1 
que llamaremos conjuntos abiertos de E, tales que cumplan las siguien- 
tes condiciones (tomadas como axiomas en el concepto ubstracto) : 

H,) El conjunto vacío Y y el total I pertenecen a (, es decir 
02, Ts. 

H.) Si Gi0, Gas) también pertenece a €) su intersección G.” Gre. 

H») La unión de una familia cuálquiera de conjuntos G pertenecien- 
tes a () es un conjunto perteneciente a (2. 

H,) Si los puntos asl, bel son distintos, a=Fb, existen simpre con- 
juntos G..Q, Goe() tales que arGo, beG» y que además sean disjuntos, 
es decir Ga” G,=0. 

El establecimiento de la familia 9) efectúa la topologización del con- 
junto I para convertirlo en un espacio E. 

Todo conjunto abierto G que contenga el punto a se llama entorno 
de a. Una base es una familia (5 de conjuntos abiertos tal que para 
dere ael y cualquier entorno G de a, existe un conjunto Befin tal que 
rReB(S)G., 

Si se toman como conjuntos abiertos log que se han definido métri- 
camente en el espacio euclídeo E, ($ 64-4, nota 2), se demuestra fácil. 
mente que éste es un caso particular de espacio topológico, es decir, se 
cumpien entonces como teoremas los axiomas de HAUSDORFF, 

Obsérvese que (Hs) no implica que cualquier familia (infinita) de 
conjuntos G tenga una intersección perteneciente a $2. Por ejemplo, para 
18) interpretación concreta constituída por la recta euclídea, la familia 
de intervalos 1 (—1/m, i/n)| con n número natural cualquiera, tiene co- 
mo intersección el origen, que no cs un conjunto abierto. 

En el espacio topológico abstracto E, se define el conjunto cerrado 
F(<)I como el complemento (Cap. I, note 1) de uno abierto, es decir, 
por definición es F cerrado si CF =1I—Fep. Los conjuntos vacíos QM 
y total 1 son a la vez abiertos y cerrados (EL), 

Por las leyes dualítivas del álgebra de conjuntos (Cap. I, nota 1), la 
Interaección de una familia cualquiera de conjuntos cerrados, es un con- 
junto cerrado (cfr. Hy), mientras que la unión de un número finito de 
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado (cfr, H;). La topologización 
del espacio puede hacerse dualmente mediante familias de conjuntos ce- 
rrados en lugar de abiertos. Obsérvese que puede ocurrir que la unión 
do una familia infinita de conjuntos cerrados no sea cerrada; por ejem- 
ido, en la recta euclídea, la unión de la familia de intervalos cerrados 

[1/n; 11), con r número natural cualquiera, es el intervalo semice- 
trado (0; i 

Lado un subconjunto cualquiera X(<)F, por definición se llama 
eleusara de X, y se designa por X, a la intersección de todos los con- 
Juntos cerrados FP que contienen X. Por tanto, siempre X(<)X, La 


froutera de X, designada por frX, se define por la fórmula frX= 
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=X-I—X,. Es fácil demostrar que X -fr3 frX= pa basándose en las 
definiciones mes anteriores, pues X- (> T—X)=X-(X. TX SIX; 
X (X-T-X)(2)X.[X- (1—X)]=X"[X(1-—X)]=X-"I=X , 
(cfr, Capítulo I, nota 1). 

El interior X” de X se define por el conjunto de puntos pertene- 
cientes a X que no pertenecen a su frontera, es decir: 


X” =X— (X"frX). 

Acaso sería más simétrico definir el interior como el máximo abier- 

to contenido en X, es decir X”"=  U  G, Ambas definiciones son 
G(S)X 

equivalentes, porque si G(£)X >I—G(=)I—X y por ser cerrado 
I—G, será I—G(=)I—X(=)MrX y por tanto G(£)X—(X 7 frX). 
Por otra parte, X —(X-frX) es abierto, pues su complemento (1—X)- 
«frX=[(1—X)-X]>1—X=I—X es cerrado. (Es (I—X).X(=) 
(2) 1(—X).x=1). 

Para todo conjunto abierto G es G”=G, pues I—G=I—G por 
ser 1—G cerrado, de donde 


G-frG=G-(G-T=6G)=G" [6 -(1-—G)]=G"(1—G)=0 
Dos conjuntos X é Y se llaman no rampantes, si ningún punto de 


uno de ellos pertenece al interior del otro, es decir, si (X 7" Y*%).(X”** Y)= 
=Q, aun cuando puedan tener comunes puntos frontera, 


c) Si un conjunto X de un espacio topológico abstracto E es la unión 
de dos subconjuntos A y B no vactos tales que ningún punto de uno de éstos 
pertenece a la clausura del otro, es decir, X=A.B, AX0, BX%0, 


(A7 B)- (A- B)=0, entonces diremos que A y B constituyen una ge- 
paración de X, escribiendo X=A|B. Un conjunto X de E se llama 
por definición desconero si existe alguna separación X—A]B. En caso 
contrario, se llama conexo. Por ejemplo en el plano euclídeo, dados dos 
círculos tangentes exteriormente, si consideramos sus interiores, tendre- 
mos un conjunto desconexo, pero basta agregar el punto de contacto para 
tener un conjunto conexo, 

Se llama componente de X a un conjunto A(<)X tal que A sea 
conexo sin ser parte ($ 1-1) de otro conjunto conexo incluído en X. 
Si A y B son ambos componentes distintos de X, debe ser A“B=0. 

El conjunto X se llama totalmente desconexo, si cada componente 
de X se reduce a un punto, Por lo tanto, los conjuntos formados por 
un solo punto, y sólo ellos, son a la vez conexos y totalmente desconexos, 

Un espacio topológico E se llama localmente conexo, si para cada 
conjunto abierto G de E, toda componente de G es un conjunto abierto. 

Se llama recinto a un conjunto abierto y conexo, según ya vimos 
en $ 64-5. Como allí, a la clausura de un recinto se le llama recinto 
cerrado o, más brevemente, dominto. En el plano euclídeo, si la frontera 
de un recinto acotado tiene una sola componente, el recinto es simple- 
mente conexo. En el plano euclídeo, el orden de conexión es igual al nú- 
mero de componentes de la frontera del recinto, si éste es acotado (cfr. 
$ 64, ejercicios 12 a 15). 


d) Si a cada par de elementos a y b distintos o coincidentes de 
un espacio topológico se le puede asignar un número real finito q(a, b) 
que cumpla los axiomas de la distancia: 

D,) La distancia o(a,b) es un múmero real finito correspondiente a 
cada par de puntos del espacio, que es nula cuando y sólo cuando ambos 
puntos coinciden a =b. 

D.) e(b,c) < 0(a,b) + o(a,c) para puntos a, b, e cualesquiera del 
espacio (condición triangular), 
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se dice que el espacio es metrizable y cada distancia así introducida de- 
fine un correspondiente espacio métrico. Éste queda ya en principio es. 
trneturado por la noción de distancia que se considere, pues mediante ella 
puede definirse el entorna y de ahí llegar al concepto de punto interior, 
conjunto abierto, cerrado, clausura, etc., como se ha hecho en el $ 64-4 
siguiendo la teoría clásica. 

De los postulados D,) y D>) se deducen fácilmente los dados en 
x 4-4. En efecto, para c—b en D;), teniendo en cuenta D;,), se obtiene 
077 20(a,b), es decir, la distancia es un número no-negativo. Prr otra 
parte, para c=a en D,), teniendo en cuenta D.), se obtiene q(b, a) < 
< Q0(a,b), válida para todo par, y por tanto, aplicada al par b, a, da 
v(a,b) < 0(b,a), de donde con la anterior se obtiene la condición de 
simetría o(a,b) —o(b,a). 

El espacio euclídeo ($ 64-4) es un espacio métrico de distancia dada 
por [64-4]. En efecto, es inmediato ver que se cumple el axioma D,) de 
ln distancia, Se cumple también la condición triangular D.), porque po- 
biendo 4, == — bi, VV=Cc— 45 (1=1,2,...,2), nunca es negativo el 
trinomio de segundo grado en 2: 


0< 3 On +0) — Vixu? + 22340 + Nvo, 
de donde su discriminante debe ser 
Nuiv1)? — (34) (30) < 0», 

llamada desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ (Cap. XVII, nota 11, b), 

Por consiguiente, 
(44 +00)? < Yu? + 30 4 24 (30) (305) = (VEU + VEA, 
y de aquí resulta 

e(b,c) = Vi(u po) < Viu + Vio? = 0(a,b) + o(a,c) , 


como queríamos demostrar, Obsérvese que además se da en < el signo 
, cuando y sólo cuando existe algún valor de 24 que haga 
Ss Quiso) =0 , 

vs decir, sea C;= (1+4)as—Abi (i=1,2,...,2), equivalente a que los 
puntos a, b, c estén en línea recta ($ 64-4). 

En el espacio cuyos puntos son sucesiones Xx =(%;, La, ..., Un, -..) de nú- 
meros reales o complejos tales que las coordenadas w, forman una serie 
«hsolutamente convergente, puede definirse la distancia mediante 





00 


olah)= XX la-—dbl|, 
==! 


por cumplir los axiomas D,) y D:). Sin embargo aquí, el origen de 
coordenadas 0—(0,0,0,...) y los puntos unidad u=(1,0,0,...), 
ur (0,1,0,...) no están en línea recta f64-5], y sin embargo 
v(0,u) 4 0(0, u.) — 0(u,, uz). 

Msto no ocurre en el importante espacio concreto de IILBERT, cuyos 
puulos son sucesiones XxX =(%,, Ta, ..»,%p, ..-) de números reales o comple- 
iz tules que la serie 


0] 

y Xx; A 

í=1 
comverjoo y donde lu distancia se define por 4f(a.h) = + Vx !a —b, P, 
poe ser ello natural generalización a infinitas dimensiones del espacio 


cuctidoeo E, (efr.S 96), 


') Dudos dos conjuntos X y X*, se establece una tvanafommación 
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univoca, aplicación o representación x*— T(x) de X en X*, si a cada 
punto xeX se le hace corresponder un solo punto imagen T(x)=x*eX*. 
Puede T hacer corresponder a puntos distintos X, y X de X una misma 
imagen en X* y no todo punto de X* debe ser necesariamente imagen 
de algún punto xeX. Respecto de un conjunto A(=)X, designa T(A) la 
imagen de Á (es decir, el conjunto de las imágenes de los puntos de A) 
obtenida en X* por la transformación T. Respecto de la transformación 
T. se llama conjunto inverso T*(A*) de A*(<)X*, al conjunto de pun- 
tos xeX para los que T(x)eA*. Si A* tiene un solo punto x*, entonces 
T(x*) es el conjunto inverso o preimagen del punto x*. 

Dados dos espacios topológicos E(1, 0) y E*(1*,0%) y una transfor- 
mación unívoca T(1) (<)1*, se llama T continua en el punto ael, si para 
cada conjunto abierto G*eQ* que contenga el punto Tía), existe algún 
conjunto abierto Ge) tal que azG y T(G)(<)G* (cfr. $ 24-6). 

Si T es continua en todo punto de E, entonces T se llama continua 
sobre E. Una transformación T(1)=1* se llama topológica o se dice 
también que es un homeomorfismo (POINCARÉ), si T es biunívoca ($ 2-8) 
y por tanto T*(I*)—Í es también biunívoca, y además T es continua 
sobre E y T” es continua sobre E*. Si respecto de dos espacios topoló- 
gicos puede establecerse algún homeomorfismo T(1)= 1I*, entonces y sólo 
entonces se dice que ambos espacios son homeomorfos. El homeomorfismo 
es una relación de equivalencia ($ 1-5), es decir, es una relación binaria 
(entre espacios topológicos) que es reflexiva, simétrica y transitiva. 

El intervalo cerrado lineal 1 formado por los números reales x tales 
que aSx<b con la distancia q(%,, 02) = | 2. —w.2 |], es un espacio topo- 
lógico (métrico). Un espacio topológico cualquiera homeomorío con el 
intervalo cerrado lineal 1 se llama arco simple de JORDAN (definición 
que generaliza la incluída en $ 29-2). El arco simple y =T(Í) tiene por 
extremos los puntos T(a) y T(b), independientes del homeomorfismo T 
elegido para transformar l en y, extremos que según el orden en que 
se tomen fijan una u otra orientación del arco simple y. 


IL Lema de Borel: espacios compactos. — a) En el espacio euclídeo 
E, subsiste el lema de BOREL enunciado con las mismas palabras emplea- 
das para los conjuntos lineales (Cap. VI, nota 111) y demostración aná- 
loga por el método de la dicotomía adecuadamente adaptado a varias 
dimensiones ($ 64-4, nota 3). 


En los espacios topológicos abstractos de FHAUSDORFF (nota 1), se 
toma el lema de BOREL como definición axiomática de los espacios com- 
pactos (según KURATOWSKI). 


Dado un conjunto X(<)I del espacio topológico E, se lama cubri- 
miento abierto de X a una familia ¿G)? de conjuntos abiertos G de E 
tal que para cada punto xeX existe al menos un entorno Ge/G) tal que 
xeG. Si la familia ¿G) consta sólo de un número finito de G el cubri- 
miento abierto se llama finito. 


El conjunto X del espacio topológico E se llama compacto cuando 
todo cubrimiento abierto de X contiene un subcubrimiento finito. El es- 
pacio mismo E(l,Q) se llama compacto cuando esta condición se cumple 
para X= Il, : 

El intervalo linea] cerrado a ExÉb es un espacio topológico (mé- 
trico) compacto (Cap. VI, nota HIT), mientras que el intervalo lineal 
abierto a< « <b es un espacio topológico (métrico) no compacto, am- 
bos con la distancia Q(%1, %a)= | t1— L2|. 

El espacio euclídeo E, (sin puntos impropios) no es compacto, En 
cambio, todo conjunto cerrado y acotado del espacio euclídeo E, es com- 
pacto (lema de BOREL), Como esta propiedad es la base de las principa- 
les consecuencias referentes a los conjuntos cerrados y acotados (Cap. 
Vi, nota 111), en topología general, donde la noción de acotación no 
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tienc sentido, el conjunto compacto reemplaza al acotado cerrado del es. 
pacio ordinario. 

Un conjunto X del espacio topológico E se llama un continuo cuando 
es compacto, conexo y tiene por lo menos dos puntos distintos. Algunos 
Hulores sustituyen la última condición por la de ser no vacío y entonces 
cl conjunto formado por un solo punto es también un continuo, 

En los espacios compactos puede simplificarse la definición de ho- 
mecomorfismo (nota 1); en efecto, en espacios topoiógicos cualesquiera, si 
in transformación T(X)=X* es biunívoca y continua sobre X y ade- 
más X es compacto, entonces X —= T"(X*) es también continua. Para X 
vo compacto, la conclusión puede no subsistir, aunque X* sea compacto; 
por ejemplo, si consideramos que X está constituído por «<0 y *=1, 
con los entornos formados por la intersección de X con los de la recta 
cuclídea real y lo transformamos en el X* constituído por el segmento 
0<yH3<l, con entornos también de la recta euclídea real, mediante la 
transformación biunívoca y continua T dada por y=e" si <0, y=0 
ñi x=—1, vemos que en cambio T”* no es continua (nota 1). 


b) Otros autores, siguiendo a FRÉCHET, en lugar de partir de la no- 
ción de entorno como hace HAUSDORFF (nota 1), parten de la relación de 
acumulación, mediante la atribución a cada conjunto X de un derivado 
X” (cfr. $ 64-4, nota 2) con correspondencia que satisfaga a propieda- 
des axiomáticas que definan así implícitamente el concepto de espacio 
topológico. Por ejemplo, ellas son: 19) X”.Y'—(X.Y)'; 2%) el deri- 
vado del conjunto formado por un solo punto es vacío; 3%) X”(<)X', 
donde X” es el derivado de X'”. Éste es el llamado por FRÉCHET espacio 
topológico accesible. 


Estas propiedades son duales de las siguientes de la clausura X de 


un conjunto X (nota 1): 1%) X-Y=YX-Y; 29) la clausura del con- 
junto formado por un punto es el mismo conjunto; 3%) X= YX, donde X 


cs la clausura de X. Éstos son los awiomas de clausura que sirven a 
KURATOWSK1 como punto de partida de la Topología. 


En la escuela de FRÉCHET se define la compacidad tomando el teo- 
rema de BOLZANO- WEIERSTRARS ($ 64-4, nota 3) como definición ca- 
racterística (o axiomática). Así, un conjunto X del espacio E se llama 
compacto (en E) si cualquier subconjunto infinito de X tiene un punto 
de acumulación (punto de E) que puede pertenecer o no a X, (Por 
ejemplo X —41/n) con n número natural cualquiera no es compacto en 
ul espacio métrico 0<x<1, pero sí lo es en el espacio métrico 
0<x< 1, con distancia en ambos dada por 0(=, 1.) =|.. —x.]). Esta 
noción reemplaza a la de conjunto acotado del espacio ordinario. La co- 
rrespondiente a la de conjunto acotado y cerrado es la de conjunto com- 
pacto en sí para el que se exige que el punto de acumulación pertenezca 
nl mismo conjunto X. Entonces, para los espacios métricos se cumple el 
lema de BOREL, y así en los espacios métricos el conjunto compacto en sí 
de PRÉCHET equivale al compacto de KURATOWSKI. Ello no ocurre en un 
espacio topológico general y por ello la relación de acumulación se com- 
plica con consideraciones sobre la potencia o número cardinal (Cap. 11, 
uotu TI) del conjunto acumulante, FRÉCHET dice que X es un conjunto 
perfectamente compacto (en sí) si para todo subconjunto infinito C de 
X exisle un punto (de X) tal que el interior de cada uno de los entornos 
de este punto contenga un conjunto de puntos de C con la misma poten- 
eii que X. Y así la condición necesaria y suficiente para que X cumpla 
oi lema de BOREL (sea compacto en el sentido de KURATOWSKI), es que 
sen perfectamente compacto en sí en el sentido de FRÉCHET. 


111. Bibliografía. — 1. Las obras citadas en el volumen 1 sobre cálcu- 
lo infinitesimal abarcan también, en general, el estudio de las funciones de 
varia varinblea. A ellas hos hemos referido en el Cap, VI, nota VI, y Cap. 
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IX, nota VIII, Recordamos en especial los textos de J, REY PASTOR (Ele- 
mentos de la teoría de funciones, 3% ed., 1953), COURANT, VALLÉE- 
POUSSIN, SEVERI, LEVI, VALIRON, GOURSAT, GRAVES, SAGASTUME y HOBSON. 

En la 2% edición del volumen lI se han agregado además las siguien- 
tes citas: 

Abarcando desde el número real hasta integrables dobles: 

J, ABDELHAY: Curso de análise matemática, (2 vols., Univ. Brasil, 
Río de Janeiro; 2% ed., 1953); 
la extensa y muy difundida obra: 

H. v. MANGOLDT (refundición de K. KNoPP): Einfúhrung in die ho- 
here Mathematik fúr Studierende und zum Selbstudium. 1, Zahlen, Funk- 
tionen, GrenzweYte, analytische Geometrie, Algebra, Mengenlehre; IL, Dif 
ferentialrechnung, unendliche Reihen, Elemente der Differentialgeometrie 
und der Funktionentheorie; TIL, Integralrechnung und ihre Anwendungen, 
Funktionentheorie, Differentialgleichungen (Hirzel, Stuttgart; 9% ed, 
1948) ; 
la didáctica y adaptada a programas modernos: 

A. DuscHEx: Vorlesungen tber hóhere Mathematik (vol. 1, 32 ed, 
1960; vol. 11, 22 ed., 1958; vol. III, 22 ed., 1960; Springer, Viena); 
la excelente obra de tratamiento meticuloso del Análisis infinitesimal clá- 
sico, resaltando los aspectos teóricos, con cuyo propósito deja casi total- 
mente de lado las aplicaciones, pero con abundancia de ejercicios y ejem- 
plos de naturaleza estrictamente matemática: 

A. OSTROWSK1: Vorlesungen tiber Differential- und Integralrechnuny 
(1. Funktionen eimer Variablen, 2% ed,, 1960; II, Differentialrechnung 
auf dem Gebiete mehrerer Variablen, 22 ed., 1960; IIL. Integralrechnung 
auf dem Gebiete. mehrerer Variablen, 1954; Bikhauser, Basilea); 

y el completo y extenso tratado: 

G. HAUPT, CG. AUMANN y €, PAUC: Differential- und Integralrechnung 
unter besonderer Berúcksichtigung neuerer Ergebnisse (W. de Gruyter. 
Berlín; vol. 1, 22 ed., 1948; vol, II, 2% ed., 1960; vol, III, 1954). 


2. Otro curso moderno de iniciación universitaria es: 


F, TriCOM1: Lezioni di Analisi Matematica; Parte 1% (6% ed., 1948); 
Parte 2% (4% ed., 1939); Esercizi e Complementi (1949; CEDAM, Padua). 

Obra que contiene mucho material moderno en forma muy condensada 
y casi telegráfica, con notaciones no usuales, es: 

G. AUMANN: Reelle Funktionen (Springer, Berlín, 1954). 

Obra original por su innovación conceptual al efectuar la distinción 
entre magnitud variable (función real definida sobre un conjunto arbi- 
trario) y función de variable de WEIERSTRASS (función real definida so- 
bre el conjunto de los números reales), escrita como curso de iniciación 
universitaria, es: 

K. MENGER: Calculus, a modern approach (2% ed., Illinois Institute 
of Technology; Chicago, 1953). : 

Superando los cursos intuitivos, pero prescindiendo demasiado de toda 
motivación de ese tipo, se logra, mediante la sistemática introducción de 
la continuidad y diferenciabilidad uniformes, un tratamiento riguroso y 
no difícil para una amplia clase de funciones, en la obra: 

R. L. GOODSTEIN: 4 text-book of Mathematical Analysis. The unt- 
form calculus and its applicationa (Clarendon Press, Oxford, 1948). 

Los cursos comunes que se siguen en Norteamérica para la gradua- 
ción suelen caracterizarse por su superficialidad, con lo que no tratan de 
abrir horizontes que eleven a los mejores alumnos de la común mediocri- 
dad, y no intentan, como los europeos o los mismos norteamericanos diri- 
gidos a los posteraduados, de mirar más a la selección que al número y 
aspirar más a la elevada formación que a una adocenada instrucción. 
Entre los más correctos, para la iniciación universitaria y llegando hasta 
la derivación parcial e integrales múltiples, pueden citarse: 
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G. B. Thomas: Catculus and analytic geometry (2% ed., Addison-Wes- 
loy, Cambridge, Mass., 1953; con edición reducida a Calculus, 1963) ; 

J. F, RANDOLPH y M. Kac: Analytic geometry and calculus (Mac- 
millan, 1946). 

A éstos siguen los cursos de “cálculo avanzado” que comprenden de- 
rivación parcial, análisis vectorial, geometría diferencial, integrales múl- 
tiples y curvilíneas, trascendentes eulerianas, series de FOURIER y temas 
suplementarios como cálculo de variaciones o transformación de LAPLACE. 
Un texto que se distingue por su rigor completamente satisfactorio y la 
extrema precisión de enunciado y demostración de los teoremas es: 

D. V. WIDDER: Advanced Calculus, (Prentice-Hall, Nueva York, 1947). 

Otros muy reputados son: 
o KAPLAN: Advanced Calculus, (Addison-Wesley, Cambridge, Mass,, 
y los dos siguientes con numerosos ejercicios e indicaciones para su reso- 
tución, de los cuales el segundo está orientado hacia las técnicas de 
cálculo de interés en las aplicaciones, dejando de lado demostraciones y 
cuestiones de fundamentación tratadas en el primero, al cual hay fre- 
cuentes referencias: 

PH, FRANKLIN: 4 treatise on advanced caleulus, (Wiley, Nueva 
York, 1940); 

PH. FRANKLIN: Methods of advanced calculus (McGraw-Hill, Nueva 
York, 1944), 


3. Sobre teoría de conjuntos y espacios abstractos están las obras 
da HAUSDORFF, FRAENKEL y HAHN citadas en Cap. IX, nota VIII. Expo- 
sición muy completa y original de topología conjuntista contiene el mo- 
numental tratado de BOURBAKI (citado en Cap. I, nota IV, 9). 

Es clásico el texto crítico como repertorio de resultados obtenidos 
con abundante bibliografía hasta la fecha de su publicación, ya lejana 
para el tema tratado: 

M. FRÉCHET: Les espaces abstraits (Gauthier-Villars, París, 1928). 

La obra más importante sobre topología conjuntista, que cubre un 
material inmenso en orden lógico estricto, con bibliografía abundante, ex- 
colente para referencia y también como texto (no apropiado para princi- 
pinntes) es: 

C. KURATOWSKI: Topologie; 1. Espaces métrisables, espaces completa 
(28 ed., 1948); 11. Espaces compacta, espaces connexes, plan euclidien 
(2% ed., 1952; Monografje Matematyezne, nos. 20 y 21, Varsovia). 

Obra más incompleta es la de 

W. SIERPINSKI: General topology, (Univ. Toronto, 1952). 

Del mismo autor, trata de topología como capítulo de la teoría gene- 
ra] de conjuntos una parte del libro: 

W. SIERPINSKI: Álgébre des ensembles, (Monografje Matematyezne 
no 23, Varsovia, 1951). e 

Exposición muy general y abstracta, no adecuada para principian- 
Lon, €8; 

; G. NOBELING: Grundlagen der analytischen Topologie (Springer, Ber- 
ín, 1954). 

Ra la primera parte de un excelente tratado autocontenido de carác- 
tar elevado y extremadamente general sobre espacios vectoriales topalógi- 
cos, y contiene importantes resultados nuevos en un estudio muy detallado 
do los cuerpos conmutativos valuados, la obra: 

l., NACHBIN: Espagos vetoriais topologicos. 1. (Notas de Matem., 
nY 4, Boffoni, Río de Janeiro, 1948). . . 

A espacios lineales se dedica el libro V: Espaces vectoriels topologi- 
quen, do la 1% parte de la obra de BOURBAKI (citada en Cap. 1, nota TV, 9) 
del que se han publicado los dos primeros capítulos (Act. Scient. et Ind., 
n 1180; Hermann, París, 1953); sobre el mismo tema es clásica la céle- 
bre obra do 
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S. BANACH: Théorie des opérationa linéaires (Monograíje Matema- 
tyezne, n% 1, Varsovia, 1952; Chelsea, Nueva York, 195b). 

Una lúcida y concisa exposición, apropiada para lectores con pocos 
conocimientos matemáticos, conteniendo cuestiones sobre conjuntos, topo- 
logía, probabilidad y medida referidas a la recta real es 

E. BoREL: Eléments de la théorie des ensembles, (Albin Michel, Pa- 
rís, 1949). 

De un tipo aún más elemental son los libritos de FAVARD y VERRIEST 
(citados en Cap. XVII, nota V, 7). 

Orientada a dar un fundamento general al “análisis moderno”. simi- 
lar en sus propósitos a los des primeros capítulos del libre 111 (Topologie 
générale) de la obra de BOURBAKI (citada en Cap. 1, nota IV, 9) es la 
cobra de orientación moderna y tratamiento refinado, con valiosa colección 
de ejercicios: 

J. L, KeLLEY; General topology (Van Nostrand, Toronto, 1955) ; trad. 
al castellano: Topología general (Eudeba, Bs. As., 1962). 


4. Una obra completa, dedicada tanto a la topología conjuntista co- 
mo a la combinatoria es 

P. ALEXANDROFF y H. HopPF: Topologie. (Springer, Berlín, 1935; Ed- 
wards, Ann Arbor, 1945). 

La topología combinatoria está también muy bien tratada en el libra 
de estilo claro y detallado: 

H. SEIFERT y W. THRELFALL; Lehrbuch der Topologie (Teubner, Leip- 
zig, 1934; Chelsea, Nueva York, 1947), traducción castellana: Lecciones 
de topología (Instituto Jorge Juan, Madrid, 1951). 

Más concisos y abstractos son los siguientes, de los cuales el segundo 
complementa al primero: 

S. LEFSCHETZ: Algebraic topology, (American Math, Soc,, Nueva 
York, 1942) ; 

S. LEFSCHETZ: Topics in topology, (Annals of Mathematics Studies, 
n% 10; Princeton Univ, Press, 1942). 

Del mismo autor existe el didáctico texto, que con un mínimo de me- 
dios auxiliares resuelve los problemas y obtiene los teoremas que son 
típicos e importantes en la tepología y sus aplicaciones: 

d S. LEFSCHETZ: Introduction to topology, (Princeten Univ. Press, 
1949). 

Clara y elemental introducción es la de 

L. S, PONTRIAGIN: Foundations of combinatorial topology, (Graylock, 
Rochester, N. Y., 1952). 

Algo más extensa es: 

K, REIDEMEISTER: Topologie der Polyeder und kombinatorisohe Topo- 
logie der Komplexe, (Akademische Verlag, Leipzig; 2% ed., 1953). 

Conteniendo una exposición completa de la nueva teoría axiomática 
de la homología está la importante obra de 

S, EILENBERG y N,. STEENROD: Foundations of algebraie topology, 
(Princeton Univ. Press, 1952). 

Entre las obras de entretenimiento y divulgación que tratan temas 
de topología, tan adecuados a este objeto, están: 

W. W. Rouse BALL: Mathematical recreations and essays. Revised by 
H. S, M. COXETER, (Macmillan, Nueva York, 1947); 

D. HILBERT y S. COHN-VOSSEN: Anschauliche Geometrie, (Springer, 
Berlín, 1932); traducción inglesa: Geometry and the imagination, (Chel- 
sea, Nueva York, 1952). 

Es también curioso y fascinante el libro siguiente que da instruecio- 
nes para construir modelos cn papel, cartón, madera flexible, plástico, 
alambre o metal: Ñ 

H. M. CunDY y A. P. ROLLETT: Mathematical models, (Clarendon 
Press, Oxford, 1952); 
basado sobre todo en el completo tratado de 

H. S. M. COXETER: Regalar polutopes (Methuen, Landres, 1948). 


CAPITULO XIX 


FÓRMULA DE TAYLOR EN VARIAS VARIABLES 


8 69, DERIVACIÓN SUCESIVA Y FÓRMULA DE TAYLOR 


1. Derivación sucesiva. — Si Íf(x,y, ...,w) admite deriva- 
das parciales en todos los puntos de un recinto y éstas admi- 
ten a su vez derivadas parciales, las nuevas funciones así de- 
finidas se llaman derivadas segundas de f; las derivadas de 
éstas se llaman derivadas terceras de f, etc. Si es n el número 
de variables, hay a derivadas primeras, 1? segundas, n? terce- 
ras, etc., números que se reducen bajo ciertas condiciones, por 
ser iguales varias de ellas, como pronto veremos. 

Refiriéndonos especialmente al caso de dos variables, las 
derivadas segundas de u= f(x, y) en el punto (%o, Yo) se re- 
presentan por esta notación : 


fezlLo, Yo) + Leylto Yo) » ÍvalZo Yo) » Íywl[Lo, Yo) 


y al variar el punto, las funciones derivadas segundas (que 
suelen llamarse brevemente derivadas segundas, sin peligro de 
confusión con los valores numéricos en el punto (x, y) ), se de- 
signan así: 





32 2 

tua, 0) = E (57) - == Eo ta , 
a (o 9% du 

La (2, y) = 27 los a Sa > , 

Irala, y) = Al e 7 , 
ee dx 10y 0y0x dydx 

Lyy (x, y) = S ay (54) = a is » 
oy oy? oy? 


donde se ha ica, la notación de JACOBI para derivadas 
primeras y segundas en los miembros intermedios, En lugar 
de fos Ó Us. se emplean también Í,, Us. 

Si las variables independientes son x, y, 2, las derivadas 
segundas serán: 


Us y Úry » UÚez y Ugo >) UÚyy » Uya 5. ... 
y las terceras: 
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ia 0 y _ *fx,y2) _ u 
a da | ox das das” 
0 92 i(x, y, 2) du 
Ue la) Tia 7 A 
0y | 0x% dx?20y 01*%0y 
0 02f f(x, y, 2) du 
Uzyz = — | —— — —__ amv. So — , 
dz 10%0Y ox0yoz dxoyoz 
ete. 
Para el caso de más variables convendrá designar éstas 
por Xy, Y2, -.., Y, y emplear las notaciones: 
Li) Li2r La) --., Lon o bien Li, Uno, ---, Un 
Lisa Ír127 Íni81 ---«» Lona O Die YU, Urizr Uri, «--» Unmpo 
EJEMPLO. Caleculemos las derivadas parciales segundas de la función 
f(x, y) = -= ay 
Y . 6 + 18 _ 
E e Md a 
de tas?" ?* a e 
A _ o A E OS 
yo 6 "APO BO? Ya eas* 


El ejemplo anterior nos muestra que para ese caso particular es 
ía, =1,,5 esto, como veremos ($ 69-2), no ocurTe siempre. 


2. Conmutabilidad de la derivación sucesiva. — Pare una 
función poco sencilla, tal como 
u = 6x2 — Tay + Bayi o, 
sus derivadas primeras 


Ue = 181%? — ldxy + by? , uy = 12x%y — Ta? + Ibey? 


son a primera vista lo bastante distintas para impedirnos pre- 
ver la igualdad de las derivadas segundas cruzadas: 


Uey = 3224 — 14x + 154? = Uye- 


Sin embargo, ésta se hace plausible si consideramos las di- 
ferencias segundas. De igual modo que la derivada segunda en 
funciones de una variable es caso particular del límite de un 
cociente incremental (Cap. XII, nota 1, d), veamos la relación 
existente entre las derivadas segundas de f(x, y) y las dife- 
rencias 

[Así (to, Yo) = xo + R,Yo) — Éto, Yo) » 
LAyf (Xo, Yo) = £(Xo, Yo + k) — Élto, Yo) , 


| 69-1] 

Ayl = Ay(A,f) = [£(x%0 +h, Yo + k)—Í(%o, Yo + k)1 — 
— [£(xo+Rh, Yo) —Í(%o, YY] , 
¡Anel = Ar(AyÍ) = [£(2o+h, Yo + k)— (20 + h,Y0)1 — 
— [f(2o, Yo + K)— 1 (Zo, Yo) ] - 
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Salta a la vista la igualdad 
[69-21] Amyl (To, Yo) 5 Aysl (Xo, Yo) , 
y el significado geométrico de ambos miembros es éste: suma 
de valores en dos vértices opuestos del rectángulo de incremen- 
tos menos suma en los otros dos. 
Aplicando el teorema del valor medio ($ 35-1) resultan es- 
tas expresiones: 
[69-83] ( Ay(A,Í) = Elf, (to +R, Yo + 02k)— fy (Lo, Yo + 82k) 1, 
As(Ayf) = Rh[fÍ.(%o + 01h, Yo + k)— f2(%o + 01h, Yo) ], 
0<0 <il , (¿=1,2), 
suponiendo solamente la existencia de derivadas primeras, pero 
no sólo en el punto (to, Yo), sino también en un entorno U de 
él o más estrictamente en el respectivo segmento paralelo a los 


ejes coordenados que pasan por (2, Ya) ; según sean las nuevas 
hipótesis que introduzcamos, resultan importantes teoremas. 


TzEoR. 1 (LLORENTE*), HIP. 4) Existen números positivos K y H tales 
que para [k|<Ky|h,<H existen i(oo, Ya + ) y Í,(x0 + h, yo); 
B1) Si es A%f el valor común de [69-2], existe 


A? 
[69.4] z 


lim — = 
(hi0 hk 
Tesis: Existen y son iguales 
[69-5] Toy (%o, Ya) = Tus (Mo, Yo) = A, 
En efecto, recordemos que cuando existe límite doble y existe el lí- 
mite interior del sucesivo, entonces existe el límite sucesivo exterior y 


coincide con el límite doble ($ 65-2, nota 1). Apliquémoslo a lim f- 
(hk) >0hk 


, 


A 
= lim +1 lim A), pues por a,) existe el límite interior: 
k>0 r>o h 
A? AJ(A 
o A PO 1 
aso kh k—>0 
hi [e + h, Yo + k) — Í(%o, Yu + k) (o + h, Yo) — fío, Ya) ] 
im | == AAA  -- 2121 o A O 
h>0 h h 
— fr(%o, Yo + k) — Í:(%o, Yo), de donde existe: 


L.(Xo, Ya + k) — L (2, Ya) sa, 








— fr (o» Yo) = lim = 
k>0 k 
Ñ 1 ; Af 
= lim + lim +] =», 
k>okLi>o h 


Del mismo modo, aplicando la última [69-1], de a,) y $ 65-2, nota 1, 
obtenemos que existe 


fykxo + Ah, Yo) — £, (xo, Yo) 


fit ads an) RAE lo To O 
eli 10) = lim, . 
A,(A 
= + l lim A a, 
R>oRhLlr>o k 


y por tanto queda demostrada la tesis [69-51]. 





* F. LLORENTE GONZÁLEZ-GALLARZA: Euclides XY, pp. 269-264 (Madrid, 1965). 
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'TBor, 8 (SCHWARZ). HIP. a) Existen f., Í, en un entorno U de 
Quer 4) 5 

Pa) Existe f,, en el entorno U y es continua en (%o Yo); 

Tests: Existe en este punto 1,. y se verifica la igualdad [69-5]. 

En efecto, por la existencia de f. eri U, se cumple la última [G9-3] 


y por existir f., en U, podemos volver a aplicar el teorema del valor me- 
dio, dando 


[69-6] Af = A, (Ayf) = hk fo (%0 + Gh, Yo + 0k), 
Entonces, de la continuidad (Ba) de f., en (%, yo) resulta se cumple la 
hipótesis del teorema 1 para A — f,y(%o, Yo), de donde la tesis [69-5]. 


Como corolario inmediato resulta este teorema, que es suficiente en 
ls aplicaciones del cálculo: 


Teor. 3 (BONNET). Hip. a) Evisten f,, f, en un entorno U de 
(dor Yo) 5 


Bs) Existen en U las derivadas f.,, f,. y son continuas en el pun- 
to (Lo Yo); 


TESIS: 
169-7] toy (to, Yo) = L,s(to, Yo) - 


Otro teorema interesante que da también condiciones suficientes para 
la conmutabilidad de la derivación es el siguiente: 


TEOR. 4. (HEFFTER- YOUNG). Hip. a) Existen f,, f, en un entorno U 
de (xo, Yo) ; 

B) Estas funciones f., f, son diferenciables en (%o, Yo), con lo que 
suponemos ya existentes for, fey, fur fyy en dicho punto ($ 66-4). 

Tesis: Es £.,(%o, Yo)= Í,n(%o, Yo) . 

En efecto, aplicando a cada término del paréntesis de la segunda de 
las [69-37 la hipótesia de diferenciabilidad ($ 66-4, DEF.) : 

La (o + 61h, Yo +) — fo(%o, Yo) = Grhtes (20 Yo) + Kioy(%o, Yo) + EQ > 
Ta (mo + Oh, Yo) — fo(%o, Yo) = OihÉas (20 Yo) + 620, 
con €,->0, £a->0 para q ->0, de donde al restar: 
Ar(AvÍ) = hiLey (%o, yo) + (ex — ta) ho. 

Análogamente, por permutación de x por y, de la primera de las [69-83] 


se deduce 
AvlAsi) = hhtys (xo Yo) + (Ea — €) ko, 
con En >0, €: >0 para q >0. 
De la igualdad [69-3] y de las dos anteriores para h=k= 0/ v2, 
ss obtiene: 
Aoyf (%o, Yo) 
Q'/2 
Haciendo en ésta q > 0, resulta [69-7], como queríamos demostrar. 


= foy(to Yo) + V2(e1— €n) == Ly (Lo, Yo) + V2Z (en — €4). . 


NorTas: 1. Obsérvese que mientras el teorema de SCHWARZ exige 
más por una parte (existencia de f,, en un entorno y continuidad en el 
punto), en cambio el de HEFFTER (poco después encontrado por YOUNG), 
admite la existencia de las cuatro derivadas segundas en el punto y ade- 
mán ln diferenciabilidad de las primeras. 

Conviene fijarse, para evitar confusiones, en que Az, conduce a foo, 
mientras Ay. da f.,. 


2. Las demostraciones subsisten para cualquier número de variables, 
puasto que en la derivación respecto de dos de ellas se conservan cons- 
tantes las demás. Por tanto, una función de tres variables tiene seis de- 
rivadas segundas, diez terceras, ete. Una función de n variables que ad- 
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mite n? derivadas segundas, sólo tiene n(n + 1)/2 distintas. En gene- 
ral, el número de derivadas sucesivas vendrá dado por el de combinacio- 
nes con repetición ($ 11-4, nota) que pueden formarse con las variables 
independientes respecto del orden de derivación respectivo. Finalmente, lo 
mismo que en el caso de las multiplicaciones en monomios ($ 4-2), puede 
alterarse arbitrariamente el orden de varias derivaciones consecutivas, 
siempre que las derivadas obtenidas sean continuas. Por esto, para defi- 
nir una derivada basta indicar el número de veces que se deriva respecto 

de cada variable independiente. 

EJBMPLO. Dada la función 
[uy EL para (2,4) + (0,0) 

T(2,y) = ey 


0 para e=y=0 , 
resulta continua en (0,0), pues |£(x%,y)| < | x4 |. 


También es derivable hasta el segundo orden, pero en cambio, la 
derivación no es conmutativa en (0, 0), pues, sobre el eje y existe: 


e. F(h,y)—1f(0,y) , PP —q 
f.(0,y)= lim "2% —= 1 _—_—— => ; 
(0,4) h—> 0 h had Py id 
sobre el eje x existe 
Cu A E 0) 2. Pako 
1, (x,0) = ao O EN =: Aa A > +. 
De ahi resulta 
fi0(0,0)= — 1 fÍja(0,0) = + 1. 


Obsérvese que en este ejemplo no se cumple la hipótesis f1) del teo- 
rema de SCHWARZ, porque f., no es continua en (0,0), ya que Lay (x, 0)= 
=3+1 si 0. 

Tampoco se cumple la hipótesis B,) del teorema de HEFPTER - YOUNG 
porque para a+ y >0 es 

L.(2,y) = v[ 1 + 2y a | —Y +0 
donde el último miembro representaría para lim e=0 la diferencial 
0>0 
total del primer miembro en (0,0) si éste fuese diferenciable en dicho 
punto ($ 66-4), pues fes(0,0)=0, f.y(0,0)=— 1, y en el origen coin- 
ciden h=xw, k—y, siendo en este caso Af,(0, 0=1, (x, y) — 12(0, 0) = 
=f.(x,y). Si despejamos e de los dos últimos miembros igualados, ha- 


ciendo »=y =0/V2, quedaría e= V2 que no tiende a 0. Por tanto, 
Í,(x,y) no es diferenciable en (0, 0). 


3. Diferenciales totales sucesivas: fórmula simbólica. — 
a) Observando; ($ 66-4) la definición de diferencial de 2= 
=1f(x%, y): 
dí = f.(x,y).Ax $ £,(x, y) .Ay 


vemos que df depende de x e y (pues f.(x,y) y f,y(%, y) son 
funciones de x é y) y también de los incrementos Ax, Ay. 

Si como en el caso de una variable ($ 38-2), damos a Ax, 
Ay, valores fijos, la diferencial df depende sólo de x é y, y 
considerada como función de estas variables podrá tener a su 
vez una diferencial que llamaremos diferencial segunda de Í 
e indicaremos con d*f: 

df = d(df). 
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Análogamente representaremos la diferencial de tercero, 


cuarto, ..., enésimo orden de f(x, y) por df, dE, ..., drf 
respectivamente, donde 
df = dí(d*f), dé = d(df), ..., def = d(d**f). 


Si las segundas derivadas existen y son continuas en el 
punto considerado, existirá diferencial segunda ($ 66-4, teor. 
2), y teniendo en cuenta la conmutabilidad de la derivación 
($ 69-2, teor. 2) vamos a obtener su expresión. 

Por haber a fijos Ax = de, Ay = dy, resulta 


PE dde) (5 e) Ye + +7) t4= 


ceso cagó y) dz + dy) dy = 


2 2 
an +2 - a dy = dy?. 


nó que la expresión d?%f puede escribirse en la 

forma 
dá d 0 De 
dl = x= + dy 37) , 

donde el exponente las (2 indica que después de elevar 
al cuadrado debemos reemplazar las potencias y productos de 
los simbolos de JACOBI por índices de derivación. 

En general, si existen y son continuas las derivadas n-ési- 
mas en el punto considerado, se tendrá : 


[69-8] at = [de L4 dy "s 
0% Y dy d 


donde se aplica, con la convención anterior, el desarrollo de la 
potencia de un binomio ($ 12-1), expresión que vale también 
para n= 1. La (69-8] se demuestra por inducción completa: 


drf = d (df) = af” E > A demrrdy | = 


r ) oartayr 
A (MU 1 nirdrjr | 
da [EA pe tema | + 


1 (n—1 o”í amidar l= 
+ (0) arpa |- 


WS pa o”f ndo? 
= le ) arar dd, 


mn 


r—1 r 
Para el caso de más de dos variables independientes, se lle- 


xa a un desarrollo análogo, pero aplicando ahora la potencia 
do un polinomio mediante la fórmula de LEIBNIZ ($ 122), 


ya que, según $ 11.4, b, es A E E) = 2 ] 
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on la misma convención anterior respecto de las potencias y 
roductos de los símbolos de derivación : 
(m) 


0 3 
69-9] df (2, ta... 20) = (dz, + a ES 


mi omf 
= Y — > A — dx dig ... de,” 
ri! ra! a Pp! Ox 10% 978... OLp» Us dd s 
onde 11 +T12+...+1,= m representan todas las descompo- 
iciones posibles de m en n» enteros no negativos. 


b) Hemos visto ($ 67-2) que la expresión de la diferencial 
otal primera [67-7] es la misma, aunque las variables de que 
epende la función diferenciada sean a su vez funciones de 
tras variables independientes. Esta importante propiedad no 
ubsiste para las diferenciales de orden Superior. Pues, por 
jemplo, en la diferencial segunda, ya no podrán tomarse dz, 
y como parámetros fijos, sino como diferenciales funcionales, 
ue tienen a su vez dix = d(dx), dy = d(dy), dando 


3 ay of of 
E A = 0 pa A qa - q: 
69-10]  d2f [de +dy > i+>o dz += d 


Si x é y son independientes, por ser entonces d%x = dy = 0, 
ueda la fórmula dada anteriormente. 


4. Derivadas y diferenciales sucesivas de las funciones im- 
lícitas. — Supuestas cumplidas las condiciones de existencia 
$ 68-2) de las funciones definidas implícitamente por el sis- 
ama [68-11], el método de la anulación de las sucesivas dife- 
enciales totales es muy cómodo para obtener las sucesivas di- 
erenciales y derivadas parciales de dichas funciones implíci- 
as, como ya se ha hecho ($ 67-6) para las de primer orden. 

Así, respecto de las diferenciales totales primeras de 
68-11]: 
































F SE 9F 
a eo. e + y a + 
E do 0 
Am 
Sa des + de, Y 
69-11] 2 es 
+ o dm =0 , 
A E ; 
9F» Em aF 
2 dat... + 3% de, + da du +...+ 
Fm 
0 
+ Um dm 
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si suponemos que las funciones F;, (¿=1,2,...,m), tienen 
derivadas segundas continuas, podremos volver a diferenciar 


totalmente, teniendo en cuenta que dx,, ..., dx, son parámetros 
independientes, mientras que du,, ..., dun son diferenciales 
funcionales. 
Aplicando la potencia simbólica d» e 69-3), quedará: 
2) 
(da E ho + de — + de bm. Bl A] F,+ 
1 
0F; ., e LE 
+ * hd Um =0 , 
a AAA A O ET ; 
de tds dd E od E E 
1 0%, ... "o 1 E ... m Dm ”m 
En 
2 +. + dt =0 , 





donde los cuadrados blas son formas cuadráticas ($ 4-7) 
en dí;, ..., de,, dur, ..., dun con coeficientes que son deriva- 
das segundas de las funciones F;(2%,, Loa, ..., Uns Ut, «+.» Um), 
(¿=1,2,...,.m). El sistema [69-12] es también un sistema 
de CRAMER en d%4,, ..., d%u,, si no es nulo el jacobiano 
o(F, Fo, ..., Fn) 
¿ 0(U1, Uz, . .., Um) O 

Así pueden despejarse ($ 15-4) las d%%, ..., d%%4m, susti- 
tuyendo en las expresiones que se obtengan las du;, ditz ..., dm 
por las halladas mediante [69-11]. 

En definitiva, llegaremos a una expresión cuadrática ho- 
mogénea en dx,, dz, ..., de, para cada d%u,, (=1,2,...,m), 
de cuyos coeficientes podrán deducirse las derivadas segundas 
de las funciones incógnitas uj,=1f;(%1, Yo, ..., €), (=1,2, 
..., mM), sin más que identificar la expresión hallada de d%, 
con la ($ 69-8) : 


a) (2) . 
f, , (3=1,2,...,m) , 





a 
du; = (da, 0% +... + d%n 


en virtud ($ 16-2) del principio de identidad de los polinomios 
de varias variablea (en este caso dz,, día, ..., den). 

Y así se sigue para diferenciales y derivadas de orden su- 
perior, donde el sistema de ecuaciones lineales en las nuevas 
diferenciales incógnitas tiene siempre como determinante el 
mismo jacobiano [68-12], siendo, por tanto, todas estas dife- 
renciales obtenibles sin necesidad de conocer las expresiones 
explícitas 4; =1f,(2,,%2, ..., 2.) de las funciones incógnitas 
determinadas por el sistema [68-11]. 
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EJEMPLO. Hállense d'z y las derivadas parciales de quinto orden 
de 2=1Í(x,y) definida por 
ar y e 
a? ES e a 
El método expuesto se recomienda aún en casos en que como éste, sea 
posible despejar explícitamente la función incógnita, si ésta resulta com- 
plicada para la diferenciación sucesiva. Además, conviene diferenciar di- 
rectamente sin entretenerse en interpretar las fórmulas simbólicas [69-12] 
y demás que sigan. El trabajo puede simplificarse con adecuados cam- 
bios de variables; por ejemplo, en este caso tomaremos 


ec=a , y=bp , 2=0l 


di=cd% , de=adi = ah 5; dy = bdy = dk. 
De P—y—y=1 resulta th—yk—idi= 0, y diferenciando suce- 
sivamente: 
he — k? — de — 48 =0 ; 3d + ¿dy 0 
38(d7)?* + 4d3d% 4- Ed = 0 ; 10d%d*% y DdídE + td = = 0. 
Despejando sucesivamente las diferenciales de orden inferior al quinto 
y sustituyéndolas en la última, resulta: 


D 46 
PO — eE) (89 7P)A + n(308%*— 36€ — 38) A + 
+ 26(35p" — 1599 4- DE%” — 35) hek* — 
— 2(35%p + 15 — 5 — 3) 18 + 
+ E(30p?2 + 359" + 3) Ak —n(1 + 3%) (70 + 33%)1, 
Volviendo a las variables primitivas, queda en definitiva: 


150% /p2 gi 2 ay de 
a A 1) 


con 























ma 
ay? A 4 4d 
+ Ea q 67 — 07) e + 
2,2 2,2 2,2 4 d sd 2 
la a o a — 8) 
Y ay az yz x= ) dady? 
A bd (as a?b* +08 ar d bi et ab dd 
ER pr Y Z ) dxdy* 
5d a (so bre? ad b* a ct ab* 
y/v dy 
- al E y]. 
Para las derivadas sería, por ejemplo: 
5 Weg 30% ay pe a Cal 
( ar = abra ( 5 ap E B"e* q aer ' =) ] 


y análogamente las demás. 


5. Fórmula de Taylor para dos variables. — Vamos a ex- 
tender a funciones de dos variables la fórmula de TAYLOR es- 
tudiada en $ 39 para funciones de una variable. 

Sea f(x, y) una función diferenciable hasta el orden n+ 1 
en un entorno del punto (a, b), que comprenda en su interior 
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el rectángulo de lados paralelos a los ejes y vértices opuestos 
A(a,b) y Q(la+h,b+k) (fig. 232). Tratamos de aproximar 
el valor £(a+h, b+k) mediante un polinomio en h y k en 
menos de un término 

Q complementario del 

E q orden visto en $ 393. 


Para pasar del 
punto A(a,b) al 
Q(lau+h, b+k) po- 
dríamos primero in- 
crementar a a en h y 
luego a b en k; pero 
vamos a pasar direc- 
tamente de ÁA a Q si- 
guiendo la recta AQ, 
es decir, incremen- 

Fig. 282 tando ambos valores 
al mismo tiempo. 

Un punto P sobre la recta AQ está fijado por la relación: 

AP/AQ =ft siendo 0<t<1 ; 
luego los valores de x é y dependen de una variable t: 
[69-13] x=a+ht ; y=b>k. 


(Para ¿= 0 se tiene el punto A, y para ¿ = 1 el punto Q). 
Resulta, pues, 


f(x, y) = fla+ht, b4- kt) = p(t) , 
y aplicando la fórmula de MAc-LAURIN ($ 39.4) a la función 
q (t), se tiene: 


90 =9(0) + 1900) + +... + 





pu 


fr 
— qp () A (n+1) 
+ nt? 0+-+7 yo (8t) 
con 0<9< 1, 
Haciendo t =1 queda: 
,” 0 
[69-14] DO 
+ pe” (0) pa» (8) 
a! (m1! ? 
donde p(1)=f(a+ kh, b+k) y q(0)=f(a, b). 
Vamos a calcular los valores de las derivadas y”(0), qp”(0), 


q" (0), p'”*"(0) aplicando la regla de derivación de las fun- 
ciones compuestas ($ 67-1, teor. 1), puesto que f es función su- 
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cesivamente diferenciable de x, y, las cuales son funciones li- 
neales de t. Resulta 


[69-15] y'(t) =f.(a+ht,db+kt).h +1£,(0+ht, b+kt).k, 
de donde 
y'(0) = f.(a,b) .h +f,(a,b) .k. 


Para la obtención de qy”(t) a partir de [69-15], observe- 
mos que al ser lineales en t las funciones [69-13], se aplicará 
el mismo cálculo aplicado para obtener la diferencial segunda 
($ 69-38), resumido en la fórmula simbólica 


0 SAA a O 
0 = (A+ y] (a, b) = (a, b). 


Del mismo modo y en forma análoga a [69-8], escribiremos 
abreviadamente 


0 23 
pm (t) = (» Eo + k 2) f(a+ht, b+kt), 


a ay 
pm (0) = ho + dk 3) f(a,b) = drí(a,b) , 


la) 0 
(n+1) == OA — 
pr (8) [2 +4, 


Sustituyendo estos valores en [69-14], obtenemos la fór- 
mula de TAYLOR para funciones de dos variables. 


[69-16] t(a-+h, b+k)=t(a, »)+/ haz + kz) £(a,0)+ 


1 Y) 312 1 la] gym 
3 M3 +3) (a, DJ. q hz + hoy) £(a,b)+ 


O EN A A 
Gro harry) ta 040, 
(0<08< 1). 
Si se pasa el primer término del segundo miembro al pri- 
mero y se emplea la notación diferencial ($ 69-3), se obtiene 
2 n 
(69-17) ar(0,0)= ED HD AM 
df(a + 0h, b40k) 
(n+ 1)! 
e la misma forma [39-15] que para el caso de una variable 
39-4). 


NE f(a+0h, d+0k). 


+ 


, (0<0<1) , 
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En el desarrollo [69-16], los incrementos h y k pueden ser 
reemplazados por x—a é y — b respectivamente, y así resul- 
ta año Y) aproximada por un polinomio en potencias de x —a 
o y—b. 

En particular, si el punto (a,b) alrededor del cual se hace 
el desarrollo es el punto (0, 0), donde h = x, k = y, obtenemos, 
reemplazando en [69-16], la llamada fórmula de Mac LAURIN 
para funciones de dos variables : 


[69-18] £(2,1)=5(0,0)+ (2-7 +13) £00,0)+ 


1 0 %) (2) 
Hal tato) 100+-...+ 
1 0 5) tn) 
Alt) 004 
1 a 0 (n+1) 
tanta +1) Í(0x, 0y) . 


(0<08<1). 
Noras: 1. Para 2=0, la fórmula [69-16] da una forma simétrica 
del teorema de los incrementos finitos (cfr. $ 66-2, nota 2). 


2. Si en el desarrollo de q(t) se aplica el término complementario 
de SCHLÓMILCH ($ 39-3, e), se obtendrá en lugar del de LAGRANGE 


1 A e a (m1) hd h 
11 = —_—_—_— == pa 0 8 
[69-19] T, = ida Er + 7) 1 (a + 0h, d +0k), 
ul también llamado de ScHLÓMILCI 
, w (1— 034.» 0 e 
[69-201 T. =-—¿— (ñ + t(a+0h, db+0k), 


(OXp<na+1 5; 0<6<1), 
que para p=1, toma la forma de CAUCHY: 
A AI ¡ 
(2 a Eh y) £(a +0h, b+0K), 


n! 
(0<é<1D. 
3. Si se aplica a q(t) la forma integral del término complementario 
(8 bL-5, e): 


[69-21] T, = 


. E 
T, = | (¿Tp (mm (rjdr o, 
0 
pura lo que supondremos que f(x,y) tiene derivadas parciales continuas 
haati el orden n + 1 en un entorno del punto (a,b), resulta al sustituir 
un In análoga de [69-14], la forma integral del término complementario 
para funciones de dos variables: 
1 z a f) a (+1) h l d 
OD la E, En pS — 

[00-221 TD = 7 (ay hz + ay) £(a +hr, b+kr)dr o, 
0 


que no inelaye valores € desconocidos. 


g 69 -6 DERIVACIÓN SUCESIVA Y FÓRMULA DE TAYLOR 199 


Si se separa como factor no negativo el (1— 7)” siendo 0< p< 
<n-+1 y se aplica a [69-22] el teorema del valor medio del cálculo in: 
tegral ($ 48-6, c), se recae en la forma [69-20] de ScHLÓMILCH (o bien 
[69-19] de LAcRANGB o [69-21] de CAUCHY para p=nN+1, p=1 res- 
pectivamente), 


4. Cuando los términos complementarios tienden a cero (cfr, $ 44-2) 
para n—> 0%, supuesta f(x%,y) indefinidamente diferenciable en el en- 
torno del punto (a,b), las [69-16] y [69-18] se convierten en las series 
de TAYLOR y de MAC-LAURIN respectivamente, sustituyendo el último tér- 
mino complementario por puntos suspensivos (con el significado de 
$ 22-1). 


EJEMPLO. Desarrollemos la función Í(x, y) =+ Vi—o —y* en el 
entorno del punto (0,0). Las derivadas sucesivas son 
A EN , Ly = == E 
+ Vl—a—y* + V1—ut— y 
f.(0,0)=0 , £,(0,0)=0, 


a A e a a A 
ay = y —= (1—a— ya). ss ui— (1 —a— y?):? , 
820 , _V2a4 Y 

«.:— (1 — a — ya)3/? , M4 gr e)o/ no. 


Por lo tanto: 


pre 1 
+ Vi—4—=Y =1 + (07 404) + q (—04+08y —4%) + 


1 
+ Ue O Mn 
es decir 


+ Vi—ai—ygi=1 — — (e +41) + términos de 4% orden + ... 


Aquí sería más sencillo aplicar el desarrollo de V1 +wxw ($ 4b-b, ejem- 
plo 1), sustituyendo x por —(w* + y*), lo que presupone para las series 
dobles de potencias un teorema de unicidad análogo al visto en $ 44-1 
para el caso de una variable (cfr. $ 81-4). 


6. Generalización para más variables. — El mismo razona- 
miento empleado en el apartado anterior vale para más varia- 
bles, conservándose aún la misma forma difereneial [69-17] si 
se aplica en ella la interpretación [69-9]. 


También se usa (BOURBAKI) escribir el desarrollo simbólico de Mac- 
LAURIN en la forma simbólica siguiente: 


[69-28] fa) = Y Dm£(0) a + T 


[m;<n 


donde f(x) es una abreviatura de Í(%, %a, ...,%), m simboliza el sis- 
tema de enteros no negativos (Mi, Ma, ..., Vin), XM representa 2x1", qa”, 
“o... En”, mientras que m! significa mil, mal. ,... Mn!, siendo 


*. 


q + Mg +++ Mp 
Dm = 


EN 
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En este simbolismo de representación de los sistemas de n enteros 
no negativos (Mi Ma, ...,M) por el solo símbolo m, se suele llamar: 

Rango de m —=M—máx(m:, Ma, ..., Mn). 

Orden de m=|m|=mM+m+... +Ms. 


Se escribe m+p por (m4, Met Pa, ..., Mn + Dn), ( ES ) por el 


producto de 1) Ga (mr) 


du números combinatorios ($ 11-4), mientras que m > p significa que se 
cumplen conjuntamente las desigualdades Mi, > Pr, Ma > Pa, ».., Mn > Pn- 
En el mismo orden de ideas se expresa: 


0 y” ar gra 
dx duda... 0d * dx" O daox ,.. dan 


Obsérvese que ambas notaciones son casos particulares de Dm para 
m=(1,1,...,1); m=(r,r,...,7). 


EJERCICIOS 


1. Obtener las derivadas parciales de segundo orden de las funciones 
u= xy. arc sen(2/x), v=(e* —2eY) / (e? + 281), 

2. Si f(%, %2 ..., Y) depende sólo de r—= Vi? +xa?f+... +, es 
decir, f(tu Ya... 22)=(7), calcular Iu+fla+...+fmn y hallar la 
función f para que esta expresión se anule (cfr. Cap. XXIIIL, nota 11, ba). 


3. Probar que u=u(x,y) es de la forma u=f(x)g(y) cuando y 
sólo cuando satisface la ecuación diferencial en derivadas parciales 
Ultsy — Us Uy = 0, 

4. Hallar donde son iguales o distintas las derivadas f., y fs para 
la función f(x, y)= xv arctge(y x)—y arctg(w/y) si xy 3 0, con T(0,y)— 
= f(x,0)=0. Verificar si en el punto (0,0) se cumplen las condiciones 
de hipótesis de los teoremas de $ 69-2. 


5. Demostrar que para cualquier función Í(xw,y) es A:[Ar(a.f)) = 
= AvlAsta3.f)]. 
6. Formular las hipótesis análogas a las de los teoremas 2 y 4 de 
$ 09-2 pala que fiyz(Lo Yo) = Íyzz (%o, Yo) . 
7. Obtener en forma simbólica la diferencial n-ésima de z= e*“f(y); 
anlicarlo a 2=€% cos by. 
8. Transformar, pasando de coordenadas cartesianas a polares a = 
2- Y COB, y =7r sen q las expresiones: 
19) Ue: + Uy 5 22) u=(13$ y Y /y”. 
9. Demostrar que una función (positivamente) homogénea de grado 
m que tenga derivadas p-ésimas, cumple (cfr. $ 87-3, teor. 1): 
mim—1)...(m—p+1)f(%,, Le, .... 0) = 
2 3 169 á 
= ( Ser +... + m3) 


10. Demostrar que si una función (positivamente) homogénea 


Pr, an) de grado mm satisface la ecuación de LAPLACE ($ 91-6, d): 

AC fu+tfa +... +fn=0, satisface también la relación 

Ar): 2p(2m + 2p +9 —2) PH con Tia? + Un. 
1. Derivndas primera y segunda de la función y = Ya) definida 


por xry* | 4r'y- 12 0. 
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12. Si 2(2* + 3x)4+3y =0 demostrar que 
Zas + Zyy = 22 (a — 1) /(2 + 0)? 

13. Derivadas sucesivas de las funciones y=y(x%), 2=z(x) defini- 
das por el sistema 2= 4a?— 3, 0 + y 4224, 

14. Derivadas sucesivas de las funciones 2 = (2,4), v=Vv(x, y) 
definidas por el sistema +y+u+v=0 “yaoi, 

15. Desarrollar hasta los términos de tercer orden por la fórmula de 
TAYLOR la función u =— x' en el punto (1; 2). 

16. Hallar el polinomio de segundo grado que mejor aproxima en el 
origen a la función sen x.seny. 

17. Desarrollar en serie de potencias las siguientes funciones, indi- 
cando su campo de convergencia: 1%) u=1/(1—x—y); 2%) u=e*". 


18. Desarrollar la función u—ev*?2x en el origen, en serie de la 
forma $ Hrto), 
n=0 a! 
demostrando que: 
19) H,(x) es el polinomio de HERMITE de grado » (Cap. X, 
nota Il-bs; $ 97-11 y 12); 
290) H'.(x2)= 22 H,-(0); 
39) Hu. — 2% H, + 2n Ha: =05 
40) H”,—2rH',+ 22 H,=0. 

19. Demostrar que si f(x,y), g(x, y) tienen derivadas primeras con- 
tinuas en un entorno del origen, donde f(0,0)= g:(0, 0)= 0, con g.*(0,0) + 
+ £4 (0,0) 0, es 

lim f(e,y) _ f.(0,0)+Af,(0, 0) 
u=i2>0 E(2,y) — 8x(0,0)+148,(0, 0) * 
20. En el ejercicio anterior, ¿cuándo existirá límite doble en (0,0)? 


21, Aplicar el ejercicio 19 para hallar lim (sen xy +- we” — y)/(w cos y + 
+s8sen2y) sí (x,y)>(0,0) a lo largo de y=—xw. ¿Existe para este 
ejemplo limite doble? 


22. Aplicar el ejercicio 19 generalizado para hallar 
erw_ 1 
Mo senzin(l +4) 
si (5,4) >(0,0) a lo largo de y=2x. ¿Existe ahora límite doble? 


y”, convergente para todos los valores de x y de y, 





(A+ 0). 


S 70. EXTREMOS RELATIVOS 


1. Definiciones. Funciones de dos variables: condiciones ne- 
cesarias. — a) Los conceptos referentes a extremos absolutos 
y relativos, en sentido estricto o amplio, vistos en el caso de 
funciones de una variable ($ 33-2), se definen en modo aná- 
logo para una función de cualquier número de variables, siem- 
bre que en el punto que se considere se aplique el concepto de 
entorno pluridimensional ($ 64-4, Def. 2). 


DEF, 1. Una función f(x) de cualquier número de varia- 
bles (2%,, %a, ..., 2.) =x tiene un extremo relativo (en sentido 
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estricto) en el punto a de un conjunto X, si existe un número 
3 > 0, tal que se cumpla una de las dos condiciones: 


Sf 1M=)<f(a) , (máximo relativo) 
[70-1] LA(x) > f(a) , (mínimo relativo) 


para todos los puntos xeX que pertenezcan al entorno reducido 
de a de radio 5, es decir, verifiquen 0< |x—a|<38, es de- 
cir 0 < (2: —01)2+... +(%: —0,)? < 8, 


DEF. 2, Una función f(x) tiene un máximo o mínimo ab- 
soluto (en sentido estricto) en el punto a de un conjunto X 
si una u otra de las condiciones [70-1] se cumple para todo 
xeX distinto del punto a. 


NoTA 1. Si en una u otra de las condiciones [70-1] se sustituye 
< (0 >) por < (o >) se dice entonces que hay máximo (o mínimo), 
relativo o absoluto, en sentido amplio. 

Algunos autores, por ejemplo SEVERI, llaman ¿impropios a estos extre- 
mos, y propios o efectivos a los que nosotros llamamos extremos en sen- 
tido estricto, 


EJEMPLO 1, La función 2—1f(x%,y)=x* tiene en cada punto del eje 
y (20) un mínimo relativo en sentido amplio, pero no en sentido es- 
tricto. En cambio la función de una variable z= Í(x)— x* tiene en x—0 
un mínimo (absoluto) en sentido estricto, 


NoTA 2. En muchos textos se llaman sólo relativos a los extremos 
correspondientes a puntos interiores ($ 64-4, Def. 5) del campo X donde 
se estudie la función, 


b) En el caso de una función de dos variables f(x, y) de- 
finida en un recinto R, diremos por tanto que en el punto 
(a, b)eR, en sentido estricto 


toma valor máximo si se verifica fla+h, b+k)<1Íf(a, Dd), 
» 5» MÍNIMO » »  »  T(a+h,b+k)>f(a, db), 


para todos los puntos que cumplan 0 < A?*+ ke? < 8? con un 
cierto 4 > 0, 


IJEMPLO 2. Sea la superficie de ecuacion 
e= (y — 204), 
obtenida por giro de la curva de ecuaciones 2 =%'— 20”, y =0, alrede- 
dor del eje z. 

Sobre el eiveulo «+44 < 4 la función z tiene en el punto (0, 0) un 
máximo relativo en sentido estricto de valor 0, aun cuando el máximo 
absoluto en sentido amplio, de valor 8, se dé para los puntos del con- 
torio 27 4-4 = 4. 

stos puntos son también máximos relativos al círculo x*+y*< 4, 
en sentido amplio, según Def. 1, nota 1 (cfr. nota 2). 

Los puntos de la circunferencia +74 y?=1 son de mínimo relativo 
y también absoluto en sentido amplio, con valor —1. No existen míni- 
mox relntivos en sentido estricto, 

Obsérvese que en el anilto abierto 0< x*4 y" < 4 no existen extre- 
mos ni relativos ni absolutos en sentido estricto. 
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c) Condiciones necesarias. Para que la función derivable 
f(x, y) tenga con respecto al campo C un máximo o mánimo 
relativo, en sentido estricto o amplio, en un punto interior 
(a, b)eC, es necesario que se cumpla 


[70.2] f.(a,b)=0 , f,(a,b) = 0. 


En efecto, fijado y = b, tenemos la función de una varia- 
ble f(x, b) y si su derivada en z=a« no fuera nula, sería en 
dicho punto f(x,b) estrictamente creciente o decreciente 
($ 33-1) y no podría haber extremo en (a,b). Análogo razo- 
namiento se aplica a la otra derivada parcial. 

Para el caso de una función diferenciable, las condiciones 
[70-2] significan geométricamente que el plano tangente 
(8 66-5) es horizontal (es decir, paralelo al plano xy), con 
ecuación reducida a 2 = C. 


Notas: 3. Las condiciones [70-2] son necesarias pero no suficientes 
para la existencia de extremo relativo. Cabe también la existencia de 
extremo relativo si la función no es derivable. 

Todos los ejemplos dados en $ 33-3 ilustran también el caso actual, 
pues si se sustituye en ellos y por z, representan superficies cilíndricas 
de generatricos paralelas al eje correspondiente a la variable que falta 
y las conclusiones subsisten aquí para extremos tomados en sentido am- 
plio, También pueden tomarse aquellas ecuaciones de $ 33-38 como meri- 
dianas generatrices de superficies de revolución y entonces el ejemplo 1 
allí visto da mínimo relativo estricto en el origen con punto cónico ($ 66-5) 
en él sin que se verifiquen las [70-21]. 


4. Si la función es derivable y continua en un recinto cerrado y 
acotado existiendo por tanto extremos absolutos en sentido amplio ($ 65-3, 
c) y éstos no se alcanzan en el contorno del recinto, los extremos abso- 
lutos son también relativos en un punto interior y para hallarlos deben 
también cumplirse las condiciones [70-21]. 


En la práctica de la búsqueda de los extremos de una fun- 
ción f(x, y), se comienza por resolver el sistema de ecuaciones 


[70-3] tey)=0 , fey=0 , 


obteniendo un número (finito o infinito) de raíces (%,, Y1), 
(La, Y2), ..., que suelen llamarse puntos críticos o extreman- 
tes, pues en ellos puede haber extremo (relativo o absoluto en 
sentido estricto o amplio), y el examen directo del comuorta- 
miento de la función en su entorno o la comparación del valor 
tomado en él con los demás (cfr. $ 33-5), acaba de decidir la 
cuestión. En el ejemplo 2, el sistema [70-3] tiene como raíces, 
aparte de (0,0), los infinitos puntos de la circunferencia 
xa? + y" =1. Se completa el examen considerando tanto los pun- 
tos donde f(x, y) deja de ser derivable, como log puntos fron- 
tera del campo donde se buscan los extremos, 


EJEMPLOS: 3, Hallar los extremos de la función f(x, y)=1-— 
--Vaq4 y en el círculo 22+ y < 1. 

Para esta función, fuera del origen donde no es derivable (comprué- 
bese por formación directa de los cocientes incrementales), nunca las de- 
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rivadas parciales se anulan simultáneamente. Directamente se ve que hay 
máximo absoluto en sentido estricto con valor 1 en el origen y mínimo 
absoluto en sentido amplio con valor 0 en los puntos de la circunferencia 
de contorno 224 y =1, 


4. Hallar los extremos de la función f(=,y)=w+y en el círculo 
"+y<l 

Esta función es derivable, pero sus derivadas parciales nunca son 
simultáneamente nulas. Por tanto los extremos han de buscarse sobre el 
contorno x* + y" —1. Pasando a coordenadds polares ($ 9-4, c), hay que 
hallar los extremos de cos q + sen, lo que ocurre para  -—senq-+ 
- cos» =0, dando máximo para p=37 y mínimo para p=-—31/4 


($ 38-7), Así pues, en el punto (1/ v2, 1/v2) tenemos máximo abso- 


luto estricto y en el (—1. v2, —1/V2) mínimo absoluto estricto, sin 
que haya otros extremos. 


2. Condiciones suficientes de extremo relativo. — Para ob- 
tener condiciones suficientes que aseguren la existencia de ezx- 
tremo relativo en un punto crítico (a,b), supongamos que la 
función f(<, y) tenga derivadas segundas en un entorno de di- 
cho punto y sean continuas y no simultáneamente nulas en 
(a, b). 
La fórmula de TAYLOR [69-16] para 1 =1 da: 


f(a+h, d+k)=1(0,b)+ (2 +ho £(a,d)+ 


1 


a aq Y 
+ hpre o) £(a+0h, b+8k), 0<8<1), 


y teniendo en cuenta las condiciones necesarias [70-2] y la 
continuidad de las derivadas segundas: 


Í(a+ h, b+ k) = í(a, b) + 31h? (fo: + £1) + 
+ 2hk (Loy +2) + Pto + ed], 
con e, >0 para o =+ Vh?+hk2>50, (1 =1,2,3), es decir: 
[70-4] T(a+h, b+k) — f(a,b) = 
= A (fish? —2f y hk + fyk?) + 0(02) , 
donde fu... fa. fy indican las derivadas tomadas precisamente 
en el punto (a, b). 
Si se introducen coordenadas polares 
h=0pcosq , k=pesenp , A 
la [70-4] se convierte en 
[70-6] Af(a.b) =f(a+h, b+k) — f(a,b) = 
= j p?(f,, cos? y + 2f£,, cos q sen y + yy sen? q) + 0(0%), 
y así pura p suficientemente pequeño, el signo de Af(a,b) en 
ol mismo que el de la forma cuadrática en cos y senq! 
[70-6] T(q) = f,,cos y + 2f,,cospsenq + fiysentp , 
siempre que excluyamos un entorno angular arbitrariamente 
pequeño de cada dirección q en que se anula T(q). 


8 70 2 EXTREMOS RELATIVOS 205 


En efecto, T(qp) es función continua de q, no nula por ha- 
ber excluído con sendos entornos el valor o los valores de q 
donde se anule; luego su valor absoluto tiene un mínimo m > 0 
($ 26-5) y tomando e suficientemente pequeño para que en 
[70-5] sea |o(p?)| < 4 mo?, será seguramente Af del mismo 
signo que T(q). 

Recordemos, pues, la conocida variación del trinomio de se- 
gundo grado ($ 19-1, c). 

Para estudiar la variación de la forma cuadrática [70-6], 
equivalente a estudiar la de f.,h?+2f,,hk +fyk? para h y k 
no simultáneamente nulos, es esencial considerar el signo de 
su discriminante: 


fa La, 
fu Lu 
llamado determinante hessiano de la función f(x, y). El hes- 
siano H = H(x, y) es una función de las mismas variables x, y, 


e interesará para nuestro estudio su signo en los puntos crí- 
ticos. P 


En general, el hessiano de una función f(%,, %2, ..., %n) €8 
el jacobiano (3 67-6) de sus derivadas primeras f,, fz, ..., fa- 


a) Caso elíptico: H > 0. Veremos que si el punto es crí- 
tico hay extremo. En efecto, es necesariamente 


fio >0 y f9wW>0, o bien: fa <0 y fy<O0, 
y mediante un artificio análogo al empleado en la resolución 


de la ecuación de segundo grado ($ 19-1) para completar el 
cuadrado, se puede escribir el trinomio [70-6] en la forma: 


[70-7] H = fut — lo? = 








[70-8] T(q) = 32 Lífus cos + fa sen 9)2-+ Hsen' 9] , 


que no se anula para ningún valor de q, pues si se anula el 

seno no se anula el coseno y viceversa. La forma T(q) tiene 

a el mismo signo que f.. y se llama entonces definida 
3-7). 

Además dicho signo será también por [70-5] el de Af = 
=fla+h, b+k)—f(a,b) en un entorno del punto crítico 
(a, b) y la superficie queda situada a un mismo lado del plano 
tangente; el punto (a, b,f(a, b)) se llama elíptico (cfr. $ 71-5) 
y en él existe extremo relativo para este caso de plano tan- 
gente horizontal: si la superficie queda por debajo de éste 
(fzz < 0) tendremos máximo estricto; si queda por encima 
(faz > 0) tendremos mínimo estricto. 

En resumen habrá quedado demostrado: 


TEOR. 1. Si una función f(x, y) tiene derivadas segundas 
continuas en el punto (a, b) de un recinto R y cumple las con- 
diciones: 
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19% f.=f,=0 en el punto (a,b), 
22) H=1f.0fy—Íf2? >0 en (a,b); 


entonces f(x, y) tiene en el punto (a,b) de R un extremo re- 
lativo estricto, máximo si L,, < 0, mínimo si fes > 0. 

Obsérvese que si por ejemplo es f,, > 0, la curva sección 
2 =1f(x,b) tiene en x= a su concavidad hacia arriba ($ 33-9) 
y por tanto hay mínimo. 


EJEMPLO 1. El punto (0,0) en el ejemplo 2 de $ 70-1, donde H=16 
Y Los =Íyy = —4<0, es máximo relativo estricto. 


b) Caso hiperbólico: H < 0. Veremos que no hay extremo. 
Si es f¿,= 0, vale la transformación [70-8] y entonces para 
p=0 es sg T = sg f,,, mientras que para la dirección corres- 
pondiente a tg qe = — L:2/foy += 0 es sg T = —SE f,,, pues en- 
tonces H sen? qpo = fi T (po) < 0. 

Si es f,, =0 con f,y +0 la conclusión sería análoga, em- 
pleando en lugar de [70-8] la expresión que resulta de cam- 
biar x por y y el seno por el coseno, 

Si fo. = [yy = 0, debe ser f,, +0 para que no se anule H 
y la expresión [70-6] se reduce a T(q)= 2f,, cos q sen y = 
= f,y sen 2p que cambia también de signo al pasar de uno a 
otro cuadrante. 

En resumen, si se llama indefinida a la forma [70-6] que 
tenga signo variable ($ 63-7), tal ocurre para H<0. Las 
direcciones en que se anula el trinomio T determinan dos án- 
gulos completos; en uno es T < 0 y en el otro T > 0, Enton- 
ces la superficie queda a uno y otro lado del plano tangente; 
el punto (a, b,f(a,b)) se llama hiperbólico. Este calificativo 
expresa no sólo que el plano tangente atraviesa la superficie 
(cfr, caso parabólico siguiente), sino también que su curva in- 
tersección tiene allí un punto erunodal, es decir singular a 
tangentes distintas (cfr. $ 71-4). Para este caso de plano tan- 
gente horizontal el punto se llama de ensilladura y en él se 
puede asegurar que no hay extremo. 

Por tanto, habrá quedado demostrado: 


TEOR. 2. Si una función f(x, y) tiene derivadas segundas 
continuas en el punto (a, b) de un recinto R y cuéhple las con- 
diciones: 

19% f.=f,=0 en el punto (a,b), 

209) H=ioty—lÍl0y <0 en (a,b); 
entonces f(x, y) tiene en (a,b) un punto de ensilladura don- 
de no hay extremo relativo. 

EJEMPLO 2, 2=2%y, en (0,0), donde H =—1<O0, no tiene extremo. 


ec) Caso parabólico; H =0. Si f.. + 0, la expresión f.,T («qp) 
en [70-8] se reduce a un cuadrado, siempre positivo, excepto 
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para la recta “singular” cuya dirección corresponde a tg que = 
= —fe1/fry donde se anula. Luego, de acuerdo con lo estudia- 
do al pasar de [70-5] a [70-6], la superficie está a un lado del 
plano tangente, excepto en un ángulo arbitrariamente pequeño, 
entorno de dicha recta donde nada puede asegurarse. 

Si fo. = 0 y por tanto f.y = 0, debe ser f,, +0, por haberse 
supuesto no simultáneamente nulas las tres derivadas segun- 
das; entonces [70-6] se reduce a T(p)=f,, sen? y y la conclu- 
sión anterior subsiste, excluyendo ahora el entorno angular de 
la recta “singular” en dirección de sentidos y =0, p=x. 

Si es H =0, la forma [70-6] se llama semidefinida ($ 63-7), 
porque aunque no cambie de signo como en el primer caso, se 
anula para algún valor de q, o expresada dependiendo de h y k 
como en el primer término del segundo miembro de [70-4], se 
anula para valores de h y k no simultáneamente nulos, conser- 
vándose del mismo signo en los demás. 

Entonces el punto se llama parabólico; el tipo más senci- 
llo se presenta en las superficies cónicas y cilíndricas ($ 62-5). 

Aunque el plano tangente sea horizontal, no se podrá afir- 
mar o negar que hay extremo relativo, en sentido estricto o 
amplio: estaremos en un caso dudoso. 

Sin embargo, en este caso también la superficie está de un 
solo lado del plano tangente en todas las direcciones rectilí- 
neas, excepto en la correspondiente a una sola recta “singular”. 
Por ello diremos se trata de un casi-máximo o un casi-mínimo. 
A pesar de estas «conclusiones referentes al modo especial de 
aproximación radial al punto (a,b), nada podrá concluirse res- 
pecto de la aproximación superficial o por caminos curvos. 


EJEMPLO 3. Sea la función 


[70-97 2 = f(x, 4) = (y —2”) (y — 34”) 
o bien desarrollando 
[70-10] 2 = x.y) = YY — 4ey + 3a* 


que en (0,0) verifica f,, = 2, fes= 
=f.,. =H=0, siendo el eje x recta 
“singular”. Las parábolas y a”, 
y=3x* (fig. 233) dividen el pla- 
no xy en tres regiones y dentro 
de cada una tiene 2 signo constan- 
te, indicado en la figura, anulán- 
dose 2 a lo largo de cada pará- 
bola, Cualquiera que sea la direc- 
ción radial elegida, hay un seg- 
mento de origen (a,b) sobre el 
zual toma z valores positivos, es 
lecir, en cada dirección está la su- 
erficie encima del plano tangente 
:=0, y sin embargo no existe 
dingún entorno circular del punto 
a,b) en el cual la superficie 
ermanezca a un lado de dicho Fig. 288 
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plano, pues esos infinitos radios, todos de longitud no nula, no forman 
ningún entorno superficial (!). 

Como excluyendo la recta “singular”, aquí el eje x, por un entorno 
angular tan. pequeño como se quiera, todos los valores de 2 en puntos 
próximos al (0,0) son ya positivos, diremos que (0,0) es un casi-mínimo. 


NoTAS: 1. Hemos llamado dudoso al caso H —0 siguiendo la nomen- 
clatura de los autores clásicos que lo dejan de lado, pero en realidad no 
lo es, como muestra el estudio anterior tomado de J. Rey PAsTorR: Cálculo 
Infinitesimal (citado en Cap. VI, nota VI, 2), donde se trata por pri- 
mera vez, 


2. Aquí la situación es diferente a la de las funciones de una varia- 
ble, donde el comportamiento quedaba completamente decidido por el pri- 


mer término no-nulo del desarrollo de TAYLOR, supuesta la función suce- 
sivamente derivable ($ 40-3), 


EJEMPLOS: 4, La función 
[70-11] 2a=z 4, 


tiene claramente un mínimo estricto en (0,0) de valor 0; así el compor- 
tamiento de esta función en el entorno de (0,0) es muy distinto al de 
la. [70-101, aunque ambas tengan log mismos términos de segundo grado 
(reducidos a y*). En efecto, si nos acercamos al origen por la parábola 
y=2x%*, en la [70-10] se conserva z=—x*<0 y en la [70-11] se con- 
serva 2= bx*-+- 16x” > 0, : 


B. También en el caso dudoso H—0 puede haber extremos en sen- 
tido amplio en puntos aislados o no. Para la función 
2 = (4+yY)? — 2(0% + y”) 
del ejemplo 2 del $ 70-1, el hessiano vale 
H = 48(0* + Y? — 6414 Yy4)+4+ 16, 
el que se anula en los puntos críticos ($ 70-1) formando la circunferen- 


cia 214 y?=1. Dichos puntos corresponden a mínimo relativo en sentido 
amplio con valor —-1, 


En resumen, habrá quedado demostrado : 


TEOR. 3. Si una función f(x, y) tiene derivadas segundas 
continuas, no simultáneamente nulas, en el punto (a, b) de un 
recinto R y cumple las condiciones: 


19) f,=f,=0 en el punto (a,b), 
22%) H= Loa yy — Lay? =0 en (a, b) , 


entonces el punto (a, b) es por lo menos cast-extremo, es de- 
cir, el incremento Af en (a,b) se conserva de un, mismo signo 
en un entorno de dicho punto si se excluye de ¿Am ángulo tan 
pequeño como se quiera que incluya la recta “singular”; sin 
embargo, será dudosa la existencia de extremo en sentido es- 
tricto o amplio. 


Nora 3. El estudio de la variación de las formas cuadráticas binarias 
realizado anteriormente puede ser útil aún en el caso de que la función 
no sea derivable y se aplique el examen directo recomendado en el $ 70-1. 
Veamos un ejemplo notable. 


EXEMPLO 6. En el plano de un triángulo hallar el punto P(a, b) 
enya suma de distancias 7. a los tres vértices V:¿(Ys, Yu), k=1,2,3, sea 
mínima. 
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Se ha de hacer mínima la función continua 
[70-12] 2= Ef = EV [e —u)* + [yg)” , 
k de 


que tendrá mínimo absoluto en un dominio circular que incluya el trián- 
gulo ($ $85-3, ec), 

La función es diferenciable excepto en los vértices V, los que por 
tanto requerirán un examen especial. Las condiciones [70-2] dan las 
ecuaciones 

3 
=0, y YY =0 
k=1 Ya k=1 Pe 


u— Ye 





Me 


que expresan que los tres versores ($ 60-1, b) 


== 4 44 , (k=1,2,3) 


E Yr 


tienen suma 0 y entonces puede formarse con ellos un triángulo equilá- 
tero. Como us es paralelo a PV, sigue que los tres vectores PV, forman 
dos a dos ángulos 3x, entonces el punto (a,b) buscado es aquel desde 
el cual se ven los tres lados del triángulo según el mismo ángulo dx, 
fácilmente obtenible mediante la construcción de los arcos capaces de 
dicho ángulo. 

Sin embargo, dicho punto no existe si alguno de los ángulos del 
triángulo es mayor que 3x, por ejemplo en V,; pero entonces, el mínimo 
se da en V,, donde precisamente no existen las derivadas parciales. En 
efecto, tomemos coordenadas rectangulares tales que V,(0,0), Va2(1, 0), 
Va(xso, Ya). Las funciones Ya y Ya admitirán desarrollo de MaAc-LAURIN 
alrededor del origen ($ 69-5) y por tanto [70-12] será de la forma 


z(x, Y) = tl + z (0, 0) + cio + cy + ad 


con 
a =-—-1— A Ñ =— — ES 
Val + yd Vad + ya 


Para que V, sea un mínimo relativo es suficiente que en un entorno 
se conserve positiva z(%,y)--z(0,0)= 9(1 +. cos p + casenq)+ ..., si 
p es el ángulo que forma el radio vector del punto (a,b) con el semi- 
eje positivo ». Para ello basta sea 1-+c,cos q + casen p > 0 para todo 
q, 0 que se conserve [|c.cosp + casenp] < 1 equivalente a poner 


[70-13] (c*—1)cos? p + 2c,e.cos pseno + (e? —1)sentqp < 0. 
La forma cuadrática [70-13] será definida negativa ($ 70-2, a) si 


2 

[70-14] A A ESA 
CiCa la — 1 

pues es siempre c? —1=— 28! (a + y) < 0, 


La condición [70-14] equivale a 
a Vary <— io, 


es decir, cos V,<—A para lo que es suficiente sea V, > 2x/3, como 
queríamos probar, La naturaleza del problema y el teorema del $ 70-1 
nos aseguran que este mínimo relativo es también absoluto. 


3. Caso general en funciones de dos variables. — Si es m 
el orden mínimo en que alguna derivada no es nula y supone- 
mos que f(x, y) tenga derivadas parciales de orden m en un 
entorno del punto (a,b), y sean continuas y ño simultánea- 
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mente nulas en (a,b) en virtud de [69-16] para m en lugar 
de n +1, se podrá escribir 


f(a+h, b+k)— f(a,b) = 
1 


E 55) 
E dez ae (a,b) + o(0*) , 


y por el mismo método anterior resulta: 


1%) Si la forma de grado m carece de raíces reales tiene 
signo constante, y según sea definida positiva o negativa re- 
sulta mínimo o máximo estricto. 

22%) Si hay alguna raíz real de orden impar (tal sucederá 
seguramente si m es impar) no hay máximo ni mínimo, ni si- 
quiera en sentido amplio. 

8%) Si todas las raíces reales son de orden par hay casi- 
máximo o casi-mínimo (según sea el signo del primer coefi- 
ciente), y las rectas singulares están determinadas por dichas 
raíces reales. 


4. Extremos relativos de las funciones de tres variables. — 
a) Para el caso de funciones de dos variables con derivadas 
segundas continuas y no simultáneamente nulas en (a,b), se 
ha visto ($ 70-2) que la existencia de extremo dependía de la 
conservación de signo de la forma cuadrática binaria en h,k: 


[70-15] def = £,h? + 2f,yhk + £,yk2. 


Teníamos seguramente mínimo estricto si la forma [70-15] 
era definida positiva ($ '70-2, teor. 1), y la discusión entonces 
realizada muestra que [70-15] es definida positiva cuando y 
sólo cuando es 

far Í 
70-16 H = . A OA 
o e 


Es d*%f definida negativa, cuando y sólo cuando ——d*f es 
definida positiva, y para ello es necesario y suficiente que 


[70-17] H > 0 , Hao = Los < 0 , 


dándose entonces seguramente máximo estricto. 

Para H<0 la forma [70-15] es indefinida y ño hay ex- 
tremo (8 70-2, teor. 2). 

En el caso [70-16], la forma [70-15] se conserva positiva 
y Bólo se anula para h =*k=0. Pero la forma [70-15] puede 
no dejar de ser positiva siendo semidefinida, aunque entonces 
se anule para h y k no simultáneamente nulos. Esto ocurre 
cuando es 


[70-18] H=0 , Ho = fa > 0. 


Icntonces teníamos casi-extremo, con recta singular y en 
g£eheral resultaba: 


>0 , Hz = fe. > 0. 
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hL>06 fy>0 casi-mínimo, 
[70-19] H=0 , Loy <O0 Ó fi < 0 casi-máximo. 

b) Para el caso de funciones f(x, y,z) de tres variables 
con derivadas segundas continuas y no simultáneamente nulas 
en (a, b,c), la existencia de extremo dependerá también (cfr. 
$ 70-6) de la conservación de signo de la forma cuadrática 
ternaria en h, k, L: 


[70-20] 0% = f.,h*? +- fyylo? Y f,¿P + 2£yacd + 2£ oh + 2. hA. 


Análogamente a [70-16] vimos ($ 63-7, teor. 1) un teore- 
ma general del que es caso particular : 


TE0R. 1. La forma [70-20] es definida positiva cuando y 
sólo cuando se cumple 








Ds Lev ez 
[70-21] H => Co Liv fo > 0 , 
Los Loy taz 
far Í 
H = eS $ 0 3 Los 0. 
úl Los Loy > a 








NoTa. Existe sin embargo una importante distinción entre las for- 
mas de dos variables y las formas de más de dos variables. Para que 
[70-15] fuera semidefinida positiva era suficiente que se cumpliera 
[70-18]. Si en [70-21] se cambian >, >>, > por =, >, > con algún 
signo de desigualdad, dicha condición ya no es suficiente para que [70-201 
sea semidefinida positiva. Por ejemplo, la forma (R+k+l?—P para 
h=k=1, l=—2 vale —4<0 y tiene H=0, Ha=0, foo =1 > 0. 


Lo mismo que en la deducción de [70-71], aquí también es 
d*f definida negativa cuando y sólo cuando —d*f es definida 
positiva, y en las formas cuadráticas ternarias esto se traduce 


inmediatamente con el teorema 1 en el siguiente ($ 63-7, Co- 
rolario) : 


TEOR. 2. La forma [70-20] es definida negativa cuando y 
sólo cuando se cumple: 
[70-22] H<0, Ba >0 , fi <O0. 

Si la forma d*f no es ni positiva, ni negativamente definida 


y además H +0, entonces es indefinida, lo que para formas 
cuadráticas ternarias da: 


TEOR. 3. La forma [70-20] es indefinida no degenerado, 
cuando y sólo cuando se cumple: 
[70-23] H*+0 , Hg<0 ; 


o bien 
Hf., <X 0 , Ha; > 0. 


Estos tres casos y los correspondientes a forma cuadrática 
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degenerada (H=0) se aclaran con la interpretación geomé- 
trica, estudiada en el apartado siguiente: 


5. Interpretación geométrica y discusión. — Si en [70-20] 
las variables h, k, 1 son coordenadas homogéneas de punto, la 
ecuación obtenida igualando la forma a cero representa una 
cónica. Si h, k, l son coordenadas homogéneas de las rectas de 
la radiación de vértice (a, b,c), la forma [70-20] igualada a 
cero representará un cono cuádrico ($ 62-5). 


a) Las condiciones [70-21] ó [70-22] implican que la for- 
ma [70-20] tiene signo constante en todo el plano e igualada 
a cero carece de soluciones reales; se dice que en el plano re- 
presenta una elipse imaginaria y en la radiación un cono ima- 
ginario. 


b) Si H =0, pero Hxz > O, la forma tiene signo constante, 
excepto para una terna que en el plano representa un punto 


singular y en la radiación una recta singular donde se anula 
la forma. 


c) Si H =0 y sus menores principales de segundo orden 
son nulos, la forma es un cuadrado, y resulta una recta sin- 
gular en la interpretación plana, o un plano singular en la ra- 
diación. 

En estos tres casos no hay división del plano proyectivo en 
regiones y por esto tiene la forma signo constante, pues se 
pueden unir dos puntos cualesquiera por trazo continuo, sin 
anularse la forma en el trayecto. Análogamente en la radiación 
no hay cambio de signo. 


d) En todos los demás casos (excepto el de anulación idén- 
tica) la ecuación obtenida igualando a cero la forma represen- 
ta una elipse, hipérbola, parábola o par de rectas; en todos 
ellos queda dividido el plano en dos regiones en las cuales to- 
ma la forma signos opuestos. Análoga conclusión vale si », k, 1 
son coordenadas de las rectas de una radiación de vértice 
(a, db, c). 


Resulta de este análisis que en el primer cash el punto 
(a,b, e) determina un valor máximo o mínimo en sentido es- 
tricto. También en el segundo, pero en sentido amplio si la 
función es de segundo grado, puesto que la forma se anula en 
une recta que pasa por el punto (a, b,c). Si la función no es 
cuadrática, el mismo razonamiento de $ 70-2 permite demos- 
rar que excluído un entorno cónico de la recta singular sub- 
sislo la propiedad de máximo o mínimo según el signo de faz. 

En el tercer caso resulta máximo o mínimo en sentido am- 
plio si la función es cuadrática, o bien casi-máximo o casi- 
mínimo con plano singular en el easo general; es decir, ex- 
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eluyendo un entorno diédrico arbitrario, subsiste la propiedad 
de máximo o de mínimo. 
Como resumen tenemos (cfr. $ 63-9, e) : 


TEOR. Si una función T(x, y, 2) tiene derivadas segundas 
continuas y no simultáneamente nulas en el punto (a, b,c) de 
un recinto R y en dicho punto es f, =f,=1T,=0, el carácter 
de este punto (a,b, e) será, para: 

H>0, Hz >0, fis > 0* mínimo estricto. 
H<0, Hs >0 f.,<0 máximo estricto. 


H Es O, Hss Óó Hs Óó Hi[ No hay máximo ni mintmo estric- 
< es <0 to ni amplio. 
fez 0 uy Ó fo > 0 ** casi mínimo 
* , con recta singu 
H=0, Hz Ó Ho Ó Ha, lar. 


es >0 < 0 cast máximo con 
recta singular. 


( fos Ó yy Ó fi. > 0 casi mínimo con 
a _ uo up) plano singular. 
H=0, Hy=H»»=Hu il < 0 casi máximo con 
plano singular. 
Si la función es cuadrática los casi extremos se convierten 
en extremos propiamente dichos, pero en sentido amplio, 


EJEMPLO. f(x,y,2) = 4 + Y +38 + y2 + 22x — ay. 








LñL= le—y+2=0 , 
En a=b=c—0 es y == —_2A+28YAS 20) 
UE = le + y +6=0 , 
con 
2 —1 2 2 1 
H=|-1 2 1|=4>0 , Ha =| =3>0 , f..-2>0. 
¡—1 2 
2 1 6 
De aquí f(x, y,z) > f(0,0,0)—0, donde es mínimo estricto, 
6. Extremos libres en el caso general. — a) Para una función de » 
variables f(x)=1Í(%,, ...,%,), exactamente con la misma demostración 


de $ 70-1, puede formularse. 


TEOR. 1. Para que la función derivable f(x) tenga en el punto a de 
un recinto R un máximo o mínimo relativo, en sentido estricto o amplio, 
es necesario que las derivadas parciales de i(x) cumplan 


[70-24] f(a)=0 , fe(a)=0,...,f.(a) =0. 


* Puesto que Tao — £,¿>0 tiene Es el mismo signo de f,,; lo mismo vale en 
todos los casos en que H,a > 0. 

** Seguramente no son nulos y tienen igual signo los dos coeficientes f,, f,y f,, 
que entran a formar el menor positivo, Se puede probar que sólo cabe: los tres menores 
positivos (o dos positivos y uno nulo), los tres coeficientes de igual pigno; dos menores 
nuloa y el otro positivo, siendo de igual signo los dos coeficientes correspondientes y el 
otro nulo. 
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Aquí subsiste lo dicho en las notas 3 y 4 del $ 70-1. Las raices en 
número finito o infinito de las n ecuaciones [70-24] (tomando a= 
= (6, Ag, ..., 2) como incógnitas), dan los puntos críticos o extremantes. 


b) Para obtener condiciones suficientes que aseguran la existencia 
de extremo relativo en un punto a, supongamos primero que la función 
1(x) tenga derivadas segundas en un entorno de dicho punto y sean 
continuas y no simultáneamente nulas en a. 

La fórmula de TAYLOR ($ 69-6) con el resto de LAGRANGE, teniendo 
en cuenta las condiciones necesarias [70-24] y la continuidad de las de- 
rivadas segundas, permite establecer 


[70-25] f(a+h) — (a) 
hi) 


0x1 


3 
Ln 





1 e) 12 5 
= Am + hat + ) fla) + 08), 


n 
donde es o= YN A2 


i=l 


S1 introducimos los cosenos directores u; del versor u cuya dirección 
y sentido son los del vector de extremos a y a +h, es decir, consideramos 


n 
hi=00W , (i=1,2,...,2) ) Y uu =1 , 
i=1l 
la [70-25] se convierte en 
[70-26] f(a +h) — f(a) = 
pe (a )"1(a) + o(0) 
= Ote + a 7) +00), 
donde (+, e, ..., tn) son las coordenadas de un punto de la hiperesfera 


unitaria Nu,” —1 que representa el versor u. 
Para q suficientemente pequeño, el signo del Af(a) es el mismo que 
el de la forma cuadrática en las ;: 


rn 
[70-27] Tíu)= Y fyuas , Mué= 1 , 
i=l 


donde las f,, = f,'son las derivadas segundas de la función f en el punto 
a, siempre que para cada versor w” en que se anula T2(u) excluyamos 
un entorno cónico arbitrariamente pequeño, es decir, log versorez u que 
cmaiplan 


a n 
170-28] Y (au —u )<8, Nulz=1l o, 


¿i=l i=1 A 


mn 
Ta (u) =0 y y uy = 1. 


dondo 


Dichos entornos cónicos se convierten en entornos de la hiperesfera 
unitnria Ni" 1, cuyos puntos representan los versores u. En efecto, 
'',(u) es función continua del versor u, no nula por haber excluído el 
valor o valores u” de u donde se anula con sendos entornos [70-28]; 
hrego su valor absoluto tiene un mínimo m' >0 en cada dominio compo- 
nente del conjunto cerrado de la hiperesfera Xu*— 1 complementario : 
la unión de los [70-28], por razonamiento análogo al visto en $ 65-3, ba. 
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aplicado no al plano, sino a la hiperesfera unitaria. Si se toma q sufi- 
cientemente pequeño para que en [70-26] sea |0(0?)| < ime”, en cada uno 
de dichos dominios el signo de Af(a) será seguramente el mismo que el 
de T,(u) como queriamos demostrar. 


c) Der. Una forma cuadrática n-aria [70-27] se llama definida si 
nunca se anula, positiva o negativa según el signo correspondiente. La 
forma [70-27] se llama indefinida si cambia de signo. La forma [70-27] 
se llama semi-definida, si anulándose para algún versor u, conserva signo 
constante para los demás (cfr. $ 63-7). 

El discriminante de la forma [70-27] es el hessiano ($ 70-2) 


fa fis ... fm 
Ai da E o 
0 (01, La, + -., En) TT arcano rro] 
fa fro e... Íaa 


donde las derivadas segundas de la función dada se toman en el punto a 
que se considera. 

La forma [70-27] se llama degenerada si H=0, y sólo en este caso 
pucde ser semidefinida, como se deduce de la teoría de formas cuadré- 
ticas ($ 63-7). 

Si llamamos H,=— H al hessiano [70-29], H,-. al obtenido suprimien- 
do en H la última fila y la última columna, H,-. al obtenido suprimiendo 
en H las dos últimas filas y las dos últimas columnas, y así sucesiva- 
mente, hasta H,= f., en dicha teoría de formas cuadráticas en el campo 
real vimos ($ 63-7) que la forma cuadrática n-aria [70-27] es definida 
positiva si y sólo si 


[70-30] H,=f11>0, Hs>0,.... H, >0. 

De aquí resulta, pasando de Ta. a — T., que la forma cuadrática 
n»-aria [70-27] es definida negativa si y sólo si 
[70-31] (C—1H,>0, (Bb=1L2...1), 
o sea 
[70-32] H<o0 H>0 H<0 ..., (—1)H,>0. 

Para una forma [70-27] no-degenerada (H=+0), otro caso fuera de 
los anteriores, implica que la forma será indefinida. 

En cambio, si la forma cuadrática [70-27] es degenerada (H=0), 
puede ser semi-definida o indefinida y su complicado estudio se efectúa 


mediante los menores de H en forma análoga a la vista para las formas 
ternarias, 


[70-29] H = 


d) Las consideraciones y definiciones anteriores nos permiten esta- 
blecer el siguiente teorema: 


TEOR. 2. Si una función f(x) de n variables X=(%,,...¿%1) tiene 
derivadas segundas en un entorno del punto a, que además son continuas 
y no simultáneamente nulas en a, entonces es suficiente que se cumplan 
las ecuaciones [70-241] y la forma [70-27] sea definida para que exista 
extremo estricto en el punto a: mínimo si [70-27] es definida positiva y 
máximo si [70-27] es definida negativa. 

Si la forma [70-27] es indefinida no existe seguramente extremo. 
Si llamamos H, a los menores en diagonal del hessiano H(= H,) obte- 
nidos considerando las primeras k filas y k columnas de H, se puede 
afirmar que existe mínimo estricto si se cumple [70-24] y [70-30], y 
existe máximo estricto gi —f tiene mínimo estricto, o bien se cumple 
[70-24] y [70-32]. 

Para H=0, en otro caso no existe seguramente extremo. Si H=0 
el cuso es dudoso. Lo continúa siendo si la forma [70-27] es semi-definida, 
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pero entonces hay casi-extremo en el sentido de que excluidos los entor- 
nos cónicos [70-28] se conserva el signo de Atf(a). 


e) Si es m el orden mínimo en que alguna derivada no es nula y 
suponemos que f(x) tenga derivadas de orden m existentes en un en- 
torno del punto a y sean continuas y no simultáneamente nulas en a, la 
fórmula de TAYLOR ($ 69-6) permite escribir 


[70-33] Af(a) = 7 drí(a) + oflo0”) , 


donde d”f(a) es la forma n-aria de grado m dada por [69-9] para x =Aa, 
La misma sustitución 


[70-34] hi=0% , (i=1,2,...,8) 


y razonamiento empleado en (b), reduce el comportamiento del signo de 
d”"f(a) al de la forma 2-aria 


70-35] T =( aa A O O 
[70- m(u)=( u 2 2. + Un 27) a); do Ef i= ; 


siempre que excluyamos entornos cónicos [70-28] de versores u” donde 
sea Tau(u”)=0, 

En definitiva se establece: 

TEOR. 3. Si una función 1(x) de n variables (%1 22... Ix)=X 
tiene nulas en el punto a las primeras, segundas y demás derivadas su- 
cesivas y es m el orden mínimo en que alguna derivada no es nula, exis. 
tiendo en el entorno de a y siendo continuas en a dichas derivadas de 
orden m, entonces resulta: 

19%) Sí Tn(u) dada por [70-35] carece de raíces reales y por tamto 
tiene signo constante, según sea definida positiva o negativa, entonces 
la función f(x) tiene en a mínimo o máximo estricto respectivamente; 

22) Si Tn(u) dada por [70-35] tiene alguna raíz real de orden im- 
par (tal sim es impar) y por tanto es indefinida, entonces la función 
f(x) no tiene extremo en a, ni en sentido amplio; 

39) Si Tra(u) dada por [70-35] tiene raíces reales, todas ellas de 
orden par, y por tanto la forma es semidefinida, entonces el caso es du- 
doso, pero al menos la función f(x) tiene en a casi-extremo, en el sentido 
de e excluídos los entornos cónicos [70-28] se conserva el signo de 
Ata. 


7. Extremos de funciones con variables ligadas. — a) Los 
problemas de máximo y mínimo se plantean con frecuencia en 
forma tal que las variables no son todas independientes. Si por 
ejemplo queremos hallar el punto de la curva qy(x, y) = 0 más 
próximo al origen, habrá que hacer mínima la función de dos 
varinbles 2=f(x%,y)=+ Y2?+y?, pero donde las variables 
no son independientes sino ligadas por (x=, y)=0. 

Sea en general 4 =f(x%, y) una función diferenciable de 
dos variables, estando ligadas éstas por una ecuación diferen- 
ciable y (x, y)= 0. Si se cumple la condición 0p/0y + 0 se po- 
drá considerar y = y (x) ($ 67-4), resultando u = 1[x, y (2)] = 
-=4(x), Se trata de determinar los extremos de P(x) me- 
dinnte f y «q, sin necesidad de conocer su expresión explícita 
ni la de y(x). Podemos interpretar geométricamente el pro- 
blema en el plano si suponemos que en él buscamos extremar 
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una función f(x, y) sobre una determinada curva p(x, y)=0. 
Supuestas satisfechas las condiciones de existencia y continui- 
dad, condición necesaria de extremo relativo será la anulación 
de la derivada total de f(x, y), siendo y =y(x) y obteniendo 
y'(x) mediante p(x,y)= 0, Llegamos así al sistema 


[70-363 ft+btyY=0 5; qyat+qr=0 , 
o mejor al 


[70-37] fido + fdy =0 ; qudx + qydy = 0. 


En la primera de estas relaciones de es incremento independiente, 
mientras que dy es diferencial funcional, determinada por la segunda, 
pudiéndose intercambiar los papeles si así conviene para las condiciones 
de existencia o de contorno. Esta última observación es importante, por- 
que las condiciones [70-36] pueden no dar el extremo buscado ($ 70-1) 
si éste se alcanza en un punto de contorno (cfr, ejemplo 1). 


Eliminando y' en [70-36] ó dx, dy en [70-37], se obtiene 
una ecuación que junto con la ecuación de enlace forman el 
sistema de dos ecuaciones 


[70-38] L.Py — Íylp: = 0 , p(x, y) =0 , 


con dos incógnitas x, y, cuyas soluciones son los puntos eríti- 
cos o extremantes que puedan ser los extremos buscados en 
dichas condiciones de continuidad y diferenciabilidad. 


NoTAS: 1. Sin estas restricciones, acaso existen ($ 70-1) otros ex- 
tremos singulares, sin olvidar que deben considerarse los puntos de con- 
torno. 


2. La discusión de suficiencia se hace entonces mediante el estudio 
del signo de d£ (8 70-4, a), estando ligadas dx, dy, d'y por las condi- 
ciones dy =0, dp =0 si consideramos dy diferencial funcional y dx 
incremento independiente. 

3. Las ecuaciones [70-38], escritas en la forma 
[70-39] po: Lio, plry)=0 , 
muestran que los puntos 
extremantes que no son sin- 
gulares en 9 =0 (8 71-4), 
son aquellos donde la curva 
p(x,y)=0 es tangente a 
una curva de nivel f(w, y)= 
= constante de la función a 
extremar. La figura 234 
muestra dos puntos críticos 
en tales condiciones A y B; 
si la variación de u= f(x, Y) 
es monótona, al atravesar 
en el mismo sentido las cur- 
vas de nivel, hay extremo P=0 
en A pero no en B. Por 
el contrario, en un punto 
cuspidal o de retroceso , ; 
(8 71-4) para la curva q(%,y)=0, donde q» =p=0, pierde sentido la 
primera [70-39] pero se cumple [70-38], y en general hay extremo (pun- 
to C, fig. 234; ver $ 708, a, nota 1 y ejemplo 2). 


f=c, 
f=c, 


Í=C, 





=C, 


Fig. 234 
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b) Si se tratase de extremar una función de tres varia- 
bles u= f(x, y, 2) con dos ecuaciones de enlace p(x, y, 2) =0, 
w(x, y, 2)= 0, representantes de una curva en el espacio, los 
puntos críticos o extremantes vendrían dados por el sistema: 


[70-40] A =0 


, EJEMPLOS: 1, Mínima distancia del punto (1; 0) a la parábola 
Y — dx. 

Debe hacerse mínima u=—(x—1)*+ y* con la condición y? = de, Si 
consideramos b(x)=(*— 1)? +4% y anulamos 9'(2)= 0, encontramos 
el punto =— 1, donde no existe curva (1), La paradoja se explica 
por ocurrir el extremo buscado en z=0, punto de contorno del campo 
x 20 donde está definida la parábola. Como ésta existe para todo valor 
a Y, es mejor no distinguir la variable independiente, y así [70-37] 

eva a 


[70-41] (a —1)dx + ydy =0 ; —2dx + ydy = 0. 

La condición de compatibilidad de este sistema que es ($ 15-6, b) la 
anulación de su determinante, da y(x 4- 1)=0, que junto a la condición 
y" = dx determina el extremo buscado y=0, =0. 

Escribiendo la proporcionalidad entre los coeficientes de dy y dy en 
las ecuaciones [70-41] se obtiene (*—1)/(—2)=y/y =1 que da el 
resultado absurdo de antes: =-— 1, pues al poner y/y= 1 se pierde 
la raíz y =0 de y(x+1)=0 quedando x4-1=0, o sea »=—l. 

2. Distancia del origen O a la curva del espacio 

p(2y2)=0 , wir, yz) =0. 
La función a extremar en este caso es u=x 4 y +42, 
De 


>. 9=0, y=0. 


[ zde + ydy +2zde =0 , 
3 0dx + qudy + q. de = 
Umpdx + ydy + yw. dz = 0 , 

y las dos ecuaciones de enlace se obtiene el sistema 


E Y 2 
170-421] a Qy Qe |= 0, p9- 0 ¿wy=0 , 
Ye Vy Y 


enyas raices son los puntos críticos buscados P. 

La primera de las [70-42] expresa que la recta OP es perpendicular 
u In iungente a la curva en P ($ 67-6, nota 3, y $ 80-5, c), es decir, los 
scgmentos mínimos o máximos entre un punto y una curva son norma- 
los n sta (si no hay puntos angulares o extremos). Pero esto no basta, 
pues puede haber punto de inflexión, y así debe hacerse la discusión del 
signo de die, con de, dy, dz ligadas por dp=0, dp=0, dando dy, diz 
inn dp 0, dy =0, si se considera de incremento independiente. 

Si la curva y =0, w—=0 es la recta 


E=PpH+0,)y=qz+b,) 
du parámetros dircctores p, q, 1, se obtendrá: 


x Y 2 
-1 0 Pp|Í=0 , €s decir 2+po+qu=0 , 
0 —l1 q 


plano normal por el origen O a la recta dada y cuya intersceción can 
ella «du el punto busendo. 
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c) CASO GENERAL. Si se buscan los extremos de 
u = f(x, Da...) Un; Yi YD». »» Ym) , 


función diferenciable de m-+mnm variables, estando ligadas por m ecua- 
ciones diferenciables: 


[70-43] PilLi, ..., Tn5 Uy «¡Ym) = 0 , (ií=1,2,...,m) , 
supuestas independientes en las Y, ..., Ym ($ 68-3), esto es, cumpliendo 


9(01) Pa, ---, Om) 

70-44 A A 
l ] 0(Ys Yu, «.-, Um) 5 k 
de modo que f depende realmente sólo de n variables independientes 
Ti, Tay ..., Yn, será condición necesaria de extremo ($ 70-6) fuera de los 
casos de discontinuidad o contorno, que se anule su diferencial total para 
valores cualesquiera de los incrementos independientes de, des, ..., den, 
mientras que las diferenciales funcionales dy1, dYs, ..., dy vendrán da- 
das por dp, —0 (i—=1,2,...,m). 

Así se obtiene el sistema lineal de m +1 ecuaciones en las diferen- 
ciales de, ..., den; dy:, .. ,dYm: 


_ 0 of of of da 
df = de da +...+ a. dx, + Y: dy +...+ Ye dYym =0, 
=2a Pu dp LA 
[70-45] dy. = de da +...+- Ta dx, - Y dy +...+ TE AY = 0, 
=¿Qn 20m Den ma —Ñ 
dom. = daa der +. “+ den dx, + Ys dy, +.. + Ya dYm = 0, 
de las que por [70-44] se puede eliminar dy, dy», ..., dYn, dando como 


ecuación resultante 
Mid, + Mid%s +... + Made, = 0. 

Ésta no encierra sino incrementos independientes du,, dez, ..., den 
y por el teorema de identidad de polinomios ($ 16-2), tomando aquí co- 
mo variables dx,, ..., de,, es equivalente a las n condiciones 
[70-46] Mila, «1 Un Yu «Yu 233 0 , (G4=1,2,...,21) 
que junto a la m ecuaciones [70-43] determinan las n + m coordenadas 
Xx, 2, -.., Unj Yy-.:yYn de los puntos críticos o extremantes. Aun ha- 
bría que discutir el signo de d'f ($ 70-6), estando en ésta las de,, dy, 
y d'y, ligadas por dp. —0, d'p, =0, (¿=1,2,...,m), lo que suele ser 
muy complicado. 


8. Método de los multiplicadores de Lagrange. — Veremos 
ahora un método, que implica la introducción de nuevos pará- 
metros llamados multiplicadores de LAGRANGE, con el cual se 
logra mayor sencillez y simetría en los cálculos, y se elimina 
la necesidad de distinguir previamente entre variables inde- 
pendientes y dependientes, así como la intervención de dife- 
renciales segundas de variables dependientes en la discusión 
de suficiencia. 


a) Si en el caso de $ 70-7, a a la primera [70-87] le gu- 
mamos la segunda multiplicada por un parámetro A se obtiene: 


[70-47] (Lo + dp.) de + (£y + pu) dy = 0. 
De aquí no resulta sin más la anulación de cada paréntesis, 
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nues las diferenciales de, dy no son independientes. Pero si se 
elige A de modo que se anule el coeficiente de dy, resultan: 


[70-48] L+i=0, h+ip=0, 

que conjuntamente con q(x,y)=0 dan tres ecuaciones para 

determinar los puntos críticos y el parámetro 1 para cada uno. 
LAGRANGE observó que las ecuaciones [70-48] corresponden 

a buscar los extremos libres ($ 70-1) de la función 


[70-497 F =Í(%,Y4) + ip(e,Y , 


considerando x, y, como variables independientes, y 1 como 
constante. Por otra parte, para discutir el signo de d*%f basta 
considerar el de d?F, pues sobre y = 0 es Í =F, y con esa con- 
dición q = 0, será también d*f = d?F. Al calcular d?*F ($ 69-3, 
b), tendremos: 


0 3142 oF 
2 = == des F _d2 
d (de 3 + dy 3 + 3 d Yy , 


y como por la segunda [70-48] es F, = 0, por lo anterior que- 
dará sobre q = 0: 


70-50 a-(atra"r 

[70-50] = (ds 7 + dy) , 

es decir, el cálculo formal de d2F' = d*f se efectúa considerando 
también en F, a x é y como variables independientes. 


EJEMPLO 1. Mínima distancia del punto (1; 0) a la parábola 
4'=4x%. Debe hacerse mínima u—(x —1)* + y? con la condición y? — 
-—- dex =0, como en el $ 707, ejemplo 1. 

Si introducimos la función 

FP =(2—-1) + y + My —4Ax) , 
dufinida, continua y derivable en todo el plano xy, el sistema [70-48] y 
[70-43] es aquí: 


F.=2(a—1)—4=0, 
F,=2Y+2%y=0 , 
| y = Y — 4 — 0. 
Da la segunda se obtiene y=0 ó 1A=— 1, pero sólo el primer va- 
lor de solución real =0, y=0, 2=-—3. En dicho punto es F..= 2, 


Po —=24.21=1, Fey =—0, y por tanto du — d'F = 2d” + dy”, estando 
likndan de, dy por dp=2ydy —dde=0 que en (0,0) se reduce a 
de -. (0 y por tanto, queda en definitiva d'u = F = dy*, que al ser de- 
linidn positiva nos asegura el mínimo buscado. No era necesario (cfr. 
ejemplo 3) que 2dx* + dy? fuere definida positiva, pero siéndolo aquí, 
ento yu era suficiente para asegurar mínimo, lo que por otra parte se 
vo directamente por la naturaleza geométrica del problema, 


NoTA 1. Si q,=0 no podrá hallarse un A que anule el coeficiente 
do «dy en [70-47]. Para los puntos singulares ($ 71-4) de la curva 
(e, y):0 donde q.=«,=0, no podrán obtenerse las [70-48] ni aun 
Ie nicAndo los papeles de yx é y, y el método de LAGRANGB no es apli- 
cabo, 
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EJEMPLO 2. Para hallar el punto de la curva q(z, y)=(x — 1)— 

—+y?=0 (fig. 285) a mínima distancia del origen, hay que hacer mínima 
"la función f(x,y)=x*+ 

+3, con la condición y 

p=0, 

La curva q =0 tie- 

ne el punto cuspidal 

(1; 0) y ningún otro pun- 

to en el círculo "+ y? < 

< 1 (como se ve buscan- 

do sus intersecciones con 

la circunferencia 1*-+ 

+4 =1), luego el pun- 

to cuspidal (1;0) da la Xx 
solución. Ahora bien, sus 
coordenadas verifican las 
ecuaciones qw(x%,y)=0 y 
to +iAp=0 para cua 
quier valor de 2, pero en 
cambio es 


Fig. 235 


La + Ap. = 2x + 34(e—1)=2 +0, 


d) Para tratar análogamente el caso general ($ 70- de c), disponga- 


mos de m parámetros constantes arbitrarios A; (1=1,2,... mM), tales 
que al multiplicar en [70-46] las dq. por ellos y sumar por colunmas, 
se elijan de manera que se anulen los coeficientes de dyz, ..., dYm: 

of A dm pa 
70-511] =— + 4 An y =D , (1-1,2,...,m). 
[ 1 Y, + 1 Y cn Y: ( , J 


Quedará entonces 





of 
(5 + PS % o) da o (e + un =0, 
j=1 j=1 
que por depender sólo de los incrementos independientes dx,, dez, ..., d%n, 
es equivalente a las n ecuaciones 


of dp IP 
[7052] ¿A ho teo RO, (k=L...,2). 

Las [70-51], [70-52], junto con las [70-43], dan 2m 4-n ecuaciones 
en 2mM+m incógnitas dde, ...,Amj Li Va -.., Unj Ya Yo ---) Ym para de- 
terminar los puntos críticos buscados, 

Obsérvese que las ecuaciones [70-51] y [70-52] corresponden a bus- 
car los extremos libres ($ 70-6) de la función 


[70-58] F=fí + daa + Ape + ... = AmPm , 
considerando Xi, Xt, ».., Un, Ya, »-», Ym como variables independientes y 
da, kz, ..., hw como constantes. Por otra parte, para discutir el sigho de 


d%, basta considerar el de d*F, pues sobre [70-43] es f="F, y con esas 
condiciones será también d* =d3F. Al calcular d'F ($ 69-3, b), ten- 
dremos: 








. 9 a d aya 
EF (da ooo + des e + od 2) F + 





F 
R— d* sa 
+3 73 Y + + 
dor las [70-51], sebre [70-43], quedará 
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(70-647 de=( de, ? e E S d 7 
-b =( rr +... + im + dy: +...+ dim , 


dy, dY m 
va decir, el cálculo formal de d*F = df se efectúa considerando también 
on Pa to ..., a) Ya...) Ym como variables independientes. Sin em- 


bnrxo, el estudio del signo de d'F' como forma cuadrática definida, inde- 
finida o semidefinida ($ 70-6), debe hacerse respecto de los incrementos 
independientes du,, dx2, ..., den, pues deben considerarse las diferencia- 
les funcionales dy, ..., dyn ligadas a los anteriores mediante dp; = 0, 
(i=1,2,...,m). No obstante, en todo el proceso no hay necesidad de 
distinguir a priori entre las n-+m variables 2%, ...,%a3 Yao». Ym, 
cuáles son las dependientes e independientes, y para que las [70-43] se 
consideren “distintas”, basta sean independientes respecto de m variables 
ontre las n + m anteriores ($ 68-83, nota 2). Además la introducción de 
Y “icne la ventaja de eliminar enseguida la intervención de las diferen- 


ciales segundas de las variables dependientes en la discusión de sufi- 
CIONCIa. 


NOTA 2. Para extremar la función u=1f(x, y, 2) sobre la superficie 
q(r,y,2)=0, se forma F =f +1, y los puntos eríticos vienen dados 
por el sistema: 

Ltd = 0, Lt, +24 =0, f+%p=0 , =0. 

La discusión de suficiencia se hace estudiando el signo de 

dE —= (F.dx + F,dy + F.dz) ” 
von de, dy, dz ligadas por q.dzx + q.dy + q.dz = 0. 

En er caso particular de ser u=x, obtendríamos así los extremos 
de una función z dada implicitamente por la ecuación «p(x, y, 2)=0. 
Quedará F=2 +A, y los puntos críticos se determinan por 

9=0,) q4=0, 1449.00 , p=0. 
La discusión de suficiencia se efectúa mediante d*F = ¿d*p, donde 


W'p se calcula como si x, y, 2 fuesen independientes, pero ligando dx, 
dy, de mediante de =0, 


EJEMPLOS: 3, Paralelepípedo de área mínima entre todos los de vo- 
Innwn dado C. 
llasta extremar la mitad de su área u=— xy + yz + 2x, con la ecua- 
ción de condición «yz =C. Para esto se forma 
F = 2%y + yz + 2x3 + AMaya—C) , 
y Inx [70-51] y [70-52] son aquí: 


0 E EA RN 
Y ==) qe al id 
Do (y +2)2=(2+x)y se deduce x—y; análogamente y=2. Ten- 
drenios como punto crítico o =Yo=Z0= YC, con A=—2/YC. 


Por la naturaleza geométrica del problema podríamos ya concluir que 
úntn en la solución buscada, es decir, que el paralelepípedo de volumen 
dindo y úrca mínima es el cubo, pero es instructivo completar la discu- 
«ión annlítica de suficiencia. El estudio del signo de d*F' en (xo, Yo, Zo) 
sn efvciña buscando en dicho punto el valor de las derivadas parciales 


F. = Fjy=TF:=-0 ; 
Pe: 14 dz =— 1 —= For(xo, Ya 20) = Fra(%o, Yo, Zo) . 
Á primera vista parece que 
d' — — 2(drdy + dyd: + dzdx) 


en idofinida, sin que por tanto exista extremo, pero no es así, porque 
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de, dy, dz no son tdependientes, sino que están ligadas mediante doy= O, 
es decir, en m=Y=% +0 es de + dy +dz=0, Entonces resulta 
4F — 2(de* + dy? + dedy) > 0 definida positiva, pues el hessiano es 


2 
H = 1 > 0, 


4. Hallar las longitudes de los ejes de la sección producida en el 
elipsoide 








q” y e 
e AA 
por el plano lx + my + nz =0. 
Hay, pues, que buscar los máximos y minimos de la función 
r=w+g-+2%, cuyas variables están ligadas por las dos ecuaciones 
anteriores. 


Para aplicar el método de LAGCRANGB, formemos la función 


2 2 4 
F(a,y 2)=+Y4+e+a (EL 1) + 2udda + mu + m2) 
y resolvamos el sistema: 


1l 


PE 


Y+ A+ mu=0 





[70-661 AIN 0 
e a E e dd 
e q 


le + My + nz =0 


Multiplicando la primera ecuación por x, la segunda por y, la ter- 
cera por z y sumando, resulta a +y* +42+ A4=0, es decir, A=-— 
Puestas las tres primeras ecuaciones en la forma 


-_ _ au 
a 
Yy___bm_ 
yo pos” 
E 
== 


elevándolas al cuadrado y sumando, se obtiene: 


1 al a bm y ( cn ] 
7 (a He a Va» 

Sustituídos los valores de A y u en el sistema [70-55] se resuelve 
éste respecto de x, y y 2, y resultan los valores que pueden hacer má- 
ximo o mínimo a 1*; pero es más ventajoso eliminar x, y y zen dicho 
sistema por venir expresada la resultante en función de **+y*42*=r0", 
Esto se logra a partir de las tres primeras ecuaciones de [70-55]: 

Je 


=0 
2+ a» 





bn 
> =0 
1H > 
cn 
des a =D 
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sumándolas una vez multiplicadas por l, m, n, respectivamente, y resulta; 
aa? bem? an” 
ep pa AS! 
ceuación de segundo grado en » que determina los cuadrados de los 
semiejes de la sección plana del elipsoide. 


NoTA 3. La condición [70-44] 


(qa, Pa ..-, Pm) 

a. => 0 

0(Y, Ya -.., Um) E 
debe reemplazarse por la de que sea no nulo por lo menos uno de los 
determinantes funcionales de las q, 2, ..., pn respecto de mm de las va- 
riables %,,,..,%13 Ys, -»., Ym, dando así una condición de independencia 
de los vínculos que no hace distingo entre las x y las y. Esta condición 
es esencial en la aplicación del método para poder determinar los mul- 
tiplicadores A, como se ha aclarado en el caso más sencillo en la nota 1 
y ejemplo 2. 


, 


EJERCICIOS 


1. Extremos de la función Í(x,y)=x*+Yy—x2—y +1. 

2. Extremos de la función f(x, y)=x*— 204? + y! — y. 

3, En el plano del cuadrilátero convexo V,(k=1,2,3,4) hallar el 
punto P cuya suma de distancias r, a los vértices sea mínima, 

4, Extremos de 2=x%* 4 xy + y + 4+5y; ecuación canónica de esta 
cuádrica. 

5. Extremos de 2=(%* + y*)? — 20 (a? — y”). 

6. Extremos de 2 =€**— 8 en el cuadrante 20, y=0. 

T. Extremos de 2=x*+y*— 2(x —y). 

8. Mínima distancia d entre las rectas (%—5)/3 = (y —5)/2= 
=(2—7)/6=€,; (e + 11) /2 (y —12)/2=2+ 12= tz. 

9. Hallar los triángulos en que es máximo el producto 

u =senA .senB , senC. ] 

10. Siendo A, B, C tres ángulos positivos tales que A 4+-B4-C= ix, 
demostrar que se cumple siempre sen A .sen B.senC<1f8. 

11. En el plano de un triángulo hallar el punto tal que la suma de 
los cuadrados de las distancias de los vértices a dicho punto sea mínima. 

12. Extremos de: a) 2—Y*/(3* +75) con la condición x*—«wy + 
+-156=0; b) 2= +2? con la condición ey —a*=0. 

13. Mínima distancia del origen al plano Ax + By + C2 + D=0. 

14. Extremar el producto x*y?z" de exponentes positivos constantes, 
con ln condición x+y+4+2=8. " 

15, Entre todos los triángulos de perímetro 2p hallar el de área má- 
ximu, lóntre todos los de área S hallar el de perímetro mínimo. 

16, Entre los cuadriláteros cuyos lados tengan longitud dada, hallar 
ol de árca máxima. 

17. Situar tres puntos A, B, C en el círculo 2% 4 y? <1 de modo 
que en el triángulo ABC sea máximo: a) el producto de los lados; b) el 
Ááron, 

18, Tlnllar el parelelepípedo rectángulo de .mayor volumen inscrito 
von ol olipsoide (/0%) + (415%) + (2/0) = 1. 

10. Paralelepípedo rectángulo de máximo volumen entre todos los de 
área dada. 

20, Por un punto P(a,b,c) trazar el plano que forme con log pln- 
non coordenados el totracdro de volumen mínimo V y hallar éste. . 

21. Resolver el problema del ejemplo 4 de 5 70-8 para la auperficio 
de elayticidad (4 pay e y byte, 
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22. Extremos de u=x'+gyg +2? bajo la condición aut + any? + 
+ anar? + 20.3y + 20042 + 2auzx = 1. Interpretación geométrica. 

23. Referida a ejes oblicuos de ángulo Q, hallar la longitud de los 
ejes de la cónica aux? + 201904 + day” + 0 = 0, 

24, Demostrar que el valor máximo de (as? + 2bxy + ey”) / (ex*+ 
+2fxy + gy?), (con eg —f*>0), es igual a la mayor de las raíces de 
la ecuación en u; (ac— b*)--u(ag —2bf + €c) + (eg —f%=0 y apli- 
carlo a calcular el máximo de (x* + 6xy + 349) /(2?— xy + y”). 

25. Hallar el máximo del determinante 








Maa  ... Gn 
Al ie 
Ono»... Unn 
para el cual a, 44 ...+0.= H,, (r=1,2,...,n), donde H. son cons- 


tantes positivas dadas, Demostrar que si M es una cota superior de todos 
los módulos de los elementos de A, se tiene |A| < Vnr Mr” (HADAMARD). 


$ 71. APLICACIONES GEOMÉTRICAS DE LA FÓRMULA 
DE TAYLOR 


1. Cambio de coordenadas. — La fórmula de TAYLOR tiene 
multitud de aplicaciones en Geometría analítica. Tal es, por 
ejemplo, el cambio de coordenadas. Dada la ecuación f(x, y) = 0, 
si se cambian los ejes por otros paralelos, las coordenadas an- 
tiguas y nuevas están ligadas por la relación: 


z=a+ Y ; u=b4+Yy , 
y la ecuación se transforma en esta otra: 
Í(a,b) +% .1f.(a,b) + y .1,(a,b)+... = 0. 

Análogamente, la ecuación f(x, y, 2) = 0 referida a los nue- 
vos ejes a”, y”, 2” relacionados por las fórmulas: =a-w+>*, 
y=b+ Y, 2=c+2' es: 
f(a,b,c) +x.f.(a,b,c) + y' .f,(a,b,c) +2 .f,(a,b,c) + 

+...=0. 


2. Centro de las cuádricas. — En particular, si se trata de 
una cuádrica y elegimos el punto (a, b,c) de modo que cum- 
pla las condiciones : 


f.(a, b, c) =0 , f, (a, b, c) =0 , t.(a, b, c) =0 , 


la ecuación referida a este nuevo origen carece de términos de 
primer grado. Por tanto, si un punto (x”, y”, z') está en la su- 
perficie, también el simétrico (—u”, —y', —2') ; es decir: el 
punto (a, b,c) es centro de simetría de la superficie. 

Regla práctica. Para determinar el centro de una cuádrica, 
se resuelve el sistema que resulta de anular las tres derivadas 
primeras. (Cfr, $ 62-1, nota). 

Obsérvese que los términos de segundo grado no alteran 
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con la sustitución; luego, para referir la cuádrica a su centro 
(a,b, c), basta suprimir los términos de primer grado y poner 
como término constante f (a, b, c). 

Cuando el sistema de ecuaciones lineales sea incompatible, 
es decir, tenga soluciones infinitas, la cuádrica es de tipo pa- 
raboloide ($ 62-5); y es de tipo cilíndrico o se reduce a dos 
planos si el sistema es indeterminado ($ 62-5). 


INJEMPLO. Sea la superficie 
T(=,y,2) = 20 — By + y — zz + 2 — 2y —6=0. 
Para determinar el centro pondremos: 


(a, b,c) = ai | A 
f.(a,d,c)=—3a + %B—2=0 ho == 7/2 
f.(a,b,c)=— a + 2e =0) 1 ec = — 3/2 


La ecuación referida a este centro es: 
24 — Bxy + y —uz + 2 — (6/2) —= 0. 


u 


3, Puntos simples u ordinarios de las curvas. — Se llaman 
así los puntos en que no se anulan simultáneamente las dos 
derivadas parciales f,(x%, y), f,(x, y) del primer miembro de 
la ecuación f(x,y)=0. Si es f,(a,Y)3=0 resulta y función 
continua y derivable de x en el entorno del valor a; y la de- 
rivada y” se calcula según se demostró en $ 67-4. La ecuación 
de la tangente en el punto (a,b) es, por tanto ($8 30-4 y 
67-4, db), 


[71-1] (2 —a)f,(a, b) + (y —b)f,(a,b) = 0. 


Si se anula f,(a, b), pero es f¿(a, b)=>0, resulta x función 
de y; la tangente, que entonces es paralela al eje y, viene tam- 
bién dada por la ecuación [71-11], cuya validez es, por tanto, 
general. 

De otro modo: desarrollada la función por la fórmula de 
"TAYLOR la ecuación de la curva adopta la forma: 


[71-21] (2—a)f,(a,b) + (y—db)fy(a,b) + ...=0 , 


donde los términos siguientes son de grado superior a und res- 
pecto de »—a, y—b. La intersección con una recta cual- 
quiera: y —b=kíx—a) resulta sustituyendo y—b por 
ríe —a), y la ecuación obtenida tiene la raíz simple x=a; 
pero si la recta es precisamente la [71-1], resulta que la raíz 
« a es por lo menos doble; es decir, la recta es tangente a 
ln enrva, según el concepto cartesiano, y su ecuación se obtie- 
nc igunlando a cero el binomio de primer grado en el desarro- 
llo de TAYLOR. Ahora bien, hemos demostrado que esta ecua- 
ción [71-1] representa la tangente según la definición de 
$ 80-4 y 5, que llamaremos newtoniana; luego queda demos- 
trada la identidad de ambos conceptos en los puntos ordinarios 
oo simples, 
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EJEMPLO. La tangente en el origen a la curva 


2x3 — 3y + 4x* — y —0, 
es la recta 2x— 3y. 


4. Puntos múltiples de las curvas planas. — a) Si en un 
punto (a,b) de la curva f(x, y)=0, son nulas las derivadas 


f. (a, b) =0 , f,(a, b) =0 , 


el desarrollo de TAYLOR de f(x, y) para el punto (a,b) multi- 
plicado por 2 da, llamando e a la distancia de (a,b) a (x%, y): 


[71-31 fo (2 —a)? + 2£., (2 —a) (y —Db) + fly —d)? + 
+0(0%) =0. 


Si la curva es algebraica, la intersección con cualquier rec- 
ta y—b=i(x2—a) trazada por (a,b) resulta sustituyendo 
Y —b por 1(x—a), y en la ecuación obtenida aparece el fac- 
tor (—a)?, luego el punto (a,b) es por lo menos doble en 
todas las secciones, y por esto se llama punto múltiple de la 
CUYrVa. 

En el caso general, supuesto que el primer miembro de la 
ecuación implícita de la curva f(x, y) = 0 sea una función unt- 
forme con derivadas segundas continuas, llamaremos singula- 
res a los puntos no ordinarios ($ 71-3) y vendrán determina- 
dos por las coordenadas a y b que satisfacen simultáneamente 
a las tres ecuaciones: 


[71-47 f(a,bd)=0 , f.(a,b)=0 , f,(a,b) =0. 


Supongamos además que la función f(x, y) admite el des- 
arrollo de TAYLOR ($ 69-5) 





[15] 1) = Y L-mt(a,d) + 0(0”. 
p=2 Ve 
Si los polinomios homogéneos de grado 1, 2, ..., 1 —1 en 


h=x—4 y k=y—b: dí(a,b), d?f(a,b), ..., df(a, b) 
son idénticamente nulos en k y k y no lo es el d"f(a, b), se 
dice que el punto (a,b) es un punto singular de orden n, o 
en las curvas algebraicas punto múltiple de orden n. Para 
n = 2 tendremos un punto doble de la curva. 


db) En el caso de punto doble (a, b), la forma de la curva 
en su entorno depende de las propiedades de la ecuación ho- 
mogénea de 2? grado: 


[71-6] Gf(a,b) =f. . lx—a)?+ 2f,, . [x—a)(y—b) + 
+ y. ty—b).=0 , 


que representa un par de rectas, reales y distintas, reales y 
coincidentes, o imaginarias, según que sea el hessiano H = 
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Troy — fo < 0, =0, 6 >0, y entonces el punto doble se 
Mima respectivamente hiperbólico, parabólico o elíptico (y tam- 
bién crunodal, cuspidal o acnodal). 

Supuestas contínuas las derivadas terceras de f(x, y) en 
(a, db) tendremos: 


TEOR. b,) En el caso de punto doble hiperbólico (H < 0), 
la curva en su entorno posee dos ramas reales respectivamente 
ftangentes a las dos rectas reales distintas [T1-6]. 

b2) En el caso de punto doble elíptico (H > 0), existe un 
entorno reducido del mismo sín puntos de la curva y el punto 
(a,b) es aislado. 

bs) El caso de punto doble parabólico (H =0) es dudoso 
en el sentido de que puede o no haber curva en su entorno, con 
ninguna, una o dos ramas, con o sin retroceso, pero siempre 
pe una sola tangente dada por el par de rectas coincidentes 

71-6]. 


DEM. 61) Si H<O0, sean 1, >=%ls los coeficientes angula- 
ros del par de rectas reales distintas [71-6]. La intersección 
de [71-31 con las rectas del haz y —b=1A(x— 0), tendrá or- 
den de multiplicidad superior a 2 si se anula el trinomio de 
segundo grado, es decir, si se elige una de las dos rectas [71-6] 
y éstas son, por tanto, tangentes según el concepto cartesiano 
para curvas algebraicas. 

En el caso de funciones diferenciabl8s cualesquiera, la exis- 
tencia de intersección con las rectas y—b=1(x— a) resulta 
del teorema de la función implícita ($ 67-4); pues dividiendo 
por (x—a)?, la ecuación 


171-7] 2F (2,1) = fa + 2ah + Li + 
+ (—a)[P(1)+5] = 0 
so satisface para 1¿= A, 1 =a, y siendo 
Fr (06%) =fy + Íygm +0 , (puesH<0) , 


oxiste un punto que tiende al (a,b) cuando 1> A, es decir, 
uua y sólo una rama de curva tangente a la recta de pendien- 
to 4; y análogamente a la otra %.. Por tanto, las tangentes 
según el concepto cartesiano lo son también según la defini- 
ción del $ 30-5. 


Biemero 1. La lemniscata y —a* + x*t=0 tiene punto doble hiper- 
bólico en el origen, 


b,) Veamos ahora que todo punto elíptico de una curva es 
«slado, En efecto, si el hessiano en el punto doble (a,b) es 
I[-- 0, no se anula el trinomio [71-6] que figura en [71-38], 
y cn un entorno suficientemente pequeño el término comple- 
mentario, es menor que el mínimo de dicho trinomio, luego no 
huy puntos de la curva en ese entorno reducido. 
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EJEMPLO 2. La parábola cúbica punteada de NEWTON y*= x* — a? 
tiene un punto aislado en el origen. 


ba) Si H =0 y el punto singular es doble, una de las dos 
derivadas segundas f.»(a, b), fyy(a, db) no es nula. Suponga- 
mos f,y==0, con lo que [71-7] puede ponerse en la forma 





1 
[711-838] 2F (x, Y) = 7 (Ley + Lu 12H (2 — a) IP. G()+8] =0. 
yy 
En general, 
1/0 91 
PM == lo + kay] £(a, b) 
no se anulará para 2 = — fa/fyy, con lo que la curva [71-8] 


tiene un punto ordinario en z=a, 1=24. En el entorno de 
este punto, la parte principal h* del infinitésimo h=x—a 


verifica 
(Ley + Luy . 1)? = — ly» P(M)h* , 


con lo que 4 y, por tanto, y—b=ih es real cuando y sólo 
cuando h es de distinto signo que f,,P (11). Además los dos va- 
lores de k =14h quedarán a uno y otro lado del 1 = — fuy/Íyy- 
Es decir, la curva sólo existe a un lado de la recta x =a y se 
compone de dos ramas situadas a uno y otro lado de su tan- 
gente común dada por el par de rectas coincidentes [71-6]: 
entonces, se dice que el punto doble (a, b) es una cúspide o 
punto de retroceso de primera especie. 

En el caso excepcional de que sea P(4,)= 0, el punto x=, 
A = 4, es también singular para la curva [71-8] y hay que rei- 
terar la discusión para ésta, pudiendo ocurrir que el punto 
(a,b) para la curva [71-3] resulte aislado, o con dos ramas 
coincidentes o distintas a un mismo o distinto lado de su tan- 
gente común (punto doble con tangentes coincidentes o tacno- 
do), o de retroceso de primera especie o, aunque deteniéndose 
ambas ramas en el punto singular (a, b), queden ambas a un 
mismo lado de su tangente común (punto de retroceso de se- 
gunda especie). En las curvas algebraicas este método de re- 
ducción lleva siempre a poder decidir cuando se está en uno 
de los casos anteriores, mientras que esto no se puede asegu- 
rar para curvas trascendentes en general. 


EJEMPLOS: 3, La curva y + 1*4+y*=0 tiene un punto parabólico 
aislado en el origen. 

4. La parábola cúbica cuspidal de NewToN y?—«2'=0 tiene un pun- 
to de retroceso de primera especie en el origen. 

5. La curva (y —a%)?—0 tiene todos sus puntos parabólicos (tac- 
nodos) y consta de dos ramas coincidentes cada una de las cuales tiene 
todos sus puntos ordinarios, 

6. La curva (y—x*%)*—au*—0 tiene en el origen punto doble con 
tangentes coincidentes o tacnodo quedando a un mismo lado de ésta ambas 
ramas ordinarias, 
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T. La curva Y + y —uxvt—=0 tiene en el origen punto doble con 
ltanguntes coincidentes o tacnodo quedando a distinto lado de ésta ambas 
runas ordinarias. 

3. La curva (y —u)?—«"=0 tiene en el origen un punto de re- 
troceso de 2% especie, 


e) En el caso de punto múltiple (a,b) de orden n, supongamos sean 
continuas en (a,b) las derivadas de orden n+1 de í(x,y). El desarro- 
llo de TAYLOR ($ 69-5) para f(x,y) toma la forma 


171-9] 1(2,4) = 7 Ui(a,b) + O(0") =0. 


Ahora el comportamiento de la curva en el entorno de (a,b) depende 
de las propiedades de la ecuación homogénea de grado n en h=x-—a. 
k=y—b: 


[71-10] d'£(a,b) = [co = + (yb) 27] 100,0) ios 


que representa un haz de n rectas, reales o imaginarias, que pasan por 
(«,b). Sean 4, sus coeficientes angulares. 
Si la curva [71-9] se corta por la recta genérica del haz y—b= 
:+(« —a), la intersección tendrá orden de multiplicidad superior a » 
ai se anula el polinomio [71-10], es decir si se elige una de las rectas 
[71-107 y éstas son, por tanto, tangentes según el concepto cartesiano. 
También lo son según el concepto newtoniano ($ 30-5), pues dividiendo 
por (x—a)”, la ecuación 


[71-11] “1F(x,1)= (E +4 25) 40,0) + (—a) IP 0)+81=0 , 


sw satisface para A¿=2,, 2 =a. Cuando x —>a, para que siga verificán- 
done [71-11]ha de ser A—>4A,, es decir, toda rama real de la curva es 
necesariamente tangente a una recta real del haz [71-10]; en particular, 
*i todo el haz [71-10] es imaginario (aunque tenga vértice real) el punto 
(01,b) es aistado. 

IExaminemos separadamente cada recta del haz [71-10] para reco- 
uocer la naturaleza de la rama tangente correspondiente. 

Sea 2 el coeficiente angular de una recta múltiple de orden p del 
haz [74-10]. 

IEntonces [71-11] toma la forma 
71-12] 9 1F(21)=0.—A)” 0) + (e—oa)[PQ)+458] =0 , 
con 1 .(01)=5 0. 

Si poz 1, es F; (a,7:)750, y la curva [71-12] tiene un punto ordi- 
trio en =a, 2=),, y de ahí deducimos que a toda recta real simple 
del haz [71-10] le corresponde una rama ordinaria tangente a ella en 
Ca, db). 

Sipo>1lyoeos 

s 0 0 m1) 
AT e + lay) Í(a,H)+0 , 
oredo enso también la curva [71-12] tiene un punto ordinario en =a, 
2 di. En el entorno de este punto, la parte principal h* del infinité- 
amo hh --«a viene dada por 


pra] OA) wd) + PAJA = 0. 


Sip es impar, en [71-13] A—A, cambia de signo con h, es decir, 
ws V(A)DJ]0, «a inda recta múltiple de orden impar del haz [71-101 de 
coeficiente angular finito le corresponde una rama real ordinaria sin 
inflorión, Si la rreta xa forma parte del haz [71-10] se cambia x 
por q 


$1 5 APLICACIONES GEOMÉTRICAS DE LA FÓRM. DE TAYLOR 231 


Si p es par, en [71-13] es A—4A, real y biforme de signos contra- 
rios sólo para h, conservando signo contrario a P(A,)/0Qu1). Por lo 
tanto, sí P(A4,) +30, a toda recta real múltiple de orden par del haz 
[71-10] de coeficiente angular finito le corresponde un punto de retro- 
ceso de primera especie. Si la recta =a forma parte del haz [71-10] 
se cambia x por y. 

Si excepcionalmente P(2.) =0, el punto =a, A=2A es también 
singular para la curva [71-12] y hay que reiterar la discusión para 
ésta, apareciendo entonces otros tipos de singularidades. Sin embargo, en 
las curvas algebraicas, este método de reducción lleva siempre a decidir 
de qué tipo de singularidad se trata, lo que puede no ocurrir para cur- 
vas trascendentes en general. 


EJEMPLOS: 9, La curva y + 2x*—ey—0 tiene en el origen un 
punto triple de tangentes x= 0 (rama ordinaria con inflexión) é y? =0 
(retroceso de primera especie). 

10. La curva x*4 y" —zy=0 tiene en el origen un punto quin- 
tuple de tangentes yy —=0 (rama ordinaria sin inflexión) y x*=0 (re- 
troceso de primera especie), 


d) Si la curva es trascendente, la función f(x%,y) O sus derivadas 
pueden presentar discontinuidades, dando lugar a otros tipos de singula- 
ridades. 

Son importantes los dos siguientes: 

d,) Punto de detención. La función cesa en él de existir brusca- 
mente o se hace imaginaria. Por ejemplo, el origen es un punto de deten- 
ción de la curva y=xInc«. 

d:) Punto anguloso, Dos ramas de la curva se detienen en él bajo 
inclinación distinta; es debido a una discontinuidad de la pendiente de 
la curva. Por ejemplo, el origen es punto anguloso de la curva 
y=x/(1+.e1/x) ($ 80-5, ejemplo 1). 


5. Posición de una superficie respecto del plano tangente. — 
Para estudiar la forma de una superficie ¿2 =f(x,y) en el 
entorno de un punto (a, b,c), conviene desarrollar la función 
por la fórmula de TAYLOR, deteniendo el desarrollo en un tér- 
mino más o menos avanzado, según el grado de aproximación 
que se desee en dicho estudio. 

Limitándola en los términos de segundo grado, se tiene: 


2 =1T(2,y) =f(a+h, b+k) = f(a,b) + hf.(a,b) + 
+ kf,(a,b) + $(fo.H? + 2f y hk + fu?) + 0(0?). 

La ecuación del plano tangente en el punto (a, b, e) es, lla- 
mando 2. a la cota, para distinguirla de la cota z sobre la su- 
perficie: 

2¿—c= (2—a)f,(a,b) + (y —b)f,(a,b) , 


Zi = F(a, b) + hí.(a, b) + kf,(a, y). 


Restando ambas ecuaciones tenemos para el incremento de 
la ordenada de la superficie respecto de la ordenada del plano 
tangente: 


2(2 — 21) = fish? + 2fiyhk + fi? + 0(02) , 
y según la variación de signo de este trinomio, así será la po- 


0 sea: 
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sición de la superficie en el entorno del punto (a, b,c) res- 
pucto de su plano tangente en él. 


La discusión, ya realizada en $ 70-2, conduce a este resul- 
indo: 


11 > 0. La superficie está situada, en un cierto entorno, a 
un solo lado del plano tangente. El punto se llama elíptico, 

11 <0. La superficie tiene puntos en ambos lados en todo 
entorno del punto, el cual se llama hiperbólico. 

H=0. Excluído un entorno angular de la recta singular 
definida por el trinomio, la superficie está de un solo lado del 
plano tangente. El punto se llama parabólico. 


La intersección de la superficie 2 =f(x, y) con el cilindro H(x, y)=0, 
si existe, consta en general de una o varias curvas, llamadas líneas pa- 
vabólicas de 2=1f(x%,4), y es el lugar de los puntos parabólicos que 
sopara las regiones de puntos elípticos de la de puntos hiperbólicos. 


El caso especial f.. = foy =1Íyy =0 exige el estudio de la 
forma cúbica, cuártica, etc., y se llama dudoso ($ 70-3). 


EJEMPLO. En el toro, superficie engendrada por una circunferencia 
que gira en torno de un eje de su plano que no la corta, son elípticos 
los puntos de la semicircunferencia cóncava respecto del eje, son hiper- 
bólicos los de la semicircunferencia convexa y son parabólicos los puntos 
do los paralelos más alto y más bajo. 


6. Intersección de la superficie con su plano tangente. — 
«) En los puntos de intersección debe ser 2 = 2; y recíproca- 
mente; luego la ecuación de dicha intersección proyectada so- 
hre el plano xy es [71-83]. La curva tiene, pues, doble el punto 
(a, b) de contacto y sus tangentes vienen dadas, según $ 71-4, 
b, por los términos cuadráticos del desarrollo, o sea, [71-6]; 
y son reales y distintas, o confundidas, o imaginarias, según 
que seca H<0, =0 ó >0, es decir, según que el punto sea 
hiperbólico, parabólico o elíptico. 

En el caso del punto hiperbólico la intersección se compone, 
por tanto, de dos ramas que se atraviesan en el punto (a, b); 
en al caso del punto elíptico el punto de contacto es aislado, 
puesto que en un entorno de él la superficie no corta al plano; 
en el caso parabólico la curva tiene un punto aislado, con tan- 
gente real única o bien dos ramas distintas o coincidentes con 
lungente única, como se ve en los ejemplos 3 a 8 del $ 71-4. 

Las bisectrices de las dos tangentes en la curva de inter- 
sección se llaman tangentes principales de la superficie en el 
puuto (a, b). Si el punto es elíptico las tangentes a la curva 
son imaginarias, pero las bisectrices son reales. En efecto, en 
ambos casos se determinan las tangentes principales haciendo 
xirar los ejes un ángulo tal que se anule el término rectangu- 
lar en hk; entonces las dos tangentes, sean reales o imagina 
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rias, quedan simétricas respecto de los ejes, puesto que sus 
coeficientes angulares son opuestos. 

Si el punto es parabólico la tangente única es principal y 
la otra es su perpendicular. 

Cuando la superficie es simétrica respecto de un plano nor- 
mal la intersección de éste con un plano tangente, es eje de 
simetría de la curva, y por tanto es una tangente principal. 


NoTa. El problema de la discusión de los puntos dobles de las cur- 
vas y el problema de la posición de una superficie z=1f(x, y) respecto 
de su plano tangente son idénticos. La curva de ecuación f(x,y)= 
puede interpretarse como intersección de la superficie 2 —f(xw,y) con el 
plano 2 = 0, que es tangente en el punto (a,b) si son nulas las deriva- 
das f.(a,b), f,(a, b). 

Recíprocamente, la naturaleza de los puntos de una superficie de 
pende de la del punto doble en la sección producida por cada plano 
tangente. En los párrafos anteriores se ha visto la correlación entre 
ambos problemas. 


b) En particular, si la superficie es una cuádrica ($ 62-4, 
o), la intersección se compone de dos rectas reales si la super- 
ficie es un hiperboloide de una hoja o un paraboloide hiper- 
bólico. Para este último caso se ve inmediatamente, pues sien- 
do ($ 62-3, b) la ecuación del paraboloide 2 = (12/2p)—(y2/2q), 
el desarrollo de TAYLOR termina en los términos de segundo 
grado, y no habiendo término complementario, la intersección 
del plano tangente en (a, b) con la superficie, viene dada por 
la ecuación (R?%/p)—(k?*/g)= 0, que representa dos rectas. 

En las ico con centro ($ 62-2) de ecuaciones 
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por lo que para el elipsoide (e, = 2 = +1) y el hiperboloide 
elíptico (e, = e. =—1) es siempre H > 0 y para el hiperbo- 
loide de una hoja (ey =— 1) es siempre H < 0. En resu- 
men, aplicando la discusión, resulta: El elipsoide, el hiperbo- 
loide de dos hojas y el paraboloide elíptico tienen todos sus 
puntos elípticos; el hiperboloide de una hoja y el paraboloide 
hiperbólico tienen sus puntos hiperbólicos. 

Finalmente, si se considera un cilindro y colocamos, por 
ejemplo, sus generatrices paralelamente al eje x, su ecuación 
es: 2 =1 (y), por tanto: Í,=0, fs =0, f,, = 0, y así es H =0, 
us decir: Todos los puntos de un cilindro cualquiera son para- 
bólicos. 

La intersección con el plano tangente se reduce a la gene- 
ratriz, considerada como doble. 

Lo mismo acontece con los conos y con todas las superfi- 
cios desarrollables ($ 75-3). 

En los puntos parabólicos, las dos rectas tangentes se re- 
ducen a una sola doble; la dirección de esta tangente única y 
la perpendicular a ella son las dos direcciones principales de 
la superficie. 

En el caso del cilindro, o en general en las superficies 
desarrollables, como la intersección se reduce a una recta, la 
tangente es ella misma. 


EJERCICIOS 


l. Dada la cuádrica xy + yz + 20 — 22 —-y—32+1+2= 0, referirla a 
lon ujes trazados paralelamente por el nuevo origen (—2;0;3); hallar 
cl centro y referirla a él. 


2. En la cuádrica del ejercicio anterior, hallar el plano diametral 
cotiugado de la dirección (2;-—3;6) y el diámetro conjugado del plano 
eo 2144-22 =0. Hallar las direcciones principales y reducir la cuádrica 
n ln forma canónica. (Cfr. $ 62, ejercicio 6). 

3. En la cuádrica del ejercicio 1, dar la ecuación del cono asinte- 
Leo desde el origen de coordenadas y desde su centro. 

4. línllar el plano polar del punto P(3;2;1) respecto de la cuádrica 
ip 4ry+yo 4203, así como el cono tangente cuyo vértice 
ca ul mismo punto, Hallar el polo del plano 2x—-3y+2=1. Ecuación 


entúnien de la cuádrica, (Cfr. $ 62, ejercicio 5). 

G. Si en un punto ordinario (a,b) de la curva f(x.y)=0, la recta 
[71 4] tiene con ésta un contacto de segundo orden ($ 38-8), el punto es 
de iullexión ($8 33-9 y 40-2). Hallarlos para una Curva que tenga deri- 


vada terceras continuas. 
6. Hallar los puntos ordinarios de inflexión de las curvas: 
10) vo lped qay =0; 20) y = x* — 6a?. 
T. VUallar dos puntos múltiples «de la estrofoide recta a*(x + c)— 
aereo ay 0. (Cfr, 8 23), ejemplo 3). 
KR. lnliar Jos puntos múltiples de la curva 
TN 7 1 de (Aa 9 Dd. 
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9. Para el caso excepcional que en [71-8] sea P(A1)= 0, es decir, 
P(A)= 2(4— A1)P1(4), llamando 


1 0 ñ) (4) A 
Q0=3 (37 +17) 16D), A= fn(0,5)-Q0)— [207 


demostrar: 1%) Si A >0, el punto (a,b) es parabólico aislado; 2%) Si 
A<O0U, el punto (a,b) es parabólico doble a tangentes coincidentes (tac- 
nodo) y entonces averiguar cuándo ambas ramas estarán o no a un mis- 
mo lado de la tangente común; 3%) Si A=0 y el caso no vuelve a ser 
excepcional, entonces cuando en general Q(1,)4 0, el punto (a,b) es de 
retroceso de 2% especie y sólo es de 1% especie si además es Q(A4)=0. 
Aplicar este método a los ejemplos 3 a 8 de $ 71-4, 

10, Estudiar los puntos múltiples de las e 

19) too y) — pie Y + ey)? = ; 
20) y +0 — Ley! = 

11. Estudiar en el e 16 curvas: 1%) x3y—oey=0; 
29) e — y —20y + ay 0, 

12. Puntos de detención de las curvas y = (1 + e/*)/(1—e*/*) (cfr. 
$ 26-4, ejemplo 2), y = Arctg(1/x). 

13. Estudiar en el origen la curva y =x Arctg(1/x). 

14. Carácter del punto (0,0) y posición respecto del plano tangente, 
de las superficies z=f(x,y), donde el segundo miembro corresponde a 
las siguientes funciones: 1%) $ 70, ejercicio 1; 2%) $ 70, ejercicio 2; 
39) 8 70, ejercicio 4; 4%) 8 70, ejercicio B; 5%) $ 70, ejercicio 7; 
6) $ a, ejercicio 7; 7% 8 71, ejercicio 8; 8%) ejemplos 3a8 de 
$ 71-4; 9%) 8 71, ejercicio 10. 


NOTAS AL CAPÍTULO XIX 


1. El método de cuadrados mínimos, — No siempre son susceptibles 
de medición directa las magnitudes físicas y, con frecuencia, se pueden 
medir solamente ciertas funciones de ellas, procurando que el número de 
ecuaciones así obtenidas para determinar las an incógnitas, sea muy supe- 
rior a n. Desde el punto de vista puramente matemático, tales ecuacio- 
nes forman sistema incompatible, y se trata de encontrar los valores de 
%, Y, -.., t, que las satisfagan con la mejor aproximación posible. Como 
medida del error con que el sistema de valores x; y, 2 (y análogamente 
para n variables) satisface al sistema de ecuaciones 


Le,y,2) = 0, fale,y, 2) = 0, ..., Ín(x,y, 2) = 0, 


se adopta, siguiendo a GAUSS (cfr. Apéndice IV, vol. 111), la suma de cua- 
drados de los errores, es decir, el número Xf,(x,y,z)* Si este error total 
cuadrático es nulo, lo son todos sus sumandos y la terna x,y,z satisface 
exactamente al sistema, caso que no se presenta por los inevitables errores 
de medida, debiendo limitarse a obtener la terna que haga mínimo dicho 
error cuadrático. Éste es el método de GAUSS, llamado por tal causa de 
cuadrados mínimos. 

El caso más sencillo, al cual se procura reducir cualquier otro susti- 
tuyendo las funciones f, por aproximaciones lineales, es aquél en que las 
ecuaciones son de primer grado. Sean, pues, las ecuaciones propuestas 
(llamadas ecuaciones de condición) : 


QUe + by + cr = l, , (r=1,2, ..., 1) , 


donde los números !, son los valores medidos para diversos sistemas de 
coeficientes, y se trata de encontrar los valores de zx, y, z, que hacen mí- 
nima a la suma: 


[XIX-1] 3 la, + by +02— (,)”. 
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Condición necesaria para ello es la anulación de las tres derivadas; 
Sar (aro +b.y + err—l,)= 0 
3b, (a, + by + Cr2 —l,) =0 , 
1 S, Cr (a, + by + Crz — [,) =0 


Ú [aalx + [ably + [aclz = [al] 
[dalx + [bbly + [belz = [b1] 
l [cala + [cbly + [ecl]z = [el] 


designando brevemente Ya,b, — [ab] y análogamente las otras sumas. Es- 
le sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas suele llamarse sistema 
de ecuaciones normales o sistema normal, y la matriz de su determinante 
es el producto de la traspuesta ($ 61-4) de la matriz de coeficientes del 
sistema propuesto por ésta ($ 61-83); luego, el determinante es suma 
($ 13-4, c,) de todos los cuadrados de los menores de tercer orden de la 
matriz de dicho sistema propuesto ($$ 15-7 y 13-6) y solamente es nulo 
si en éste no hay tres ecuaciones linealmente independientes ($ 14-3). 
Para ver que la solución única del sistema normal hace mínimo el error 
cuadrático, mejor que el método general es sustituir +0, y +B z2+Yy; 
y resulta la anterior suma de cuadrados más otra análoga (por anularse 
los dobles productos), luego la terna obtenida es la solución buscada, ya 
que al incrementar arbitrariamente x, y, 2, aumenta la suma [XIX-11. 

Obsérvese que para el cálculo de los coeficientes de las ecuaciones 
normales a partir de las ecuaciones de condición, pueden emplearse ta- 
blas de cuadrados (Cap. VI, nota II), pues no sólo es [aq] = 30», sino 
también [ab] =34[(0+b) (a+ b)] — [aa] — [bb] $. 

Es circunstancia importante para la resolución numérica del sistema 
de ecuaciones normales (Cap. XVIT, nota 1V), que éste sea simétrico. 


O sea: 


EJEMPLO. Calcular la velocidad inicial y la aceleración de un movi- 
miento uniformemente acelerado, conocidos los espacios recorridos en los 
tiempos siguientes: 

t 
e 


0 1 3 5 7 10 
0 5 20 38 58,5 101 


La ecuación es: 
e = vt + yt 0sea: ves iy—e=0 
de incógnitas v, y y coeficientes t, 36, e. 
Il sistema de ecuaciones normales es 
184y + 748 y — 16745 ; 748v + 8277 y — 70560,75 ; 
do donde se despeja la solución probable v= 4,9; y == 1,03, 


TI. Bibliografía. — 1. Sobre el contenido de este capítulo tratan las 
obras eitedas en Cap, XVITI, nota 111. 

Un estudio monográfico de métodos para determinar extremos de las 
funciones de varias variables, conteniendo los de SCBEEFFER, STOLZ y V. 
YON lDANTSCHER, así como uno original fundado en la aplicación de los 
teorenias de STURM y de BupAn-FOURIER ($ 41) para conocer las raíces 
renles de f(x, y) =0 para x, pequeño y así determinar las ramas reales 
do ln función algebraica definida por f(x,y) =0 cuando x es pequeño, 
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D. R. CurTISS: Maxima and minima of functions uf two or more 
variables, (Math. Monographs, vol. 1, págs. 1-43, Northwestern Univ, 
Fvanaton, 111,, 1941). 


2. Sobre puntos singulares de las curvas planas tratan los textos de 
Gioomoelría analítica (cfr, Cap. XVIL nota V, 4) y también los tratados 
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de Análisis matemático (citados en Cap. XVIII, nota TIT), por ejemplo 
los de VALLÉE POUSSIN O VALIRON. 

También los estudian los tratados monográficos sobre curvas, tales 
por ejemplo los ya antiguos de: 

F. G. TEIXEIRA:; Troité des courbes spéciales remarquables planes et 
gauches. (Vol, 1, Gauthier-Villars, París-Coimbra, 1908; vol. 11, Coim- 
bra, 1909), 

o el catálogo completo con estudio de propiedades geométricas y aplica- 
ciones de: 

G. Lor1a: Curve piane speciali algebraiche e brascendenti. Teoria e 
storia (2 vols,, Milán, 19380); Curva sghembe speciali algebriche e tras- 
cendenti (2 vols,, Zanichelli, Bolonia). 

Breve obra de tipo clásico geométrico es 

H. WIELEITNER y E. BEUTEL: Algebraische Kurven. (2 vols.; Samm- 
lung Góschen, Leipzig, 1914). 

Una introducción a la Geometría algebraica moderna destinada a 
debutantes, con numerosos ejemplos y ejercicios, de texto riguroso que 
facilita el acceso a las memorias clásicas e inicia en las diversas técnicas 
algebraicas modernas es: 

R. J. WALKER: Algebraic curves, (Univ. Princeton, 1950). 

El estudio de los puntos singulares y de las inflexiones de las curvas 
planas algebraicas forma la base del desarrollo inmenso que ha ido to- 
mando la Geometría algebraica a partir de la famosa memoria de V. A. 
PUuIsEuUx: Recherches sur les functiuns algébrigues, (Journal de Math. 
pures et appliquées, ts. 15 y 16, 1850-1), de los trabajos de G. F. B. 
RIEMANN (cfr. $ 116-2), del concepto fundamental de transformación bi- 
rracional sistemáticamente estudiado por L. CREMONA, su descomposición 
en transformaciones cuadráticas hecha por M. NOETHER para aplicarlo a 
los puntos singulares, con resultados que, como ha mostrado F. ENRIQUES, 
también pueden conseguirse mediante los desarrollos de PUISEUX, ligados 
a las investigaciones de 1. HALPHEN sobre las ramas de las curvas alge- 
braicas. Una bibliografía muy completa sobre la cuestión se encuentra en 

_F. AMODEO: Sintesi storico-critica della geometria delle curve alge- 
briche. (Conte, Nápoles, 1945). 

Siempre vigente y fundamental en muchos aspectos, de riquísimo 
contenido y que da una orientación clásica general sobre Geometría al- 
gebraica es: 

F., ENRIQUES y O. CHISINI: Lezioni sulla teoria geumetrica delle 
equazioni e delle funzioni algebriche, (4 vols., Zanichelli, Bolonia, 1915-34). 

Introducción didáctica y elemental es la de 

J. Rey PASTOR: Geometría algebraica (curso autografiado, Bs. As,, 
22 ed., 1940). 

Teoría sintética de las curvas planas, con investigaciones y resulta- 
dos originales, contiene 

J. REY PASTOR: Teoría geométrica de la polaridad. (Acad. Madrid, 
1929. 

En forma muy asequible y didáctica, la teoría clásica está tratada en 

L, GODEAUX: Géométrie algébrique (Vol. 1, 1948; vol. 2, 1949; Scien- 
ces et Lettres, Lieja); 

y mucho más elementalmente en la breve obra; 

L. GODEAUX:: Introduction a la géométrie supérieure (22 ed,, Masson, 
París, 1946). 

Con el mismo objetivo y rico contenido que incluye valiosos e impor- 
tantes ejemplos bien desarrollados, está: 

J. G. SEMPLE y L,. ROTH: Introduction to algebraic geometry. (Cla- 
rendon Press, Oxford, 1949). 

Desde el punto de vista funcional citaremos sólo dos obras valiosísi. 
mas. El gran tratado clásico, completo y de lúcida exposición: 

P. APPELL y E. GOURSAT: Théorie des fonctions algébriques et de 
leurs intégrales (Vol. 1: Étude des fonctions analytiques sur une surface 
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de RIEMANN, 22 ed., 1929; vol. 2: P. FATOU: Fonctions automorphes, 
1930; Gauthier-Villars, París); 
y cl más breve de 

G. A. BLISS: Algebraic Functions (Colloquium Publ, n* 16; Ameri- 
cun Math. Soc., Nueva York, 1933). 

Gcometría algebrajca sobre cuerpos ($ 17-1, a), con fundamentación 
moderna plenamente rigurosa, se encuentra en los libros, que prescinden 
de toda intuición geométrica: 

B. L. VAN DER WAERDEN: Einfúhrung in die algebraische Geometrie 
(Springer, Berlín, 1939; Dover, Nueva York, 1945), 

A. WEIL: Foundations of algebraic geometry (Colloquium Publ,, n% 
29; American Math. Soc,, Nueva York, 1946). 

Combinando métodos estrictamente algebraicos con objetivos pura- 
mente geométricos y representando así un excelente puente entre la an- 
tigua y la nueva Geometría algebraica está: 

W. V. D. Hobas y D. PEDOE: Methods of algebraic geometry (Vol 1, 
1947; vol 2, 1952; Cambridge Univ. Press). 

Una didáctica exposición de métodos modernos se encuentra en: 

B. SEGRE: Lezion3 di geometria moderna, Vol. 1: Fondamenti di geo- 
metria sopra un corpo qualsiasi (Zanichelli, Bolonia, 1948). 

En la 22 ed. y siguientes del vol, 1 (Cap. IV, nota 111, 1) se cita: 

C. CHEVALLEY: Introduction to the theory of algebraic functions of 
ane variable (Math. Surv. VI; American Math. Soc., Nueva York, 1951). 


CAPÍTULO XX 


GEOMETRÍA DIFERENCIAL DE CURVAS 
Y SUPERFICIES 


$ 72. “VECTOR DEPENDIENTE DE UNO O MÁS PARÁMETROS: 
CURVAS Y SUPERFICIES 


1. Función vectorial. — a) Dado como campo de variación 
de un parámetro un conjunto de números reales u, constituido 
generalmente por un intervalo abierto (a,b):a <u<b, o por 
un intervalo cerrado [a,b]: a <u< b, hagamos corresponder 
a cada uno de sus escalares u un valor bien determinado del 
vector r, definiendo así la función vectorial uniforme de es- 
calar (cfr. $ 60-1): 


[72-11] r = r(u). 


Si todos los vectores r(w) tienen un mismo origen fijo O, 
sus extremos P describen un cierto lugar de puntos dependien- 
tes de u, escribiéndose también : 


[72-2] P =P(u). 


Así en un espacio puntual afín queda determinado un conjunto me- 
diante el vector de posición OP, dado por la función vectorial [72-11] que 
toma sus valores en el espacio vectorial asociado (Cap. XVIl, nota 111). 
Generalmente supondremos que estamos en un espacio euclídeo de tres 
dimensiones. 


La expresión lineal del vector r ($ 60-3): 

[72-3]  r(u) =P(u) = x(u).¡i+y(u).j+2(u).k 

pone en correspondencia biunívoca la función vectorial [72-1] 
con la terna de funciones escalares x=x(u), y=y(u), 
z=Z(u) que en el espacio tridimensional atín da la terna de 
coordenadas cartesianas del punto variable P. La forma vec- 
torial [72-1] constituye una expresión más sintética de dicha 
terna de funciones escalares. 


En el espacio de n dimensiones, la expresión lineal [72-3] se con- 
vierte en 


[72-4] r(u) = P(u) = Xa(u) .€1 + Xxalu) .e1 +... + Xa(U) . €n. 


Las definiciones de límite y continuidad son análogas a las 
conocidas para funciones escalares ($$ 24-1 y 25-1). 
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Diremos que es 
limr(u) =1 para u>u , 

si para cada £ >0 existe un número $=5(2)> 0 tal que 
[72-5] [r(u)—1| <e para 0< [u—w]< 3. 

Es r(u) continua en us si está definida en un entorno de u y existe 
y es limr(u)=r(uw) para u—>uo es decir, si para cada £ > 0, existe 
un número ¿=5(8)>0 tal que 
[72-6] |[r(u)—r(uw)| < e para |u—w|< 38. 


Es r(u) continua en el intervalo cerrado [a,bl, si además de serlo 
en cada punto interior del intervalo, lo es a la derecha en « y a la 
izquierda en b ($ 25-6). 


b) Dado en el plano paramétrico (u,v) un recinto o un 
dominio ($ 64-5), hagamos corresponder a cada uno de sus 
puntos un valor bien determinado del vector r, definiendo así 
la función vectorial uniforme de varios escalares (cfr. $ 64-1): 


[12-71] r = r(u, 4). 


Como antes, aplicados los vectores r(u, v) a un mismo ori- 
gen fijo O, sus extremos P definen un cierto lugar de puntos 
dependientes de los parámetros u, v, y la expresión lineal del 
vector r: 


[72-8] r(u,v) =P(u,v) = x(u, v) .i + y (4, v) .j + 2z(u, v) .k, 


pone en correspondencia biunívoca la función vectorial [72-7] 
con la terna de funciones escalares x= x(u,v), y =y(u, v), 
z=z(u, v) que en el espacio tridimensional afín da la terna de 
coordenadas cartesianas del punto variable P. 

Las definiciones de límites, continuidad y sus variantes, son 
análogas a las conocidas para las funciones escalares ($ 65). 


c) Las desigualdades |x!<|r|<]|]x]|+|y]+]2] prue- 
ban que para la continuidad del vector r es necesario y suíi- 
ciente la continuidad simultánea de sus componentes x, y, 2. 
Análogamente r tiende a un límite cuando y sólo cuando lo 
mismo ocurre simultáneamente con sus componentes. 





2, Derivación de una función vectorial, a) Para u fijo 
pero Au = h 30 variable, es función de h el vector cociente in- 
eremental [r(u+%k)—r(u)]/h. Si existe su vector límite: 


[72-9] 1ihs (u+h)—r(u) 
hAh>0 h 

la llamaremos derivada de r(u) respecto de u, que se escribe 

inmbién dr/du. 


Referida la función vectorial [72-1] al vector de posición 
(72-2], su derivada se expresa también por P*(w), si el origen 


== r (u) , 
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O es fijo, independiente de u. Si O fuese también función de 
u, sería 


[72-10] rr(u) = P'(u) — O'(u). 


De la expresión lineal [72-3], bajo la hipótesis de ser cons- 
tante (independiente de u) el sistema de referencia i, j, k, se 
deduce: 

[72-11] (a) =x(u).¡+y(0).¡+47(0).k , 

siendo necesario y suficiente la existencia simultánea de las 
respectivas derivadas de las funciones componentes zx, y, 2 para 
la existencia de r"(u) ($ 72-1, c). Entonces, las componentes 
del vector derivado son las derivadas de las componentes del 
vector dado. 

En forma análoga (cfr. $ 38-1) se definen las derivadas 
SUCEsivas: 


[72-12] r”“(u) = dr'/du , r”(u) =dr"/d4 ,) ... . 


para cuya existencia es necesario y suficiente que lo mismo 
ocurra simultáneamente en sus componentes, pudiéndose deri- 
a Ena a término (i, j, k constantes) la expresión lineal 
2-11]. 
El vector diferencial dr(u)=r'(u).h, será múltiplo del 
vector derivado r” (cfr. $ 34-1) y diferirá del vector Ar en un 
vector infinitésimo o(h) de orden superior a h ($ 24-3), siendo 


[72-13] aAar(u) = r(u).h + o(h). 
db) Respecto de un vector [72-7], función de varias varia- 


bles escalares, se pueden definir ($ 66-1) las derivadas par- 
ciales, en caso de existir: 


lim, r(u Di e - = r.(u, 0), 
[72-14] 

lim 240-1)—r(40) _ Y aw). 

k 0 E 0v 


De la expresión lineal [72-8] resulta 
= P, = tu.1+ Y. j+ 2?-k, 
72-15 AN 
[ ] r, =P, = 2,1 + Yo] + 2,.K. 

Una función vectorial [72-7] es diferenciable en (u, v) si 
su incremento es función vectorial lineal homogénea de los 
incrementos independientes du y dv, a menos de un infi- 
nitésimo vectorial o(0) de orden superior al principal oe = 
=-+ Y (du)? + (du)?, y en este caso ($ 66-4) la parte prin- 
cipal ($ 24-83) del incremento es el vector diferencial total; 
[72-16] dr (u, v) = r,(u, v)du + r,(u, v) do, 
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3. Reglas de derivación. — a) Mediante la expresión lineal 
de la derivada [72-11] es inmediata la demostración ($ 32) de 
las fórmulas: 


[72-17] Ur) Rd 1 , 


Sn 
du 


supuestas da ñ función Meca A(u) y vectoriales r(u), 
a(u), b(u), todas ellas derivables en el punto u. 


b) La derivación del producto escalar [60-20] efectuada 
en su segundo miembro, demuestra que 


[72-18] ra q (a+b) = 


, 


d - A dabd— YNa'b: bey = 
[72-19] du (a , b) a du (Za;b,) == (0; b; + ab; ) 


=Y.b+a.b », 
es decir, un producto escalar se deriva en forma análoga a la 
de un producto ordinario. 
De aquí deducimos que si un vector variable y derivable 


tiene módulo constante, su cuadrado escalar es constante y en- 
tonces d(r.r)/du = 2r.r! =0, de donde ($ 60-5, c): 


[72-203 |r(u)] = Const. implica  r'(u) 1r(w), 
es decir, un vector variable y derivable de módulo constante es 
perpendicular a su vector derivado. 


NoTA. Si r=|r| representa (8 60-1, a) el módulo del vector r4 0 
y Úste es derivable, también existirá 


d ; 
(5 == in =. 00 $ 
pues es ray r.r. No debe confundirse r'=|r|! eon 


lr” |, en general distintos, pues si r' no es paralelo a r, entonces por la 
arado de CaucHY- ScHwarz (Cap. XVII, nota II, b) es |r.r]< 
2r.|[r' |, de donde por (*) sería en este caso 1' < | r' la Así, por ejem- 
plo, en [72-20] es "=0, sin que esto ocurra para |r' 


c) De la forma en determinante [60-82] se deduce inme- 
dintamente la regla de derivación del producto vectorial and- 
loga a la del producto ordinario, 


[72-21] L (4D) = Ab + aab, 


d) Si r es función vectorial de u y u es función escalar del 
escalar 8, la regla de derivación de función de función se es» 
cribe 


, dr dr du 
Marea] de — du ds ?” 


como en $ 32-3, con la misma demostración allí vista. 
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4. Derivada direccional. Tensor derivado. — a) Si en un 
recinto del espacio euclídeo (u, v, w) tenemos definido un cam- 
po escalar (por ejemplo de densidades, o de temperaturas, etc.) 
que hace corresponder a cada punto Q de coordenadas carte- 
sianas rectangulares u, v, w un escalar dado por la función 
escalar de punto f(Q)=f(u, v, w) y ésta es diferenciable, exis- 
te entonces su vector gradiente ($ 66-6, b): 


[72-231 D£(Q) =£,.(Q).1+ £,(Q).j+f.(Q)k , 


cuyas componentes, según cada dirección q dan las derivadas 
escalares 


[72-24] — fp (Q) = £:(Q).p + £0(Q). qe + £o0(Q). ps 
de f(Q) en dicha dirección ($ 66-5 y 6). 


b) Análogamente, podemos considerar definido en un re- 
cinto del espacio (u,v,w) un campo vectorial (por ejemplo, 
de velocidades, o de fuerzas, o de intensidades eléctricas, etc.) 
que hace corresponder a cada punto Q de coordenadas carte- 
sianas rectangulares u, », w un vector dado por la función vec- 
torial de punto r(Q)=r(u,v,w). Si ésta es diferenciable 
$ 72-2, db), podremos poner en la dirección q: 


Ap r(Q) = r,(Q)du + r,(Q)dv +r,(Q)dw + 0(l|Ap Q |), 
donde consideramos el vector 
[72-25] Ap Q = du.i + dv.j + dw.k. 


Así existirá entonces la derivada direccional dada por el 
vector: 
[72.261 re (Q)= lim H(QtA4Q—r(Q) 
[Ap QIAO | Ap Q| 


= r.(Q) - P1 + r.(Q) -. Pa + r.(Q) -P3 


de dirección en general distinta a la q, pero que al venir dado 
por una función lineal homogénea en los cosenos directores 1, 
pz pa de la dirección «q, representa un tensor de rango dos 
($ 63-1, b), que es el tensor derivado Dr(Q)= dr/dQ de la 
función vectorial de punto r(Q), designado también por y r 
($ 91-6). 


Si la función vectorial r(Q) tiene las componentes 
x(u, 0, 0), y (u, Y, 0), z(u, v, w), la primera componente de la 
derivada direccional [72-26] será Xx.Qq1 + Xwp2 + Xwtpa, y análo- 
gamente las otras dos. En particular, las componentes del vec- 
tor r.(Q) serán X., Yw Zu, y análogamente las de r.(Q) y 
r-(Q), formando así las nueve coordenadas, elementos de la 
matriz ($ 63-1, b) del tensor derivado Dr(Q). 

El vector diferencial der(Q) es igual al producto del ten- 
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sor derivado Dr(Q) por el vector ApQ ($ 63-2), es decir, el 
tensor Dr(Q) transforma el vector ApQ de dirección y en el 
vector diferencial dyr(Q), de dirección en general distinta a 
la q. 


c) Análogamente, la derivación en un punto dado de una 
función diferenciable tensorial de punto de rango dos, daría 
una correspondencia de tensores respecto de las direcciones del 
espacio (u, v, w) según una ley homogénea en los cosenos di. 
rectores de cada dirección. El conjunto de estos tensores de- 
pendientes de tres tensores de segundo rango, es decir de 9 
vectores o de 27 escalares, daría un tensor de tercer rango 
(8 60-2, f). En la misma forma se definirían tensores deri- 
vados de rango superior cualquiera. 


5. Fórmula de Taylor de una función vectorial. — a) Si en 
ua existe (finita) la derivada vectorial r'” (%,) de la función 
[72-1] se podrá escribir la fórmula de TAYLOR: 


[72:27] r(u+h) = 1(u0) + hr(uo) + Loro) + 
ES (to) Fr, 


con 

[72-28] Ta, =0(4) , 

deducida por [72-3] y [72-11] con el mismo razonamiento que 
en el caso escalar (% 39-83). 


Si imponemos a r(u) la condición más restrictiva de que 
en un entorno de us sea r” (u) continua y exista r (u), el 
término complementario vectorial T, tendrá por componentes 
las formas de LAGRANGE 


hn n+1 
mFDT 2D (a + 0h), a ———— y" (ue + 0h) , 
hor ml 
ao oras 


(0<0;<1, ¿=1,2,3), pero con 6; en general distintas, por 
lo que aquí será en SEEN 


[72-29] To yin (uo + 0h) 


ar +07 ! 
para todo 6 de 0<8< 1. , 
Si rí*" (u) es contínua en uo se obtiene un caso particular 
de [72-28] (con n+1 en lugar de n): 
p1 
[72-30] T, => DT —_— [re (u)+o0o(D01 , 
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donde o(1) es un vector que tiende a 0 para hA=>0 (cfr. 
$ 24-83, b). 

Se dirá que la función [72-1] es analítica en un entorno 
de uy si admite (cfr. $ 23-8, e) un desarrollo en serie conver- 
gente: 


[72-31] r(u) = a. + a(u—u0n) + az(u — 40)? + 
+... + anu — Un)” + ..., 


donde los vectores a, son independientes de u (pero no de 4o). 
Entonces existen las derivadas de cualquier orden de la 
función r(u) en el entorno de %p, obtenibles derivando [72-831] 
término a término ($ 43-5, b) y es (8 44-1, bd): 
[72-32] r"(u)= nla, , (n=0,1,2...) , 
con la convención de poner r"(4)=r(u). 
La fórmula [72-32] demuestra también aquí (cfr. $ 44-1) 
la unicidad del desarrollo [72-31]. 


Llamaremos también desarrollo o serie de MAC-LAURIN 
al correspondiente a uo =0: 


[72-38] 10) = (0) + ur (0) +00) + 


ho PIO) eo. 


b) Si en (uo, Vo) existe la diferencial total n-ésima de la 
función vectorial [72-7], se podrá escribir también la fórmula 
de TAYLOR para varios parámetros ; 


[72-34] r(Uo-Fh, Vo +k) = Yr(Uo, Vo) + 


z 1 a lo) 
y pa 
+ Y 7 h Id e 


tp) 
v > , 
A m7 r (10, Vo) + o(o”) 








con o=-+ VRER ($ 69-5). 


6. Representación paramétrica y vectorial de las curvas: 
tangente. — a) DEF. Curva C en el espacio Ez es el conjunto 
de puntos (x, y, 2) descrito por tres funciones continuas 


[72-35] z=x(u) , y=y(u4) , 2=z2(4) , 


al variar u en un intervalo finito o infinito. Las [72-35] se 
llaman ecuaciones paramétricas de la curva ($ 29-2), de la que 
mediante [72-3] se obtiene inmediatamente su representación 
vectorial [72-11 6 [72-2]. Si el intervalo de variación del pa- 
rámetro es finito (us < u < 41) se tiene un arco de curva; y 
ésta se llama cerrada si r(u0)=r(u,). Si a dos valores dis- 
tintos u y uv del parámetro que no sean los extremos corres- 
ponde un mismo punto, éste se llama múltiple. La curva se 
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llama simple (o de JORDAN) cuando carece de puntos múlti. 
ples, es decir, cuando sus puntos [72-35] están en correspon» 
dencia biunívoca y continua con un intervalo de variación pa- 
ramétrica. Las curvas que no son planas se llaman alabeadas. 
Para el caso en que la curva sea la trayectoria de un punto mó- 
vil en las aplicaciones, si el parámetro yu representa el tiempo, 
las [72-35] definen el movimiento sobre la trayectoria. 


b) Tangente a una curva. Las curvas que se presentan en 
las aplicaciones tienen tangente en cada punto; es decir: la 
recta P,P, que une el punto 
PolZo, Yo, 20) de la curva con 
otro P,(%,,Y1, 21) que tiende 
hacia Po (es decir, que sus co- 
ordenadas tienen como límites 
las coordenadas de P,) tiene co- 
senos directores variables que 
tienden hacía los de una recta 
que pasa por Po, la cual se lla- 
ma tangente a la curva en el 
punto Po. ($ 30-4) (fig. 236). 

Los cosenos directores de la 
recta P¿P, son proporcionales a 
los incrementos de coordenadas 
Alo, AYo, A%o ($ 60-8, a) y 











Fig. 236 también proporcionales a los 
números 
Ax AY Az 
[72-36] E E 
Ao Ao Ao 


y como al tender Au, a cero, estos cocientes tienen como lími- 
tes las derivadas 2'.=xX'"(%0), Yo =y'(U0), 2% =Z2'(U0), re- 
sulta que la dirección de la recta P¿P, tiene como límite la di- 
rección definida por estos tres números, que son sus coeficien- 
Les directores. 


La recta que pasa por P, y tiene esta dirección límite, tie- 
ne por ecuaciones: 
SN L—e — 2— 
[72-37] 0. 2 


x'(u0) — y'(uo) Z/ (210) 


que representan la recta tangente en el punto (o, Yo, Zo). (Cfr. 
$ 34-6). 


NoTAs: 1. Con el convenio de anular el numerador cuando se anula 
el denominador ($ 60-8, nota 11) pueden adoptarse las ecuaciones [72-37] 
como válidas en los casos en que se anulen una o dos derivadas en o. 

2, Si para to son nulas las tres derivadas vo, yo Zo y es n el 
orden mínimo para el cual no se anulan simultáneamente las tres deri- 
Ut A si éstas sou finitas, valdrá la fórmula de 'TAYLOR 
(8 4-3 a): 
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Año = pe x'” (uo) (Atw0)” + o[(Au0)”] 


nm! 
y análogamente para AYo, Alo. Entonces, el límite de los cocientes 
[72-36] con el denominador elevado a na es 
2? xP" (4) ,) ya” = ya (uu) , Zo = zZ” (uo) : 
y las ecuaciones de la tangente son 


-— Yo Y — Yo Z -— fo 
[72-38] a a 

Si en [72-37] multiplicamos log tres miembros por due = 
= Ao, resulta ($ 34-1) para ecuaciones de la tangente: 


[72-39] — Lo Y — Yo 2 — fo 


SPA E. E KK 


Para la curva € dada en forma paramétrica [72-1], refe- 
rida al origen fijo O, el vector r', = r (us) se denomina vec- 
tor tangencial (fig, 237): 


[72-40] Vo = 5P(Uo) , 

y según [72-11] tiene por componentes 
L'o, Yo, Zo. La línea de acción del vector 
tangencial es la tangente a la curva C, 
recta de ecuación paramétrica vectorial 
($ 60-8, 01): 

[72-41] r=T!0 +0, 

donde se toman Yo =Yr (0) y Po = 1 (Uo) 
en uy fijo y es 4 la variable escalar. 


DEr.. Un arco de curva se llama regu- 
lar (cfr. $ 34-6), en un cierto intervalo 





Y < UY <U si en todos los puntos del mis- Fig. 237 
mo existe r (u) y es 
[72-42] r(u) = 0. 


Los puntos donde no se verifica [72-42] se llaman singu- 
lares para la representación [72-1], la que aun así puede ser 
analítica (8 72-5), nombre aplicado también a la curva. Los 
puntos donde se cumple [72-42] se llaman regulares u ordi- 
narios. 


EJEMPLO. Hélice circular: La hélice puede engendrarse por el mo- 
vimiento de un punto de una circunferencia que pira alrededor de su 
centro, al mismo tiempo que éste recorre una perpendicular al plano de 
la circunferencia, siendo los dos movimientos uniformes. 

El movimiento de traslación uniforme se expresa 2=hu-+kR. 

Si la hélice comienza en un punto Ao (fig. 238) situado en el plano 
uy Sanos u=0, z=0), entonces la ecuación anterior se reduce a: 
z= ku. 

El movimiento de rotación es uniforme también y podemos suponer 
su velocidad 1; si llamamos q al ángulo de giro en un cierto tiempo u 
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se tiene: p=u, sin término independiente, porque el movimiento empieza 
en As situado sobre el eje zx, 

Llamando r al radio del cilindro 
sostén de la hélice, obtenemos las 
ecuaciones de la hélice: 


Y = FC0SU, y =rsenu, 2 = ku. 


Sobre un mismo cilindro podre- 
mos obtener infinitas hélices, según 
el valor de k. El paso de cada una 
(distancia entre dos intersecciones 
consecutivas con la misma generatriz 
del cilindro) es 2kx. 

Las ecuaciones de la tangente en 
el punto (xo, Yo, Zo) SON: 


Eo YU—Yo _ Z—2%o 
—rsenúuw rest k 


y sus cosenos directores son, por tan- 
to: 


—rSsenus . TFC0slo k 
VPF VR dó ? VPO 


El ángulo que forma la tangen- 
te a la hélice en el punto (%o, Yo, Zo) 
con la dirección del eje de las z tie- 
ne coseno constante; quiere decir que 
la tangente a la hélice en un punto 
cualquiera forma un ángulo constan- 
te con la generatriz del cilindro que 
pasa por ese punto. De aquí que su 
desarrollada sobre un plano sea una 
Fig. 238 recta. 





7. Representación paramétrica y vectorial de las superfi- 
cies: plano tangente. — a) DEF. Superficie S en el espacio Ex 
es el conjunto de puntos (zx, y, 2) descrito por tres funciones 
continuas 


[72-43] x=x(uv) , y =y(440) , 2 =2Z(4uv) , 


al variar (u,v) bien en un recinto R, bien en un dominio D 
($ 64-5). Las [72-43] se llaman ecuaciones paramétricas de 
la superficie, de la que mediante [72-8] se obtiene inmediata- 
mente gu representación vectorial [72-7]. Caso particular del 
anterior es aquel en que se toman como parámetros x= u, 
y =>, obteniendo la representación explícita 


[72-44] 2=f(0y , 
de la entonces llamada superficie uniforme ($ 65-3, a). 


Recordemos que una superficie puede darse también en for- 
ma implícita [67-13] en las condiciones de existencia de su- 
perficie uniforme que oportunamente se estudiaron ($8 67-5 
y 68-1). 
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b) Plano tangente a una superficie. Sólo estudiaremos los 
puntos de una superficie donde las tres funciones [72-43] sean 
diferenciables ($ 66-4). Entonces existen las derivadas parcia- 
leg [72-15] que representan respectivamente los vectores tan- 
genciales a las líneas coordenadas de la superficie, obtenidas 
haciendo en [72-8] bien v constante, bien y constante. Son par- 
ticularmente importantes los llamados coeficientes de GAUSS 


Su = r,? = Le + Ye + 20 , 
[72-45] 912 = Tu .lp = Laly T YuYo + fulo > 
Ya = YT? = 222 + YH 2, 


que también suelen designarse por E=Y, F =Y1w, G = 922» 
La identidad de LAGRANGE ($ 60, ejercicio 24) da 


[72-46] |r,Ar,]2 = r,2.5,2 — (tu.1,)? = 911922 — 912. 


El punto de la superficie se llama ordinario o regular si 
en él es 


[72-47] ELArÓ==0 ; 


en otro caso, se llama singular. 

El versor correspondiente al producto vectorial de ambos 
vectores [72-15] en un punto ordinario se llama normal a la 
superfícié.: : 
[72-48] e r. Ar, E TLAr, . 

| r, A r, | + V 911922 — 912? 

Consideremos todas las curvas de la superficie que pasan 
por el punto ordinario P, de parámetrog (uo, Yo), obtenidas 
dando en el plano paramétrico dos funciones u(t), v(t), con 
derivadas no simultáneamente nulas en el punto Yo = u(to), 
Vo = v(to). Entonces, la curva en la superficie tendrá por 
ecuación vectorial 


[72-49] r=r[u(t), v(0] , 


que será regular en el punto Po considerado y tendrá por vec- 
tor tangencial ($ 67-1, teor. 1): 
dr 

[72-50] ral E, (Uo, Vo) U (to) + ro(to, Vo) .0' (to) += 0. 

La dependencia lineal de este vector tangencial con los r,, 
y r, muestra ($ 60-2, teor. 2) que todas las rectas tangentes 
a las curvas regulares que pasan por P, están en el llamado 
A tangente a la superficie, de ecuación vectorial ($ 60-8, 
(ba): 


[72-51] r= r (o, vo) + A (Lo, Vo) + UL, (Uo, Vo) , 


con A y y parámetros de los distintos puntos del plano. 
Este plano es el que pasando por el punto Po = r(%o, Vo), 
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está determinado por los vectores tangenciales a las líneas 
coordenadas T.,(%o, Vo), Yv(Uo, Vo) y cuya independencia lineal 
[72-47] asegura la existencia del plano tangente. 

La ecuación ortogonal ($ 60-8, b) del plano tangente, me- 
diante el vector de posición ro = r(to, Vo) y la normal [72-48] 
será: 


172-52] (r—ro)n=0 , 


equivalente a poner (r-——ro).(r,Ar,) =0. Si se expresa en 
componentes cartesianas el producto mixto ($ 60-7, a) que apa- 
rece en el primer miembro, resulta la ecuación cartesiana del 
plano tangente a la superficie [72-43] cuando ésta se da en 
forma paramétrica: 


T— Ko Y — Yo 2—Z0 
[72-58] Ta, Yu, Za, = (, 
Lo, Yo, Zo, 
Esta ecuación puede también escribirse en la forma 
0(y, 2) 0(z, 1) 
72-54 —————— (2 — ———— (y — 1 
[ ] dto, Do) ( o) + d(Uo, Vo) (y Yo) + 
2(x, y) a 
UI is 


cuyos coeficientes, parametros directores ($ 60-5, d) de la nor- 
mal [72-48] son los valores que en el punto Po toman los jaco- 
bianos 


e _ dy, z) _ d(z,x) 0(x, y) 
[72-55] J; 0 alu, v) , Ja =— Ou, v) , du, v) , 


de cada par de funciones [72-43] respecto del par de paráme- 
tros u,v. Supuestas dichas funciones diferenciables, se veri- 
fica [72-47], es decir, el punto es ordinario, cuando y sólo 
cuando en él ($ 60-6, b) no son simultáneamente nulos los tres 
jacobianos [72-551]. 

Si en un entorno del punto Po las funciones [72-431 tienen 
derivadas parciales continuas y Po es ordinario, podrán expre- 
sarse ($ 68-2) los parámetros u, + mediante dos de las coor- 
denadas zx, y, 2 adecuadamente elegidas, y existirá una corres- 
pondencia biunívoca ($8 67-7) entre trozos de la superficie y 
del plano paramétrico. Si por ejemplo, fuese Jz-+0 de las 
dos primeras [72-48], deduciríamos ($ 68-2) u=u(x, y), 
v  v(2%,), que sustituídas en la tercera [72-43] daría la re- 
presentación explícita de la superficie: 


[72-56] 2 = 2[u(x, y), v(z, Nl=t(,4. 


Así pymes, supuestas existentes y continuas las derivadas 


Ja = 
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parciales de las funciones [72-43], en el entorno de un punto 
ordinario la superficie es uniforme ($ 65-3, a). 
La expresión [60-32] del producto vectorial ($ 60-6, c) da 


[72-57] W(uwv) = [r.Ar.| = + V91190 — 9 = 
J + 32H 32. 


Esta función W (u, v) es muy importante en las aplicacio- 
nes de la teoría. 


EJBMPLOS; 1. La ecuación de una superficie de revolución de eje z 
está determinada por la meridiana z=f(w%); y como al girar en torno 
del eje, la x se convierte en r, las coordenadas de un punto cualquiera 
son: 

xX=Y.c084 , Y =T.sena , z= Í(r). 

Los dos parámetros son aquí r y a; las curvas r=c« son los para- 
lelos; las a=c< son los meridianos. 

Los coeficientes de GAUSS son: 


Ju=1+ f” 5 gua=0 ; JYa= Y. 
La anulación idéntica de gu indica la ortogonalidad de meridianos 
y paralelos. 


2. Para la esfera son más convenientes las coordenadas esféricas: 
longitud A y latitud q, contadas entre —a<iS<a y —3<Sq< dx. 
Las ecuaciones paramétricas de la esfera de radio a son (cir. $ 84-2) : 
z 4.008 p.cosA 
Y € .cos p.sená 
Z a.senp , 
y los coeficientes de GAUS53 son: 
g=4 ; gu=0 ; Ya = 0*.cos p. 
El plano tangente tiene por ecuación 
a? cos" qpo cos Ala — wo) + a? cos” qe sen (y — Yo) + 
+ a cos posen pr(2— 2%) = 0 , 


IA 


es decir, 
a cos polla — xo) + Yoly —Yo) + 2el2—%0)] =0 , 


siendo los parámetros directores de la normal n, las coordenadas o, Ya, Zo 
del punto de contacto, es decir, las componentes de to. 


Noras: 1, Es posible que [72-8] aun para r,Ar,= 0 represente una 
superficie que sea regular en otra representación. 

Por ejemplo, 2=%, y=wW, z=0 representa el plano xy y en el 
origen es rLAr,=0 


2. Si la superficie viene dada en forma explícita diferenciable 
[72-44], su representación vectorial es 


[72-58] r=ui+vj + f(u,v)k , 

sus líneas coordenadas tienen por vectores tangenciales 
[72-591] Tr=i+fk , rn =oj+Éfk , 
todos sus puntos son ordinarios, pues J.=1+X0, y es 
[72-60] Wiíxv) =|r.náro]| = + VÍZ+ +1 >0. 


Es fácil ver que la ecuación [72-53] del plano tangente toma la for- 
ma conocida [66-8]. 


3. Recordemos que cuando la superficie se da en forma implícita 
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[07-13] hemos hallado ($ 67-5, c) la ecuación [67-18] de su plano tan- 
gente. También se ve que derivando la identidad 

[72-61] F[x(u, v), y (uv), z(uv)] =0 , 

rexulta 

Fs. + Fy.Ys + Fr. 22 =0 , 

[72-02] F,.Lo + F,.Yo sE F,.z, =0 , 

por lo que en un punto ordinario, F,, F,, F, son proporcionales ($ 15-6, c) 
a los jacobianos J,, Jz, Ja, parámetros directores de la normal a la su- 
perficie (cfr. $ 67-5, notas 2 y 3). 


8. Representación implícita y ecuaciones reducidas de las 
curvas. — En $ 67-6, nota 3, hemos estudiado la representa- 
ción implícita [67-28] de una curva en el espacio y la ecua- 
ción [67-31] de su tangente, que tiene por parámetros direc- 
tores los jacobianos que figuran en [67-301. Aquí también y 
bajo la hipótesis general de diferenciabilidad, el punto es or- 
dinario, si alguno de estos tres jacobianos no se anula, que- 
dando entonces determinada la tangente a la curva. 

Suponiendo sea 9(F, G)/2(y,2)=+ 0, será posible despejar 
en [67-281 y, 2 en función de x, obteniendo las ecuaciones re- 
ducidas de la curva 


[72-63] y=p(0) , 2=y() , 


caso particular de las [72-35] vara u = x. Si las funciones son 
derivables, es siempre aquí 


[72-64] [r(0)]|=+vV1$+q2+y?>0 , 

es decir, la curva es regular. Recíprocamente, si la curva 
[72-357 es regular, alguna de las componentes de [72-11] no 
será nula, por ejemplo, la x'(u)=+=0, y al poder despejar 
($ 67-7) de la primera de las [72-35] la u=u(x) y susti- 
tuir en las dos últimas, se podrán obtener las ecuaciones re- 
ducidas [72-63]. Éstas representan la curva como intersección 
de dos superficies cilíndricas proyectantes, siendo las trazas 
sobre el plano (x, y): y = p(x%), 2 =0, y sobre el plano (z, x) : 
2 -y(x), y=0. Es la traducción analítica de la representa- 
ción en el sistema diédrico o de MONGE. 


Y, Concepto de curva y de superficie según Fréchet. — a) El estudio 
do lus propiedades de una curva C o una superficie S que haremos va- 
liándonos de sus ecuaciones y de las funciones [72-64] y [72-57], depende 
do la representación de la curva C o de la superficie S más bien que de 
ln curva o superficie mismas. Estas, al admitir una infinidad de repre- 
kauilaciones suscitan el problema de examinar en qué casos distintas re- 
presentaciones dan una misma curva o superficie y según los convenios 
gue adoptemos así tendremos fijado el concepto de curva o superficie. 
Hofirióndonos por ejemplo a las superficies, hemos de explicar cuando 
otra ocuación 


[72-05] S* :r=r*(u4,v) = x*(u, v)1 + y*(u,v)] + 
+ z*(u,v)k ; (u,v)eR* 
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representa la misma superficie S de [72-43], para poder decir en este 
caso que [72-43] y [72-65] son dos distintas representaciones r y r* de 
una misma superficie o que las superficies S y S* coinciden o son idén- 
ticas. Entonces diremos también que las ecuaciones [72-43] y [72-65] 
son equivalentes. Sólo después de haber estudiado el significado de esta 
equivalencia como relación reflexiva, simétrica y transitiva ($ 1-5), será 
posible dividir la clase de todas las posibles y admisibles ecuaciones 
[72-43] en subclases para poner en una subclase las ecuaciones admisi- 
bles que son equivalentes entre sí y en distintas subclases las ecuaciones 
admisibles que no son equivalentes. Cada subclase dará todas las posi- 
bles representaciones r de una misma superficie y así el concepto de 
superficie quedará definido por las subclases de la clase de todas 3us 
posibles y admisibles representaciones sobre recintos y sólo entonces ten- 
drá sentido decir que “una ecuación como [72-43] define una superficie”. 


b) Cerciorémonos de la importancia de esta cuestión con la siguiente 
distinción. 

La ecuación [72-383] hace corresponder a cada punto u del intervalo 
paramétrico Il, un bien determinado punto P del espacio E, y así [72-3] 
hará corresponder al intervalo I, un continuo T'(1o) de Es como lugar 
de puntos de la curva C, sin que por esto dicha correspondencia haya de 
ser biunívoca. Por ejemplo, si I' es la circunferencia unidad, podemos 
obtenerla mediante 


[72-66] r=i.cosu + J.senu , 0 uS< 2x 
o bien mediante 
[72-67] r=l.cou +j.senu , 0 u< da, 


En el segundo caso, la fórmula [55-9] del $ 55-1, c, da como longi- 
tud de la circunferencia el valor 4x, pues [72-67] hace recorrer dos ve- 
ces la circunferencia T'. Esto dice que la integral clásica [56-9] no pro- 
porciona la longitud de un lugar de puntos, sino más bien da la longitud 
del recorrido sobre un lugar de puntos. Por tanto [72-8] no será la re- 
presentación de un continuo I', sino la de un recorrido continuo sobre 
I' y en este sentido nos ocuparemos de las curvas como recorrido (“path 
curve”) y no meramente de las curvas como lugar de puntos (“point 
curve”), 

En forma análoga, no podremos decir que dos superficies S y S* 
coinciden porque ocupen el mismo lugar de puntos T' en el espacio Es; 
así una superficie cilíndrica recta de determinada altura y la misma su- 
perficie cubierta dos veces por un velo flexible serán superficies distin- 
tas con diferente área, aun cuando ocupen el mismo conjunto puntual en 
el espacio Es. 

Al lugar de puntos T' de una curva C ó superficie S se le llama 
huella o gráfica de dicha curva o superficie. 


_  c) La ecuación [72-83] representa una transformación continua del 
intervalo lo. en la curva C, así como [72-8] lo es del recinto R en la 
superficie S. Son casos particulares de transformaciones continuas (Cap. 
XVITI, nota 1) y para el problema de la equivalencia habremos de con- 
siderar pares de transformaciones continuas T,(R:)=TI, T+(Rs)=I, en 
que Ri y R2 serán dos recintos del plano uv y T' será la huella de una 
superficie del espacio Es, consistiendo el problema de la equivalencia en 
ver cuándo T, y Ta darán una misma superficie $. 

Diremos que T, y Ta son topológicamente similares, en símbolo 
T, — Tz (ts), cuando y sólo cuando existe un homeomorfismo H(R,)=Ra 
tal que T.(P.)= T-H(P,) para todo punto PjeR, (Cap. XVITI, nota 1). 
Esta relación de equivalencia, usada por LEBESGUB* y KNESER*? es de- 

1 H. LEBBSGUE, Intégrale, longueur, aire (Ann. Mat. Pura Appl., ?, p. 231-259, 1902). 


2 H, KNESER, Die Deformationsaútze der cinfach zusammenhányenden Fláchen (Math. 
Zeitschrift, 25, p. 362-472, 1926), 
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muslado restringida, como luego justificaremos, y hoy definitivamente se 
acepta la relación de equivalencia de Frécmer* Diremos que T, y Ta 
son F-equivalentes, en símbolos T,— Ta (F), cuando y sólo cuando para 
enda ¿>0, existe un homeomorfismo He: (R.)=Rs tal que cumpla la 
dintancia Q[T,(P,), T:He (P)]<e para todo punto P.eR;. Esta relación 
do equivalencia que es reflexiva, simétrica y transitiva, nos define las 
P-eurvas, F-superficies y en general las F-variedades, La clase K de 
representaciones admisibles es la de transformaciones continúas T(R)=T 
on el espacio euclídeo Es. Escogido un recinto fijo, por ejemplo el cua- 
drado unidad R.:0<u 1, 0<v<1, definamos K(Ro) como la sub- 
elnse de K formada por todas las transformaciones continuas T(R)=T 
pura las que R es homeomorfo con Ro. Así obtenemos las F-superficies 
del tipo rectangular en el espacio euclídeo Es. 

Si Ro es un arco simple de JORDAN, o también un intervalo finito lo, 
obtendremos las F-curvas del tipo de arco simple. Si Ro es una curva 
uimple cerrada, obtenemos las F-curvas del tipo de curva simple cerrada. 


d) Es evidente que si T.— Ta (ta) también es T,— Ta (F), pero el 
recíproco no es cierto y vamos a ver ejemplos que justifican pasar de 
la equivalencia topológicamente similar de LEBESGUE a la equivalencia de 
PRÉCHET. Supongamos que T,(R,) represente la superficie $ de huella I' 
en el círculo R, del plano uv (fig. 239). Dividamos R, en dos partes me- 
diante un diámetro paralelo al eje v y separemos ambos semicírculos 





Fig. 239 


mediante una traslación paralela al eje u, obteniendo así un recinto Ra. 
llagamos corresponder a todos los puntos de cada segmento paralelo al 
uja u del rectángulo situado entre ambos semicírculos, el mismo punto 
do ln superficie S que ya antes correspondía a los extremos de ese seg- 
monto, Así obtenemos una nueva representación T:(Ra) de la superficie 
3, sin que por ello dicha superficie haya sufrido ninguna modificación. 
Súlo hemos modificado su representación que podremos decir es estacio- 
maria en aquellos segmentos, Si suponemos que la representación T,(R,) 
cm nunca estacionaria, entonces no existe ningún homeomorfismo entre 
It, y Rs tal que sus puntos correspondientes P, y Pa tengan una misma 
lunmgen T.(P.)= Ta(Ps) en T. Sería necesario que a cada segmento de 
Hs correspondiegse un punto de Ri, y la correspondencia entre R, y Ra 
dejaría de ser un homeomorfismo. Sin embargo, a este caso puede apli- 
enrso ln definición general de FRÉCHET, pues es suficiente considerar en 
KR, una banda suficientemente estrecha de lados paralelos al eje v y 


UM, Fufenter, Sur la distance do dcuz surfaces (Ann. Soc, Polonaise Math., 3, 
po 
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hacer corresponder los segmentos circulares de R, a los semicírculos de 
Rs y la banda central de R, al rectángulo central de Ra. 

Un ejemplo análogo para las curvas será suponer que T,(1,)=T 
represente el segmento T:0=<x<1, y=0, 2=0, en el 1:0<u=<=l, 
de manera que T, haga corresponder al primer tercio 0<4<1f/3 la mi- 
tad 0£<1/2, que en el segundo tercio 1/3=<u£2/3 el punto de T 
permanezca estacionario en (1/2,'0, 0) y que al último tercio 2/3 <= 
EZ us 1 corresponda la segunda mitad 1/2< 2 <1. Si quisiéramos adop- 
tar como nuevo parámetro la abseisa curvilinea ($ 55-1, b) determinada 
por la longitud del recorrido de la curva resultante, la nueva represen- 
tación T,(1.)=T, de fundamental importancia incluso en la teoría ele- 
mental, no sería topológicamente similar a la inicial, 


e) El concepto de F-equivalencia admite en ciertos casos la siguiente 
modificación de MCcSHAND, de trascendencia en el cálculo de variaciones. 
En esta modificación se exige que el homeomorfismo He (R1)= Ri con- 
serve las orientaciones que previamente se hayan fijado para Ri, y R:. 
Por ejemplo, se dirá que dos representacioneg del tipo rectangular son 
positivamente F-equivalentes si el homeomorfismo He no tan sólo trans- 
forma el contorno de R, en el de kz, sino también el sentido positivo 
(directo o contrario a las agujas del reloj) del contorno de R, en el 
sentido positivo del contorno de Rs. 


EJERCICIOS 


1, Condición necesaria y suficiente para que un vector variable y 
derivable no nulo se conserve paralelo a una misma recta es que 


r(u) A r (u) = 0. 
2. Demostrar que la derivada del versor rr es (rAr)aA r/[rl. 


3. Hallar el error en el siguiente razonamiento: u(t)"=u(t). u(t)= 
=u(t)” -. ($ 723, db): 2u.uU —2u44' .. u.uU uu . u' paralelo a u, 
no siempre cierto (cfr. [72-20]). 

4. Condición necesaria y suficiente para que un vector no nulo, va- 
riable y derivable dos veces, se conserve paralelo a un mismo plano es 
que rar .r”=0. 

5. Dada la función vectorial de punto r(Q)= (5 — w)i + (6u + 
+ 0? -—3)j 4(214—u* + 1)k: 19%) Formar la matriz del tensor derivado 
Dr(Q), descomponiendo éste en uno simétrico más otro antisimétrico; 
2%) Hallar ej producto de dicho tensor Dr(Qs) en el punto Qo(2;1;1) 
por el yector x=i—2j-+2k de dirección q ==w”"x—(1/3)i—(2/3)i + 
+(2/3)k, mediante las respectivas componentes; 3%) Lo mismo mediante 
la derivada direccional rp (Qo) y el módulo «; 4%) Lo mismo mediante el 
valor dy r(Qu) del vector: diferencial dr(Q) en el punto Q. para el in- 
cremento Ap Qe =Xx; 5%) Comprobar que la componente antisimétrica del 
tensor Dr(Q) tiene todos sus vectores coplanares ($ 63; ejercicio 2, 29), 
hallando el plano donde actúan, así como la dirección del vector ay de di- 
cho tensor antigimétrico correspondiente a la anterior dirección de x, 
comprobando que son ortogonales; 62) Comprobar que el anterior tensor de- 
rivado Dr(Q) tiene en el origen O(0;0; 0) todos sus vectores paralelos 
al plano ij, pero en general no perpendiculares a las direcciones respec- 
vas (cfr. $ 68, ejercicio 2, 2%). 

6. Llamemos números derivonormados a 

Nor (0) = lim inf Le (uo + h)—r (uo) >0 
h—0* [Al 
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y análogamente N'r(w) (con lim sup), N-r(uo), Nrr(u) (a la izquier- 
da), siempre existentes. Demostrar que si existe r'(u) es r'(u)=N.= 
=N'=N-=N, Estudiar en u=0 la función vectorial r(u)= ui-+ 
+ luli +k (cfr. Cap. IX, nota V, as). 

7. Sean una función vectorial r(u) y una función numérica f(u), 
ambas continuas en [uo 41]. Llamemos F(u)=|r(u)—r(u0o) | —f(u) + 
+ f(%s) y supongamos sea F()>Yn > en un punto » de (us, 4]. Si 
Un €s el extremo superior de los puntos de (%o,v) donde F(u)< Ym, 
demostrar que: 1%) F(un)=Ynm; 2%) Nur(un) > D,f (Um). 

8. Sean una función vectorial r(u) y una función numérica cre- 
ciente £(u), ambas .continuas en [uo 41]. Si el conjunto F(S) de valo- 
res funcionales F(u)=|r(u)—r(u0)| —f(u) + £f (um) correspondientes a 
los puntos del subconjunto S de [u.,u.] donda N.r(u)> D.f(u) no con- 
ticne ningún intervalo no degenerado, entonces se conserva F(u)< 0 en 
Lio Demuéstrese para el caso en que N, y D. se sustituyen por 
"y Dr. 

9. Teorema de incrementos finitos para funciones vectoriales. — Sean 
una función vectorial r(u) y una función numérica creciente g(u), am- 
bas continuas en [uo, 4], tales que en el complemento de un conjunto 
numerable A respecto de [o 41) sea N,ir(u)< Dig(u), no siendo ambos 
miembros de esta última relación simultáneamente infinitos en dicho com- 
plemento. Entonces es | r(w)—r(u0o)| < g(u)—g(u0). Si además exista 
al menos un punto de [u,u,) donde sea N.r(u)< Dig (u), entonces es 
[r(11)—r (ue) | < g (0m)— g (uo). 

10. Teorema de incrementos finitos para funciones vectoriales deri 
vables, — Sea una función vectorial r(u) continua en [w,, 41], derivable 
en (4o 41) y supongamos que exista una función numérica creciente g (u) 
continua en [uo 4), que tenga derivada g'(u)>|r'(u)| en (u,u); en- 
tonces es | r(14)—r (40) | < g (Mm) — 8 (o) =(U — 40) g (Un) para un cier- 
to Um de (o 41). 

11, Para que una función vectorial r(u) continua en [uo], sea 
constante en este intervalo, basta que Nyr(u) (6 r'(u) si la función es 
derivable) se anule en todos los puntos del complemento de un conjunto 
numerable A respecto de (uo, Ur). 


12. Si r(u) es derivable, representa: 1%) Un punto, cuando y sólo 
cuando r'(u)=0; 2%) Una recta, cuando y sólo cuando (r—ro)Ar'=0, 


13. Si existe r”(u), entonces r(u) representa: 1%) Una recta, cuan- 
do y sólo cuando r'(u)=0, r'(u)Ar”(u)=0; 2%) Una curva plana, 


"— 


cuando y sólo cuando (r—rodAr'.r"=0, 

14, Si existe r'”(u), entonces r(u) representa una curva plana no 
rocta, cuando y sólo cuando r Ar" 0, r pr” .r”=0, 

15. Si r(u,v) tiene derivadas primeras, representa: 1%) Un punto, 
cuando y sólo cuando r.(u,v)=r.(u,v)=0; 2%) Una curva, cuando y 
sólo cuando r, A r,=0, [r,] + ro] 540. 


16. Demostrar que en un punto de una curva plana con tangente 
[72-38], toda recta distinta de ésta, atraviesa o no la curva en P, según 
que $ sea impar o par. 

17. Estudiar el carácter del punto Po ($ 71-3 y 4) de una curva 
plaua con tangente [72-38] para la que existan las derivadas sucesivas 
a da r'"(%) hasta la primera r”(u) que no sea nula ni paralela a 
Y" (us), mediante el producto escalar del desarrollo de TAYLOR [72-27] 
por el versor n normal a la tangente, 


18. Un punto se mueve sobre la intersección del plano y —x= 2 
con el cono 4 ey +92, y al pasar por P(3;5;7) la componente 
v», de au velocidad v vale 2; determinar y vectorialmente por [72-40] e 
implícitamente por [67-31]. 
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19. Ecuación vectorial de la parábola situada en el plano 2x— y + 
+32—0, que pasa por P(1;2;0), es tangente en el origen al plano 
coordenado y= 0 y tiene el eje paralelo al plano coordenado x= 0. 'Tó- 
mese —= 4. 


20. Determinar la tangente a la curva intersección de los cilindros 
F=z—y 0, G=x-—-2=0 en el punto P, para el que y=1, utili- 
zando [67-31] y comprobarlo mediante el vector tangencial [72-40] de 
la curva dada vectorialmente. Tómese y =u, 


21. 1%) Probar que en la superficie —UC03Y, Y —USenv, 2= 
=0W+Incosu, dos líneas coordenadas u=a, u=b, determinan arcos 
iguales en todas las líneas de coordenadas v — constante; 2%) Probar que 
no ocurre lo mismo al cambiar u con Y. 


22, Dada la superficie r=2c08 uch vi + 3 sen u ch vj + sh vk deter- 
minar en el punto (w/6, In 2) el plano tangente mediante [72-51], [72-64] 
y [67-18], una vez hallada la ecuación implícita [67-13] de la superficie. 


23. Tomando las ecuaciones paramétricas del tipo [29-14] para la 
meridiana y la directriz del toro ($ 54, ejercicio 6), hallar la ecuación 
vectorial de su superficie y los puntos singulares de ésta, 
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1. Abscisa curvilínea o parámetro intrínseco. — Dado un 
arco de curva regular ($ 72-6, b) en representación paramé- 
trica vectorial [72-3], si además suponemos que la derivada 
r' (u). es continua, definiremos como abscisa curvilinea s(u) 
del punto P de parámetro u, al valor de la integral 


u 


[73-1] Ss - 3(u) = pl (6) ldé = 


= [OF OH70 dt 


tomada a partir del punto A de parámetro a. 

Con la misma definición y demostración dadas en $ 55-1, e 
para curvas planas, la integral [73-1] representa la longitud 
del arco AP, valor relativo a un sentido de recorrido fijado 
sobre la curva, que supondremos positivo si es el correspon- 
diente a las u crecientes (u > a). 

Por la continuidad del integrando, existirá la diferencial 
de la función [73-1] y será ($ 50.1) 


[73-2] e 
= + Vx (u)?+y (u)? + 2(u)? du = + (5) ea 


llamada diferencial de arco (cfr. $ 55-1, b), donde ds tiene el 
signo de du, con la convención adoptada para el sentido posi- 
tivo de la curva dada. 
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La diferencial de arco [73-2] es el módulo del vector dife- 
rencial de arco 


[73-31] ds =dx.i+dy.j+4d2.k = dr o, 
donde, según [72-11], es 
[73-4] de =x(u)du , dy = y'[lu)du , dz = z'(u)du , 


y tiene la dirección y sentido del vector tangencial [72-40]. 

La abscisa curvilínea s como función escalar del parámetro 
1, tiene por derivada el módulo del vector tangencial, es el móá- 
dulo de la velocidad cuando el parámetro u es el tiempo: 


ds dr 
[78-5] du du 
es decir, nunca es nula por la hipótesis hecha al principio. Esto 
nos permite asegurar la existencia de la función inversa de la 
[73-1], pues ésta será propiamente monótona (creciente), y 
tomar a s como parámetro llamado intrínseco de los puntos 
de la curva dada. La función vectorial referida al parámetro 
intrínseco 


[73-6] = r(s) 


tiene por vector na t el llamado vector tangente a la 
curva el que por [72-22] será: 


dr dr ds 
[78-1] e ar 
es decir, será un vector unitario o versor 
[73-8] [t=1 , 


como se ve aplicando [73-5] a [73-7]. Así pues, el vector tan- 
gente es el versor correspondiente al vector tangencial, con lí- 
nca de acción según la tangente a la curva y dirigido en el 
sentido de los arcos crecientes. Si se cambia el sentido de los 
nrcos, t cambia de sentido. Las componentes de 


serán los cosenos directores de la tangente a la curva, y al 


aplicar [72-11] al parámetro intrínseco s, resultará para di- 
choa cosenos 


=|y|=v>0 , 








] dy d dz 
[73-10] A E 
que son también los correspondientes al vector [73-3] (cfr. 
$ 65-2). 


Esemrio. Calcular la longitud de una espira de hélice circular de 
ecuncionos: => rcogu, y=rsenu, 2=hku (8 72-6, ejemplo). 
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Se tiene 
de? = (+ cos* u + 1 sen u + k*) (du)? = (7 + 1) (du)" , 
e integrando entre 0 y 2x, resulta: 
8 = Za Vr + He, 


En general: la longitud del arco de amplitud a es aVr +4, es 
decir, proporcional a dicha amplitud, resultado acorde con el desarrollo 
rectilíneo de la hélice. 


NoTAS: 1. La longitud es una propiedad métrica, pues se conserva 
invariante con respecto al grupo euclídeo ($ 61-7, d). 

En particular, la transformación por movimiento de un arco no al- 
tera su longitud. En efecto, si el vector de posición x de matriz vectorial 
X ($ 61-4, d) se transforma en un vector y de matriz Y mediante un 
movimiento ($ 61-1) o en general, mediante una transformación lineal 
de matriz ortogonal A ($ 61-7), sus vectores derivados xXx é y de ma- 


trices respectivas Xé Y, cumplirán Y=AX ($ 61-4, d), y utilizando 
el cálculo de matrices ($ 61-4 a) resulta * 


y = YY =XAAX = X'X=x 
pues A'A=I ($ 61-7, b), de donde 


(r8-11 ls 


2. La longitud es también invarlante respecto de la representación 
analítica de una F-curva ($ 72-9), en particular respecto de un cambio 
de parámetro dado por una función monótona, como es inmediato demos- 
trar por [72-22] y $ 51-3, b. 

3. La cuerda, el incremento de arco y la diferencial de arco son in- 
finitésimos distintos, pero equivalentes, como en el caso de las curvas 
planas ($ 55-1, nota 4). 


2. Plano osculador a una curva alabeada. Dada una cur- 
va C por su expresión vectorial [72-3], consideremos el pun- 
to P. =P (u0), en donde supondremos que [72-3] admite des- 
arrollo de TAYLOR ($ 72-5), hasta n= 2, es decir 

2 
[73-12] r(uo+h) = ríuo) + hr'(%a) + ST r” (40) + o(h?). 

Consideremos sobre la curva dos puntos P, =P (4+h) y 
P>»=P(uo +) distintos infinitamente próximos al Po, signi- 
ficando con ello (ver nota 1) que haremos 2>0, k=>0 de 
manera que h, k y k—h se conserven infinitésimos del mismo 
orden ($ 24-38). Consideremos también aplicado a Po el vector 
t, paralelo al r', = 1 "(4 +h). 

Entonces, vamos a demostrar que son equivalentes las tres 
siguientes definiciones de plano osculador (fig. 240) en el caso 





a Para reservar el acento en la notación de la matriz traspuesta, se ha utilizado el 
punto como signo de derivación. 
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quo los vectores r'(u40) y r” (us) sean linealmente independien- 
tes, es decir, sea r'o A ro +0. 


DEF. 1%: Plano osculador a la curva C en P, es la posición 
límite para h>0 y k—>0 del determinado por P, y dos pun- 
tos de la curva distintos infinitamente próximos P, = Puy + h) 
y Pa =P(u+k) al Po. 


Der. 2*: Plano osculador a la curva C en P, es la posición 
límite para h=0 del determinado por el yector va =r (us) y 
el punto P, =P (uo +%) infinitamente próximo al P,. 


DEF. 8%: Plano osculador a la curva C en P, es la posición 
límite para h-=>0 del determinado por 1'(up) y el vector t, 
aplicado a Po y paralelo al r”, = r*(uo + h), por lo que en len- 
guaje expresivo se dice queda determinado por dos tangentes 
infinitamente próximas. 





Fig. 240 
lira (Po PyP)= lim (YyP,) = lim (Py t,). 
(h341)>0 hk>0 h=>0 


De acuerdo con la primera definición, consideremos el plano 
Po, Py, P2 determinado por los vectores 
r (o + h)—r (uo) 


[73-13] a = RARE 


= (00) + ¿hr (u0) + 0(h2) /h. 





a r (+ k)—r(uwo)  r(w+h)—r(u0)]_ 
[79-14] b=7=x a ] mí 
= y” (d+ zx [2 — A. 


Si ahora hacemos ea 0, k>0 de manera que h, k y k—h 
xo conserven infinitésimos del mismo orden, la posición límite 
del plano determinado por [73-13] y [73-14] es el determi- 
nado por 
173-1565] lma=r'(4) ; lim b=r5r"(%w) , 

> 0 (h=k)>0 
apriendos al punto Po, dando para ecuación paramétrica del 
plano osculador: 


[73-16] r =r (uo) + A (o) + ur (uo) , 
con A, q parámetros de los distintos puntos del plano, 
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De acuerdo con la segunda definición, consideremos el pla- 
no determinado por los vectores r'(uo) y 


[73-17] e= r (uo + h— Tr (uN) — hr! (0) _ 











h2 
o(h?) 
h? ú 
cuya posición límite dada por 
[73-18] lim e = r” (20) 
R>0 


y (us) es también [73-16]. 
De acuerdo con la tercera definición, consideremos el pla- 
no determinado por los vectores Y'(40) y 


[73-19] d = Ft (40) + ed ; 


pues las condiciones que permiten establecer e justifi- 
can también ($ 72-5): 


[73-20] r(Uo + h) = r'(u0) + hr” (us) + o(h). 


La posición límite del plano determinado por r'(us) y d 
para h> 0 será también [73-16]. 

La ecuación ortogonal ($ 60-8, b) correspondiente al plano 
[73-16] puede escribirse ($ 60-6): 





[73-21] (r—ro). (raro) =0 , 
y entonces la ecuación cartesiano es ($ 60-7, a): 
u— Lo Y — Yo 2 — Lo 
[73-22] zo Yo Zo = 0.. 
2% Y” 2% 


EJEMPLO. Aplicación a la hélice circular ($ 72-6, ejemplo) : 


e= rcosu , Y = rsenu , z=ku , 
Xx (u) =-—rsenu , y (u)= reoosu , YlíuU=k , 
x"(u) = —reosu , y”"(u)= —rsenu , 2"(u)=0, 


El plano osculador tiene, por tanto, la ecuación: 


% — Lo Y— Yo 2 — %o 
— Y sen Uo Tr COS Uy k =0, 
— 1 cos Ye — Y sen Ue 0 


que puede escribirse así: ! 
(e — o) ke sen do — [y —Yo)k cos uo + [z—2o)r = 0. 
Noras: 1. Si suponemos que r'(u) es contínua en uo la Der. 1 se 
simplifica en el sentido de que puede entenderse como puntos P,, Pa 


distintos infinitamente próximos al Po aquellos determinados por 
kH%k(>0), Pues, por [72-30] será 


T1(W4+h)= r(4) + hr (uo) + 3h*[r"(u0) + o(D] , 


202 XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES $ 73 -2 


y entonces [73-14] toma la forma 
b=151(4u)+.0(1) , 
SL Dd [73-15] sin necesidad de considerar el orden infinitesimal 
do k—kh. E 
2. Un análisis muy afinado de las relaciones que guardan entre sí 
octo posibles definiciones de plano osculador para curvas continuas en 
condiciones muy amplias ha sido realizado por E. J, YAN DER WaaG (Sur 


lts plans osculateurs, Nederl, Akad, Wettensch. Proc. Ser. A, 55 = In- 
dugationes Math. 14, pp. 41-62; 1952). 


3. El plano osculador de una curva plana es el plano en que está 
situada y continúa siéndolo aunque la curva plana no tenga tangente. 
lin este caso sólo la primera definición de plano osculador es aplicable, 


4. Si en un punto ordinario (r'(u)>+40) es 


[73-28] PMATr=0, 
mua TP =YP (u40) el primer vector derivado tal que 
[73-24] MATPED0, 


en caso de existir, Entonces el plano (sobre) - osculador tiene por ecua- 
ción (p > 2; efr. ejercicio 4): 


[73-25] (r—ro) .(rAaArP)=0 , 
equivalente a la ecuación cartesiane : 
x — Lo Y — Yo 2£— Zo 
[73-26] ao Ya Zo = 0. 
20 P? YD Zo 


Eyercicio, Si una curva es regular y admite en todos los puntos 
desarrollo [73-12] se reduce a una recta ($ 72, ejercicio 12) en todo in- 
tarvalo paramétrico donde idénticamente se verifique [73-23]. Por tanto, 
óxta se cumple excepcionalmente en una curva de las condiciones dichas, 


3. Triedro principal o intrínseco. — En un punto Po de una 
curva alabeada C, se llama plano normal al perpendicular al 
vector tangente to en Po. Las rectas situadas en el plano nor- 
mal son las normales a la curva. De éstas, tienen particular 
importancia la normal principal situada en el plano osculador 
y por tanto intersección de éste con el plano normal, y la 
binormal perpendicular a dicho plano osculador en Po. La 
tungente, la normal principal y la binormal don las aristas del 
tricdro principal o intrínseco a la curva en P,, cuyas caras 
de orientación respectivamente perpendicular a las aristas Ci- 
tudus, son los planos normal, rectificante y osculador. 

Dicho triedro queda determinado por vectores unitarios to, 
Mo, bo aplicados en Po según la tangente, normal principal y 
binormal respectivamente, de manera que ta se dirija hacia 
los arcos crecientes según la convención del $ 73-1, mo hacia 
ta concavidad de la curva y resulte 


[73-27] bo = to ANMo , 


par que la terna (to, mo, bp) tenga la misma orientación que 
la de refrreaciao (dextrógira según $ 60-3, a). 
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En el $ 73-9 veremos que en general (para plano oscula- 
dor no estacionario) la curva atraviesa en Po al plano oscu- 
lador, lo que puede suceder de dos maneras: Si se supone un 
observador parado en el extremo de no sobre el plano oscula- 
dor con el sentido de pies a cabeza dado por bo, y mirando a 
Po (fig. 241), o bien verá que la curva atraviesa el plano oscu- 
lador de abajo a arriba según los arcos crecientes, tipo de 


b, (ea aleja de My) 





Dextrágira (tornillo vawal) levégira (hélico invermo) 


Plana asculador = im (PP) 


Fig. 241 


curva dextrógira al que pertenece la hélice del tornillo usual 
(8 72-6, ejemplo, con k > 0), o bien verá que la curva atra- 
viesa el plano osculador de arriba. a abajo según los arcos 
crecientes, tipo de curva levógira al que pertenece la hélice in- 
versa ($ 72-6, ejemplo, con k < 0). 


Nora. Obsérvese que para triedro de referencia levógiro, k >0 da 
hélice levágira y k<0 da la hélice dextrógira del tornillo usual. 


Según la segunda definición de plano osculador ($ 73-2), 
puede considerarse que éste gira alrededor de la tangente cuan- 
do se pasa de un punto al infinitamente próximo, y entonces 
si esto se efectúa en el sentido de los arcos crecientes, para 
las curvas de tipo dextrógiro la binormal bo, se aleja de no, 
mientras que para las curvas de tipo levógiro la binormal b, 
se acerca 2 no (fig. 241, donde se ha dibujado también en cada 
caso, la proyección de la curva sobre el plano osculador en Py). 


Algunos pocos autores (v. g. GINO FANO), llaman sinis- 
trorsum a las curvas del tipo del tornillo usual y destrorsum 
a las del tipo opuesto. 


4, Curvaturas de flexión y de torsión de una curva ala- 
beada. — Al pasar de un punto Po de una curva alabeada C 
a su infinitamente próximo P,, la dirección del vector tangen- 
te t cambiará, así como la orientación del plano oseulador de- 
terminada por el vector binormal b. La curvatura de flexión 
o de torsión miden respectivamente la variación de dirección 
de t o de b por unidad de longitud de arco recorrido. 

Sea una curva que en el entorno de Po admita el desarro- 
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llo [73-12]. Si a partir de un punto fijo, por ejemplo O, apli- 
camos vectores equipolentes a los t, a cada punto P de la curva 
C eorresponderá el extremo Q de éstos, describiendo una cur- 
va esférica TI, llamada indicatriz de flexión o de las tangentes, 
situada sobre la superficie esférica de centro O y radio 1. El 
ángulo en medida radial que forman dos tangentes infinita- 
mente próximas to y t, viene medido por el arco de circunfe- 
rencia máxima que en dicha superficie esférica pasa por los 
extremos Qu. y Q: de dichas tangentes aplicadas a O, infinité- 
simo equivalente ($ 73-1, nota 3) a la cuerda correspondiente 
y ésta a su vez al elemento de arco do, de la indicatriz T;. 
- Por definición, se llama curvatura de flexión e, en P, al 
cociente límite 

1 
[73-28] La a 
donde ds es el elemento de arco de la curva dada C entre 
Po y P,, mientras qe, número escalar recíproco a la curvatura 
e,, €s el llamado radio de curvatura de flexión. 

Los radios vectores de la indieatriz de flexión forman el 
cono de flexión, cuyo plano tangente a lo largo de to. es para- 
lelo al plano oseulador en Po, en virtud de la tercera defini- 
ción de éste ($ 73-2). Por tanto, el vector tangente a la indi- 
catriz de flexión en Qo será equipolente al vector normal prin- 
cipal no de la curva dada C en Po, por ser el vector unitario 
que perteneciendo a la orientación del plano osculador es, se- 
gún [72-20] perpendicular a to y siempre en el mismo sentido 
que no, por haber determinado éste ($ 73-38) según el de dto 

(que da la concavidad de 
e a la curva). 

Por otra parte, el sen- 
tido de ny no cambia al 
invertir el sentido de los 
arcos crecientes, pues en- 
tonces la curva TI, se reem- 
plaza por la curva simé- 
trica respecto de O (fig. 
Fig. 242 242 en relación con la fig. 
241) y el recorrido de Qo 
un (), correspondiente al de Po a P, se cambia en el de Q', a 

Q correspondiente al de P, a Po. 


Análogamente, aplicados a O los equipolentes de los vee- 
torea binormales b, obtendremos que sus extremos B describen 
sobre la superficie esférica de centro O y radio 1 la indica- 
triz de torsión o de las binormales T2. Su elemento de arco 
doy dará la medida radial en infinitésimo equivalente al del 
ángulo que forman dos planos osculadores infinitamente pró- 
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ximos, y por definición se llama curvatura de torsión cz en 
P, al cociente límite 


[73-29] do 


ds 
donde ds es el elemento de arco de curva dada C entre Po y 
P,, mientras r, escalar recíproco a la curvatura cz, es el lla- 
mado radio de curvatura de torsión. 

Los radios vectores de la indicatriz de torsión forman el 
cono de torsión suplementario al de flexión (es decir, de ge- 
neratrices perpendiculares a los planos tangentes de éste), y 
por tanto el plano tangente al cono de torsión será perpendi- 
cular a t con orientación paralela al plano normal a la curva 
dada C en Po. Esto prueba que el vector tangente a la indi- 
catriz de torsión en B, será paralelo al vector normal princi- 
pal ny de la curva dada C en P,, por ser el vector unitario que 
perteneciendo a la orientación del plano normal es, según 
[72-20], perpendicular a bo. Pero aquí, si la curva es dex- 
trógira ($ 73-83), como bo se aleja de no, dicho vector tan- 
gente a la directriz de torsión tendrá sentido opuesto a Mo, 
mientras que si la curva es levógira, como bo, se acerca a Mo, 
dicho vector tangente a la directriz de torsión tendrá el míis- 
mo sentido que Mo. Si adoptamos como positivo el sentido 
dado por no (GOURSAT, VALLÉE-POUSSIN, EISENHART, etc.) re- 
sultará para ds > 0 en [73-29] do» negativo o positivo según 
que respectivamente la curva sea dextrógira o levógira, con lo 
que habremos en uno u otro caso asignado un signo a la tor- 
sión, invariante, por el mismo razonamiento visto para la fle- 
xión, del sentido de los arcos crecientes, pero aquí dependiente 
del tipo de curva dada. Así pues, las curvas dextrógiras tienen 
torsión negativa, mientras que las curvas levógiras tienen tor- 
sión positiva, Muchos autores (DARBOUX, JUVET, VALIRON, 
TAYLOR, BIEBERBACH, etc.) adoptan como positivo en la indi- 
catriz de torsión el sentido opuesto al considerado anterior- 
mente, resultando entonces que las curvas dextrógiras tienen 
torsión positiva y las levógiras torsión negativa. El signo de 
la torsión fija el tipo de curva, siendo importante observar la 
convención particular adoptada por cada autor para saber a 
cuál de los dos signos corresponde cada tipo de curva. En esta 
cuestión, la confusión en la nomenclatura aumenta por el uso 
de triedros de una u otra orientación y por el uso ambiguo 
que según los autores se da a las palabras “levógiro”, “des- 
trorsum”, “dextrógiro” y “sinistrorsum”. 


1 
= (2 = — 
Tv 





5. Fórmulas de Frenet o Serret. — Determinan la varia- 
ción del triedro intrínseco al pasar de un punto P, de una cur- 
va alabeada C al infinitamente próximo P,, pues dan los vee- 
tores derivados de los unitarios t, n, b que fijan dicho triedro, 
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como combinaciones lineales de los vectores del mismo triedro. 
El cálculo se simplifica tomando como parámetro el intrínseco 
8; para el parámetro cualquiera u bastará aplicar el cambio 
de variable [72-22]. 

Recordando [73-28] y la conclusión obtenida en $ 73-4 res- 
pecto del vector tangente dt/do, a la indicatriz de flexión, se- 
gún la que era equipolente al vector n, quedará 


[73-30] T— = —.=—n. 


Del mismo modo, de [73-29] y de ser el vector tangente 
db/doz a la indicatriz de torsión, paralelo y de opuesto o igual 
sentido que n, según que la curva sea dextrógira o levógira, 
resultará 


db db do _ 1 
[73-311 a de z pra == A no, 
donde el último miembro lleva implícito el signo de la torsión 
que le corresponde. 


NoTas: 1. Si se hubiese adoptado para la torsión la convención de 
signo opuesta, en vez de [73-31] se habría escrito 


[73-32] P=——n. 


2. La [73-31] indica que para 7 >0, db tiene el sentido de n, es 

Boi b se acerca a la n (curva levógira), mientras que en [73-32] para 

(0, db tiene sentido opuesto a n, es decir, b se aleja de la curva 
de 'xtrógira. Análogamente para 7< 0, 


Derivando, según [72-21], la relación 


[73-33] n=bAt 
obtonemos, de acuerdo con las [73-30] y [73-31], la 
dn db dt 1 
[73-34] == de At+DbA- ¿> = —(nat)+ 
1 1 
— (ban = ——t——ob. 
+ A ( ) D z 


Las [73-30], [73-34] y [73-31] constituyen las fórmulas 
de I'RENET - SERRET, que escritas reunidas son 


e E 
ds — 0 Ñ 
(73-35] Ma__A, ES ] 
ds 0 7 
db 1 
Ys E 


ds — T 
para la convención 
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[ 7 < 0, Curva -dextrógira (hélice de tornillo usual). 
7 > 0, Curva levógira (hélice inversa). 

Recordemos que se han obtenido suponiendo válido el des- 
arrollo [73-12] con r'y A 1% =+0. 


Obsérvese que [73-34] está en el plano rectificante y tiene 
módulo 


da E 2 
[73-36] Ea HN 


Noras: 3. Las fórmulas de FRENET permiten expresar todas las de- 
rivadas (de cualquier orden, supuesto que existan) en función de la ter- 
na intrínseca t, n, b. Por ejemplo: 


dto 1_ do dan _ 
[73-37] e A n +— A = 
a 1 1 1 E 
TQ Q do e ds A b) * 


4. Obsérvese que la matriz de los coeficientes de [73-35] es hemi- 
AS propiedad importante para el estudio intrínseco de la curva 
(8 73-9). 


6. Vector de Darboux. — Es el definido mediante 
[73-38] =— —i + Eb — est + cb ) 
con el mismo módulo [73-36] y normal al [73-34], por ser 


[73-39] a. = (==) +, ib) 
T Q T 

en el plano O 

cante (fig. 243). 

Tiene la propiedad 





de cumplir 
[73-40] 
anto, 
¡dAn = as 
dab= > 


obtenidas al efec- 
tuar en [73-38] los 
productos vecto- 
riales indicados en 





Fig. 243. Curva C dextrógira: e, = — <0. 
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los primeros miembros y aplicar [73-35] si se tiene en cuenta 
que es 


[73-41] nib=t , bat=n , tan=b. 


Entonces, dado un vector cualquiera r sólidamente unido 
al triedro intrínseco: 


[73-42] r=ft+rn+rób , 


en que ?;, fa, Ys, son invariables (independientes del paráme- 
tro 8) y r es función de s sólo a través de t(s), n(s) y b(s), 
al multiplicar respectivamente las [73-40] por 7,, f2, Ya Y SUu- 
mar, obtendremos 


dn db dr 
[73-43] dar= e o Ya 37 de + 7 eds de . 


Esta fórmula expresa que en el movimiento del triedro ín- 
trínseco para P describiendo la curva con velocidad 1, es de- 
cir, siendo s el tiempo, el vector tangencial del extremo de r 
que fija cualquier punto sólidamente unido al triedro, corres- 
ponde a una rotación de eje y velocidad angular representa- 
dos por la línea de acción y módulo y sentido de d ($ 60-6), es 
decir, el vector de DARBOUX d representa la rotación instantá- 
nea del triedro intrínseco, 


7, Expresiones explícitas de los elementos del triedro in- 
trínseco y de las curvaturas de flexión y de torsión. —- Toma- 
remos como parámetro el intrínseco s y a él referiremos los 
signos de derivación que se efectúe en la curva 


[73-44] P =P(s) 
dada por el vector de posición 
[73-45] r = r(s) = x(s)i + y (s)j + 2(s)k 


y estudiada en el entorno del punto s =S4. Supondremos que 
existe finita r” (so) y es 5r'(30) A 1” (sp)== 0. 

La ecuación paramétrica vectorial de la recta tangente en 
3h es (8 72-6): 


[73-46] = r(so) + Míso) , 

equivalente ($ 60-8, a, y $ 60-8, b) a 

[73-47] [r—r(s.)] At(s)=0 , 

osea ($ 60-6, c) 
i j k 

[73-48] x— Lo Yy— Yo 2=20 | = 0. 
2 Yo 20 


Cualquiera de las expresiones anteriores da para la tan- 
gente a la curva en so la ecuación cartesiana 
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=— To Y — Yo 2 — Zo 
78-4 A e E O e A 
[78-49] zo Yo Zo 
que también se puede deducir directamente de la expresión del 
vector tangente 


[73-50] to =5'(s0)) = wi + Yo] + 7ok , 
cuyas componentes son cosenos directores de su línea de ac- 
ción ($ 73-1). 
La primera fórmula de FRENET [73-35] da el vector nor- 
mal principal: 
”- RS 11d 
ON A E e a 
EVI PEE E 
por ser n un vector unitario y p esencialmente positivo. 


De ahí deducimos la ecuación cartesiano de la recta normal 
vrincipal 


[73-52] ASEO A, 
0 





en la que no debe olvidarse que los signos de derivación se re- 
fieren al parámetro intrínseco s, siendo inmediatas las ecua- 
ciones vectoriales análogas a las [73-46] y [73-471]. 

El vector binormal viene dado por 
i. j k 
. e Yo Zo 
a Yo Zo 


1 
si se tiene en cuenta [73-50] y [73-51]. 


De [73-53] se obtiene la ecuación cartesiana de la recta bi- 
normal 


[73-53] bo = to A Mo = 


, 








-— Yo Y — Yo 2— 
[73-54] ” , HE , , == , 2 7 
Yo Zo Zo To To Yo 
Yo Po 2% e 2” Y” 




















El plano normal, en virtud de [73-46] tendrá por ecuación 
ortogonal ($ 60-8, b) 


[73-55] [r—rís)].t(s)=0 , 
de la que por [73-50] se deduce su ecuación cartesiana: 
[73-56] xolr—e0) + Yoly —Yo) + 2ol2— Zo) = 0. 


En forma análoga, el plano rectificante tiene por ecuación 
ortogonal 


[73-57] [r—rí(s0)].n(s3)=0 , 
y por ecuación cartesiano 
[73-58] 2 (x—«u) + yo ly — Yo) + 2"0[2—20) =0 , 
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mientras que el plano osculador tiene por ecuación ortogonal 
[73-59] [r —r(s0)]. [t(so)An(s)] =0 , 
cuya traducción cartesiana es ($ 60-7, a): 
x — Lo Y — Yo 2 — Zo 
[73-60] ww Yo Zo =0 , 
xo Y 20 


como ya habíamos obtenido en [73-22]. 
De [73-51] se obtiene 








[73-62] ¡m]=i=Zm|==, 
Qo Q0 
es decir, la curvatura de flexión 
[1868] al + VO ETPE RA 


dada por una expresión irracional en las derivadas de las coor- 
denadas. 

De la tercera fórmula de FRENET [73-85] y [73-51] se de- 
duce 


[73-64] e = TM. bo = Qor” 4 5 (toA No) a 
To ds 


d 
= pr”. nr (o Ar”) = gor (1% A 1) 


justificada la penúltima igualdad por ser 1“¿(r' A r%)=0. La 
[73-64] da la curvatura de torsión, e interpretada cartesiana- 
mente ($ 60-7, a) 

eo Yo Zo 

a Yo 2% 
ele xr ye 2% 


[73-65] lg = 


o > ebyrta?, 
función racional de las derivadas de las coordenadas, con un 
signo de significado geométrico ya visto en $$ 73-4 y 73-05. 
In los puntos Po donde c. = 0, es decir, se anula el deter- 
minante que figura en [73-65], el plano osculador se llama 
estacionario. 
Nora: Si la curva se da referida a un parámetro cualquiera u, de- 
sienando por r = dr/du, Y =dr/ds y análogamente las derivadas suce- 
«ivas, la aplicación reiterada de [72-22] y de [73-5] permite expresar 


los versores del tricdro intrínseco y las curvaturas en función de r(u) 
y sus derivadas, deducidas de las fórmulas anteriores. 


Axí, de r= br] .r y [73-50] se deduce 
173 06] t=r/rl. 
Da [73-21] deducimos directamente 
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rar 

[73-67] b= HA 

irarl 

donde los factores del numerador se toman precisamente en el orden in- 


dicado por estar dirigido n hacia la concavidad de la curva (dada por dr) 
y sern=bAt. De ésta y las dos anteriores, se deduce inmediatamente: 


[73-68] sa Ar. 
Mrarar]! 
De 
A d . A . A > 
n= (+ lr). Ei 
se obtiene 
[73-69] rAr =1ri(r ar”) 


y por [73-50] y [73-51] es b=tAn=o(r' Ar”), de donde tomando 
módulos resulta 


[73-70] c = le =|rarl/]ri. 
Si se multiplica escalarmente [73-69] por 
E q” » , d Si or a,.7» 
; = (37 1)” + a( SEL) ele + lr 
se obtiene 


(Ar) E ES = rr a rr = — rar . Ca 
pues por [73-64] y [73-70] es A 
(1Ar”).r”= — cr(1/0) = —co] rAr]]|rl. 
De donde resulta finalmente 
[73-71] o =1/r=-— (ranr/lrari. 


De estas formas vectoriales se pasa inmediatamente a las cartesia- 
uns, mediante lan exprosiones vistas en $8 60-86 y 80-7. 


EJEMPLO. Calculomon lon versores del triedro intrínseco, las curva- 
turas y el vector do DARBOUX para la hélice circular 
r = reorai + r sen uj + kuk. 
En $8 72-6, ejemplo, vimos ya que era 
— rsen ud + rcos ua + kk 
VA FTe 
Resulta ser (cfr. $ 73-2, ejemplo) : 


t=- 


Ir]= PER, var= rksenui — rkcosuj + rko, 


con |rar|=>vVw + Hi, de donde 
k sen uni — kecos un + Tk 


b= 
Vr + de 
Es 
E i i k 
(rAT)Ar = rk sen Yo —rkcosuw  Y*¡j= 
— r sen to T COS Un k 


= — rír? +k*%co5 ui — r(” + k*) 3en ui 
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con PA r) Ar| = 1(% + k*), de donde 
n=— cos .1—senuw.j , 


diciéndonos que la normal principal es horizontal y dirigida según el ra- 
dio del cilindro sostén de la hélice. 


Por ser 
Ns — r sen to Tr COS Uo k 
(rar). r=| —7c085 lo — r sen Yo 0O=Yrk , 
Tr sen Ue —- TF COS Ue 0 
e [73-70] y [73-71] resultan constantes los radios de curvatura 
_ 4 vas r+k 
UA , ya k ? 


con TÍO para k>0 (hélice dextrógira) y 7>0 para k<0 (hélice 
levógira). 
El vector de DARBOUX [73-38] aquí es 


d =k/vr4X , 


de acuerdo con la definición cinemática de la hélice. 


8. Vector aceleración. — La ecuación [72-3] del vector de 
posición [72-2] puede significar la ecuación de la trayectoria 
de un punto móvil para el parámetro u tiempo. Respecto de di- 
cha trayectoria se ha definido en [72-40] el vector tangencial 
y (también llamado velocidad), de módulo [73-5]. 

Por definición, aceleración de la trayectoria [72- 2] es el 
vector derivada segunda, en caso de existir: 


A _ o, e 
(18-721. 1 ra o 
Si de [73-53] y [73-7] obtenemos 
dr de 
[73-73] ri V= du * =ñt , 


al derivar respecto de u mediante la variable intermedia s(u) 
y aplicación de la primera fórmula de FRENET [73-35], re- 
sulta: 


dr ds ds dt ds _ ds 1 E) 
aa tt la)” 
es decir 
du y: 
[73-74] a = ri ral > 


que prueba que el vector aceleración está. situado en el plano 
osculador y se compone de una aceleración tangencial o lineal 


dy 
E : 
Sa 


de módulo 
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do _ dís 
du du? 
y de otra aceleración normal o centrípeta 
y? 
a, = —n 
¡ES 


de módulo 


e 
0 du 
y dirigida hacia el centro de curvatura. 

Si 1/0 =0, la aceleración normal a, = 0, es decir, ésta es 
nula en las trayectorias rectilineas. Para u=s, es v=1 y 
a: = 0, reduciéndose la aceleración a su componente normal 


a, =n/p; corresponde al caso de movimiento uniforme sobre 
la trayectoria. 


EsJemptO. Para la hélice circular 
r= reosui + rsenuj + kuk 
la velocidad lineal es v= V+* + %* constante, y la aceleración: 
a = — recosuil — rsenuj = fn = an 
de módulo r= v/pe. La aceleración tangencial es nula. 


9. Fórmula de Taylor y ecuaciones intrínsecas de una curva ala- 
beada. — La fórmula de TAYLOR ($ 72-5) respecto del parámetro intrín- 
SUCO A Será, In conos a los primeros términos, 

” 


To 
31 
y teniendo en cuenta io [73-35] y [73-37], se podrán expresar los 
cooficiontes mediante la turma intrínseca t, n, b; 





[73-76] r() = ro + —7 (4—80) + + (8—8)* + (e —8.)” + 





CDAS A AA 
[73-70] to =te 5; 2 7 0 > gr 
1 ( 1 Qu 
E OS re 
50 0 e. + o Mm +-—— , 


siempre que ro Aro 0, 


_ De aquí puede deducirse información precisa sobre el orden infini- 
tesimal de la distancia de un punto de la curva a una tangente, al plano 
osculador, etc. Por ejemplo, respecto del infinitésimo principal 


[73-77] h=8— 8 

la distancia de P (8) a la tangente en P.= P(8) es del orden ($ 60-6, f): 

[73-78] l(r—rdA tol = e = O0(A%), si — +0, 
q ] 


pues toAto=0, No. A to =— bo. 


NoTa, Para el caso de ser 1/q.=Ó0, que corresponde al caso excep- 
cional r/ A ro'=0, la tangente se llama estacionaria, Entonces, el orden 
de la distancia anterior es mayor que dos, 
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El orden de la distancia de P(s) al plano osculador en P.—Pls), 
viune dado ($ 60-8, b) por 
hs 
78-79 —ro) . bo = — 
[ ] (r—ro) . b FS 
sl el plano osculador no es estacionario ($ 73-8), es decir 1/(q07)== 0. La 
distancia [73-79] viene dada con su signo y ello nos dice que al depender 
de un orden impar el plano osculador no estacionario queda atravesado 
por la curva ($ 73-3). 


Puede referirse la curva al triedro intrínseco en Po=P(8), con 
x, Y, z coordenadas de sus puntos respecto de este triedro, poniendo 


[73-80] T — So = £to + ym + 2bo., 


Si el primer miembro de [73-80] viene dado por [73-75] y [73-76], 
basta multiplicar escalarmente por to, Mo, bo para obtener las coordena- 





+... =0(%) , 








das: 
1 
[2 =.— 0 — q (02) +... 
60% 
e! a e E o AR 
(73-81] y= 20 (a — 80) 07 (es) +... 
2== Po (e—8)* +... 


Las igualdades [73-63] y [73-65] nos dan las curvaturas en función 
del parámetro intrínseco g. Reciprocamente, dadas dos funciones de la 
variable independiente «e: 


1 1 
[73-321 a ple) , 7 = v() 
donde la primera es positiva y ambas indefinidamente derivables en 80, 
supongamos que si calculamos los valores correspondientes de Qo, 7o y sus 
derivadas y los sustituimos en [73-81] se obtengan desarrollos convergen- 
tes, Entonces, éstos, en un entorno de 80, definirán la curva que habrá 
quedado determinada a menos de un desplazamiento por las [73-82], lla- 
madas Ecuaciones intrínsecas de la curva. Más aún, basta que las fun- 
ciones [73-82] sean continuas para que a menos de un desplazamiento 
(rotación y traslación) la curva quede determinada por ellas, Pues da- 
das q(8) y 7(s), pueden concebirse las ecuaciones de FRENET [78-351 
como un sistema de nueve ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 
en las nueve funciones incógnitas t;, Ny, b;, (i=1,2,8), que definen 
unívocamente los versores t, n, b como terna ortonormel a menos de una 
rotación de la posición inicial ($ 109-2, ejemplo 2). Conocido el triedro 
intrínseco para cada valor de e, la curva C se determina integrando la 
ecuación vectorial dr/de=—t(*) equivalente a tres escalares y que por 
simples cuadraturas introduciendo tres constantes arbitrarias equivalen- 
tes a una traslación, acaban de determinar la curva C. 


10. Circunferencia y esfera osculatrices. — a) Entre las 
clrcunferencias tangentes a una curva en un punto P y situa- 
das en el plano osculador, la que tiene por radio el de curva- 
tura de flexión, resulta asimismo como límite de la circunfe- 
rencia determinada por tres puntos de la curva que tienden a 
confundirse en P, y tiene contacto al menos de segundo orden, 
es decir, cortando por planos no paralelos a la tangente, la 
distancia entre los puntos de ambas curvas es infinitésimo de 
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tercer orden por lo menos ($ 40-6, Cap. X, nota l, c, y $ 55-b). 

Como ésta es, de entre todas las circunferencias que pasan 
por P, la que tiene con la curva un contacto de mayor orden, 
se llama circunferencia osculatriz de la curva en P; su cen- 
tro se llama centro de curvatura, 

Sea c el vector de posición del centro de la circunferencia 
en cuestión y r, el radio de esta circunferencia. 

Formemos la potencia de un punto variable de la curva re- 
ferida al parámetro intrínseco 3: 


[73-83] 6 (s) = (r(s8)—c)? —r2 , 


tal que para ce y 7. constantes, según [73-50] y [73-85], tiene 
por derivadas 


3de/ds = (r(s)—c).t(s), 
[73-84] | 


Jd%9/ds? = 12 + Ml —0). 


Como se verifica 9(s.)= 6(3,)= 9(82), por el teorema de 
ROLLE ($ 35-2) la derivada primera se anula en dos puntos 
intermedios y la derivada segunda en uno. Cuando los tres 
puntos tienden a confundirse en el P(s,), resultan las condi- 
ciones que dan el contacto de segundo orden (cfr. $ 40-6) 


—e?l_y2=- — pe 
[73-85] l (Yo c) Pe 0 , (Lo e) «to 0 , 
(o —C).Mo =—Qo » 
que junto con la condición de estar el punto c en el plano oscu- 
lador (r— ro) .b, = 0, es decir, cumplir 


[73-86] (c— Fo) ¿Do = ( , 


determinan el centro y el radio de la circunferencia osculatriz. 
Las dos últimas [78-85] y la [73-86] nos dicen que el vector 
ec —r, referido al triedro intrínseco tiene por componentes 
(0, Lo, 0), y por tanto es 


[73-87] c=ro+0m  , 


mientras que la primera de las [73-85] demuestra que es 
Te= 00. Así queda demostrado que el centro de la circuntfe- 
rencia límite queda sobre la normal principal, al lado de la 
concavidad de la curva y a una distancia del punto de contac- 
to igual al radio de curvatura de flexión, es decir, es el centro 
de curvatura. 


b) Se llama esfera osculatriz, al limite de la superficie es- 
férica determinada por cuatro puntos de la curva, que tienden 
a confundirse en P. Por tanto, contiene a la circunferencia 
osculatriz, que es su sección por el plano osculador. 

La recta perpendicular al plano osculador en el centro de 
curvatura P, se llama recta polar o eje de curvatura o eje del 
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plano osculador, correspondiente al punto P, y en ella está 
asimismo el centro de la esfera osculatriz. 

Si 81, S2, Sa, $4 son los valores de $ que determinan cuatro 
puntos de una curva, veamos la posición límite de la esfera 
que pasa por ellos, cuando tienden a confundirse en uno. Para 
ello formemos como antes la potencia de un punto variable de 
la curva, o sea la función : 


[73-88] F(s) = (r(s8)—c,)?— 712 , 

siendo €. el vector de posición del centro y r. el radio. Como 
se verifica: 

[73-89] F (81) = F(s2) = Físs) =Fís4) =0 , 

la derivada F'(s) se anula en tres puntos intermedios; la 
F”(s) se anula en dos; la F"”(s) en uno. 

Si los cuatro puntos tienden a confundirse en uno, queda 
determinada la esfera osculatriz en éste, cuyo centro y radio 
están dados por las ecuaciones: 

[78-907 F(s.)) = 0, F"(s) =0, F”(s.) = 0, F”(s) = 
que, desarrolladas, son: 
f (ro —C.)? — 12 =0 , (ry — Ce). to = 0 , 
73. ñ d 
(1690 * (Lo — Co). Mo = — Do » (ra —Ce).bo = ro se , 
1 So 
dnnde la última se justifica por [73-85]; al derivar la penúlti- 
ma dando 





1 1 E de 
tomo + (reo + — to — bo) = — e 


y aplicar la segunda de las mismas [73-91]. 
Por lo tanto, el centro de la esfera osculatriz viene dado 
por el vector 


[73-92] Gb 2 


dso do d 





y su radio es 


u———— 
[73-93] re = xi 00 + ro? e) , 


En las curvas de radio de curvatura constante, el centro de 
curvatura es centro de la esfera osculatriz, cuyo radio coincide 
con el de curvatura de flexión. 


La ecuación paramétrica vectorial del eje de curvatura es 
[73-94] r = r(so) + omn(so) + ub(so) , 


donde es el parámetro de los distintos puntos de dicho eje 
polar, Para 
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Sl = f der ; . Ús 2 p 
[73-95] 7 red 14 (So). Ca (80) | 
se obtiene el centro de la esfera osculatriz. 


EJEMPLO. Para la hélice circular 
r = 5cosui + rsenuj + kuk , 
es ($ 73-7, ejemplo) 
ral Je y 1? á 
e=o=n + == ms = — — cos uni — —— senti + kuk , 


con Tr=pe=(*+k)/r, 


EJERCICIOS 


1. Las funciones x(u)=1+c0su, y(u)=senu, z(u)=—(1 + 
+ cos u) (7 +<c<05u4)/(4senu) verifican: *+yg—2e=0(S,)), de + 
+ 3y + 4yz=0 (82). ¿Da entonces r(u)=x(u)i+y(u)j+2(4)k la in- 
tersección de las superficies S, y $»? 

2. Si el vector derivado r'(u) es continuo, el parámetro u es la abs- 
cisa curvilínea cuando y sólo cuando r'(u).r "(u)=1. 


3. Hallar para la curva r='i-+4k (cfr, $ 30-5, ejemplo 3) la 
longitud de arco entre los puntos 4=—h, u=h y dividiéndola por la 
longitud de la cuerda, hallar el límite del cociente para h=>0, ¿A qué 
se debe la anomalía? (cfr. 8 73-1, nota 3). 


4. Para una curva con tangente [72-88], el plano que pasa por ella 
con mayor orden de contacto (osculador o sobreosculador) en Po, si en 
éste existen las derivadas sucesivas a la r'” (us) hasta la primera r!” (40) 
que no sea nula ni paralela a r'"*(0), tiene por ecuación (r—To). 
Cra A ri?) 0 (efr. 8 73-2, nota 4). 


5. En las condiciones del ejercicio anterior demostrar que la curva 
atruvicia o no en Pa todo plano que no contenga la tangente según 
que se nue Impar o par. La curva atraviesa o no en P, cualquier plano 
que contenga la tangente y no sea el osculador según que p sea impar 
o par, Ls eds ntraviesa o no en Po, al plano osculador según que sea 
Le 4r o par el orden q de la primera derivada (supuesta existente) no 

a, ni paralela al plano osculador, 


6. Dada la curva ($ 72, ejercicio 20) r(u)= ui + uj + uk determi- 
nar en el punto correspondiente a u=1 los vectores tangente, normal 
principal y binormal, así como las ecuaciones vectoriales y cartesianas de 
las aristas y caras del triedro intrínseco, 


7. Lo mismo para la curva r(u) = ui + 24% +(1/6)4'k, en un punto 
genérico y en el punto correspondiente a u=2, rectificando además el 
arco entre el origen y dicho punto. 


8. Lo mismo para la curva de VIVIANI, intersección de la superficie 
esférica 224 y +2z=1 con la cilíndrica a +y—ox=0, expresada vec- 
torialmente por r==cos* ui + sen ucos uj + sen uk, en el punto correspon- 
diente a u—x/4, rectificando el arco comprendido entre 4=0 y dicho 
punto u= x/4, y entre u=0 y u—x1/2 


9. Calcular los radios de curvatura de flexión q y de torsión To de 
la curva r(u)=wi+uj+2u%k en el punto correspondiente a 4u=1 (cir, 
ejercicio 6). 


10. Calcular los radios de curvatura de flexión 0. y de torsión To, 
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obtener el versor normal principal mediante la primera fórmula de FrE- 
NET [73-30] y hallar el centro de curvatura con la correspondiente recta 
polar o eje de curvatura en forma vectorial y cartesiana, para: 19) La 
curva de VIVIANI (ejercicio 8) en el punto correspondiente a u=x/4; 
2%) La curva r(u)=ui+ 344 + (u"/6)k en un punto genérico y en el 
punto correspondiente a u=2 (cfr. ejercicio 7). 

11. Los radios de curvatura de flexión y de torsión de la curva 
r(u)=x()i4+y(u4)]+z(u)k vienen dados por p=s"/Vo+P4 y, 
T= (+ Pd con 304 y94 2% oy 3" 2 y”, P=40" — 
a ez”, y= ay —yx”, 

o y oz 
pie y 2 
q” y 2 

12, Obtener el versor normal principal mediante la fórmula de 
kRENET [73-31] para la curva r(u)—= ui + 3% + (0/6)k en el punto co- 
rrespondiente a u= 2 (cfr. ejercicio 7). 

13. Para k constante, se define la hélice en una superficie cilíndrica 
cualquiera de generatrices paralelas al eje z mediante r=q(0)i + 
+ y(0)j + kok, donde y es la abscisa curvilínea de la sección recta de 
la superficie cilíndrica, es decir, y'(6)? + y'(0)?*=1, Demostrar que: 
1%) La tangente, la normal principal y la binormal forman ángulo cons- 
tante con las generatrices de la superficie cilíndrica, siendo el segundo 
ix; 2%) La razón entre los radios de curvatura de flexión y de torsión 
do una hélice es constante; 3%) Cada una de las cuatro propiedades an- 
leriores caracteriza como hélice a la curva que la posea; 4%) Los radios 
de curvatura de flexión de la hélice y de la sección recta de su superficie 
cilíndrica en puntos correspondientes de la misma generatriz son propor- 
cionales; 5%) Toda hélice de curvatura de flexión constante es circular 
(8 73-7, ejemplo). 

14, Hallar los vectores tangencial v, aceleración a y de DARBOUX d, 
dando sus componentes respecto del triedro intrínseco, para: 1%) La curva 
r(u)= wi+uj+uk en u=1, (ejercicio 6); 2%) La curva r(u)= ui + 
+ 44 +(u0/6)k en u=2, (ejercicio 7). 

15. Tomando como infinitésimo principal h=s— $ hallar los infi- 
nitésimos equivalentes: 1%) A la mínima distancia entre dos tangentes 
en puntos infinitamente próximos; 2%) A la diferencia entre el elemento 
de arco y su cuerda, 


16. Si r=r(s) es una curva de la superficie esférica de radio 1 
y existe r'”(s), se cumple idénticamente (s es la abscisa curvilínea): 
rr”. ant [(r A E”), y 2 


$ 74. ENVOLVENTES DE CURVAS Y SUPERFICIES 


1. Envolvente de curvas planas. — a) Si en la ecuación 
[74-11] (zx, Y, t) =0 , 
consideramos a t como un parámetro tendremos una familia 
monoparamétrica o haz de curvas (C;). Para cada valor t=a, 
t—b,..., dado al parámetro tendremos una curva Ca, Cp, .... 
Análogamente pueden considerarse familias de curvas con 


varios parámetros, y cada curva puede estar dada en otras for- 
mas además de la implícita [74-1]. 
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EJEMPLOS; 1, El haz de curvas 
[74-21 (a—tP? + 4 =1 
está formado por las circunferencias de radio 1 con centro en el eje «. 
Para t = a se obtiene la circunferencia Ca de centro (a, 0). 

2. La familia con dos parámetros u, v 
[74-3] (a —u)? + (y—v)*= 1 
representa todas las circunferencias de radio 1 con centros en el plano 
(x,y). Para v= ( se obtiene como subfamilia el haz [74-2]. 

3. La familia con dos parámetros y — Ux + uv representa todas las 
rectas no paralelas al eje y. Poniendo v= y (4), se tiene como subfamilia 
el haz y =ux + «q(u). Cada curva (recta) de estas familias está dada 
en forma explícita. 

4, El par de ecuaciones paramétricas 
[74-4] x= tceosu , y = tsenu 
representa para t fijo sobre cada curva todas las circunferencias con cen- 
tro en el origen. Entonces llamaremos a ¿ parámetro del haz; cada curva 
C; está dada en forma paramétrica, siendo u el parámetro que da los dis- 


tintos puntos sobre la curva, en este caso fácilmente eliminable obtenién- 
dose 
[74.5] eyy=t, 
Considerando ahora 4 como parámetro del haz [74-4], se obtienen las 
rectas por el origen; C, es la recta de inclinación u, pues y/x=tgu. 
Para t y u, independientes, las [74-4] no representan una curva, sino 
una transformación puntual o de coordenadas (cfr. $ 61). ¿Cuál? 


b) Dado un haz (C+), [74-1], de curvas planas, puede ocu- 
rrir que exista una curva E tal que en cada uno de sus pun- 
tos Py, sea tangente a una curva C;, del haz (C¿). En tal caso 
la curva E se llama envolvente del haz (C+¿), cada una de cu- 
yas curvas se llama ¿involuta. 

Supongamos que en un intervalo del parámetro t del haz 
(C.) exista la envolvente E como curva regular ($ 72-6) res- 
pecto de dicho parámetro y que las curvas del haz (C,) ven- 
gan dadas por [74-1], cuyo primer miembro tenga derivadas 
primeras continuas, tales que en cada punto de contacto P, de 
la involuta sea 


[74-6] 2410», 


siendo por tanto ordinario respecto de ella ($ 72-8). Entonces 
ll vendrá representada paramétricamente por 


[147]. e=x(t) ; y=y(t) ; e +y?f0 , 


donde £ es el valor del parámetro que determina la involuta C: 
que contiene el punto de contacto [74-7] de la envolvente E. 
Por tanto, en el intervalo considerado del parámetro ¿ se ve- 
rificará la identidad 


[74-8] f[x(t), y (1), tl] =0 
y tumbién (5 67-1) : 
[74-9] LX) Sd y (0+fi=0. 
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Como para cada valor de t son E y C; tangentes, de la 
tercera [74-7] y [74-6] se deduce ($8 34-6 y 67-4) : 


[74-10] L.x(t0)+1ft.y(t0)=0 , 


que sustituida en [74-9] demuestra que la representación 
[74-7] de la envolvente E verifica simultáneamente el sistema 


[74-117 f[x(t), y(0),t] =0 , f.[x(t), y(t), t] = 0. 
De aquí: 


TEOR. 1. Para que exista una envolvente E del haz [74-1], 
como curva regular [74-71] de parámetro t, es necesario que 
sus coordenadas verifiquen [74-11]. 

Supongamos ahora que el primer miembro de [74-1] tenga 
derivadas segundas continuas. Entonces la envolvente, si exis- 
te, es parte (propia o no) del lugar geométrico Y (x, y)= 0 de- 
finido por [74-11] por eliminación de t. Éste se llama curva 
discriminante del haz, y Y =0 ecuación discriminante. 


TEOR. 2. Si el sistema [74-11] es resoluble en x, y, para lo 
cual es suficiente que sus soluciones cumplan ($ 67-7) : 


[74-12] o a 20, 


y si f,¿ 40, entonces existe una curva E, tangente a las C, en 
sus puntos ordinarios, 


. For [74-12] son f,, f, no simultáneamente nulas, el punto es ordina- 
rio en Cy. Entonces E puede representarse paramétricamente en t por 
fuuciones [74-7] cuyas derivadas x'(t), y'(t) se deducen del sistema 
.8 187 £,.xX (0) + £.y (1)=0 , fia (1) +foy(t)+fu=0 , 

no pueden anularse simultáneamente por ser f:, 40. Entonces tanto 
G, como E tienen tangente y la primera [74- 131, es decir [74-10], expresa 
la condición de contacto, pues fa, £, [x"(6), y'(t)] son parámetros direc- 
tores de la normal a C;, [de la tangente a El. 


KJEMPLOS: b. En el haz [74-2], derivando respecto del parámetro t 
resulta —2(2—t)=0, y eliminando t sale: y =1; y=+1. Estas dos 
recias componen la envolvente. 

G. El haz [74-5] de circunferencias concéntricas, donde f(x, y,t)= 

a". y—it=0, no tiene evidentemente envolvente real. Y en efecto, 
elimiunndo el parámetro t entre [74- 5] y la ecuación t= 0 que resulta 
nl dorivar respecto de t, se obtiene a? +y*=0, que se satisface para el 
único punto real (0,0). Es fis=f+, =0, de donde A =0, y no es apli- 
enblo el toorema 2. 

7. Las cirecunferencias de radio 1 que pasan por el origen tienen sus 
contros en la circunferencia unidad; entonces el haz se obtiene de [74-3] 
pontendo u— cost, v=sent: 

(m--cont)” y (y —sent)? = 1, ó: a+ y — 2xcogt — 2y sen t = 0. 

La envolvente resulta de eliminar + entre esta ecuación y «sen t— 

-pceost— 0 Ambas ecuaciones se verifican para =y=0, o bien 
prin g:-2cost, y =2sent, de donde se elimina t y resulta xx" +y*=4 
eirennferenein de radio 2 con centro en cl origen. 
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El siguiente teorema muestra que en general (ver nota 1 y 
ejemplo 8) el punto P de contacto de E con C, es el límite de 
la intersección (si existe) de C¿ con C;¿. para h=>0: 


TEOR. 3. En las hipótesis del teorema 2, los puntos de la 
curva discriminante son los puntos límites, uno para cada t, 
de la intersección de las curvas C; y Cs del haz C, para h > 0. 


Todo punto P, (fig. 244) intersección C; y Cen verifica f(x, y, t)= 0, 
f(,4,t+h)=0, y en consecuencia por el teorema de ROLLER ($ 35-2): 


f.(x,y,T)=0Ú ; Tentreiyt+h. 

Para h suficientemente pequeño, el sistema 
J f(x, Y, t) =0 , 
a] L.(x,y,7) == 0 1 


es resoluble en x, y, 
pues el respectivo ¡ja- 
cobiano tiende, para 
h>0, al A*%0Ú de 
[74-21; la solución 
única «=—xX(h), y= 
=y(h) tiende para 
kh —>0 al punto P de 





contacto con la envol. Fig. 244 
vente, que verifica 
[74-11]. 


NOTA 1. Si no se verifican las hipótesis del teorema 3, la envolvente 
de un haz C, puede no ser lugar geométrico de puntos límites de inter- 
secciones de C; y Cim. Un caso importante es aquél en que las curvas 
f(2,yt)=0 y filo,yt)=0 son tangentes. Entonces es A=0(£,f.)/ 
/d(x,y)=0, y también f.,=0, pues de lo contrario sería incompatible 
el sistema [74-13] en las derivadas existentes x'(t), y'(t). En tal caso el 
confueto con la envolvente es de orden superior a 1 [ej.: haz de circun- 
forenelas orculatrices a una curva E; dog de estas circunferencias infini- 
lamento próximas o ae cortan, porque la distancia de sus centros es me- 
vor que la lorgltud del arco de evoluta, nunca rectilínea, que mide ($ 55-8, 
0) la diforencia de los respectivos radios de curvatura]. 


Kimmrio E, En 01 haz de parábolas cúbicas (fig, 245): 
fly t= y — (x—ty = 0 

todas las curvas se obtie- 
nen de una de ellas por tras- 
lación paralela al eje x=, y 
como en cada una es Y fun- 
ción uniforme de y, dos cur- 
vas del haz no tienen nin- 
gún punto común. De f,= 
=-3 (a —t)? = 0 resulta co- 
mo discriminante y = 0, eje 
x, y como todas las pará- 
bolas son tangentes a él, es 

envolvente del haz. 
Obsérvese que no se ve- 
rifican las hipótesis del teo- 
rema 3, pues por ser A= 
Fig. 245 =11=—6(rx —t), ambos 
se anulan en los puntos 
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donde la curva envolvente y=—0 toca a sus involutas, es decir en x== t, 
y=0. 


TEOR. 4 En el caso general 1: 4 0, la curva discriminante 
está formada por la envolvente E y el lugar de log puntos sin- 
gulares de las curvas del haz. 


Sean x= x(u), y = y(u) ecuaciones paramétricas de la cur- 
va discriminante o de un arco de ella. Si la eliminación de t 
entre las [74-11] se hace despejando esta variable de la se- 
gunda (lo que es posible por f;¿40), t=t(x, y), y reempla- 
zando en la primera, será idénticamente, por definición de dis- 
criminante: 


f(x(u), y (u), tlx(u), y(u)J) =0 , 
y entonces 


Lt. .xX(u) + f,.y (u) + £,¡[t,.x (u) + t,.y (uy)1=0 , 


que por ser f¿=Ó0 se reduce a f,.x'(u)+£,.y'(u)= 0, ecua- 
ción que cuando f,.y f, no se anulan a la vez (y entonces son 
parámetros directores de la normal a C;) expresa la tangencia 
de C, con (x(u), y (u)). 


EJEMPLOS: 9. En el haz de estrofoides 
f= lP+(y—tPHr—2 +e=0 , 


(fig. 246), la curva discriminante 
Y+=0 se compone de la envolven- 

y te más el lugar de los puntos do- 
bles, Todas las curvas del haz re- 
sultan de una de ellas por trasla- 
ción paralela al eje y, y tienen 
la asíntota común x=2. De 


Í. = — 2(y—t) (e—2=0 


resulta =2 6 y=t, Excluyen- 
do x=2, pues a ese valor no co- 
rresponde ningún y finito, resulta 
como discriminante 

Xx Tía, y) = vle—2) 4 x =0, 
ó ale —1)* = 0, 
que consta de las rectas x=0, 
x=1. Sólo la primera es envol- 
vente, la segunda es el lugar de 


los puntos dobles de las curvas 
del haz. 


10. En el haz (x—t"—y= 

=0 la eliminación en [74-11] da 

y =0, que no es una envolvente 

sino el lugar de los puntos cuspi- 

Xul X=2 dales ($ 71-4, b) de las curvas 
del haz, 

11. En el haz (1: —t*—y= 


=0 resulta también como discri- 
miente y 0, que otra vez es lugar de los puntos cuspidales. Pero ahora 





Fig. 246 


8 74 A ENVOLVENTES DE CURVAS Y SUPERFICIES 283 


es y=0 tangente a cada una de las curvas y, en este sentido, debe con- 
siderarse como envolvente del haz. 


NOTA 2. Cuando el haz se obtiene a partir de una familia con dos 
parámetros y, v, ligando éstos por una ecuación (ej. 2 y 8): 
[74-14] g(x,y 4. v)=0 , pluv)=0 , 


si consideramos v como función de u: y=v(u) definida por pg =0, re- 
caemos en el caso de un parámetro 

[74-15] glx,y u,v(u)] =0 , 

y debemos considerar con [74-15] la derivada respecto de u: gu 
+ go(dv/du) — 0, Como dv/du resulta de q. + poldv/du)= 0 se concluye: 


Para obtener la envolvente debemos eliminar u, v y du/du entre las oua- 
tro relaciones: [74-14] y 


[74-16] gudu + gado = 0 , qidu + qedo = 0. 


Esto equivale a eliminar u y v entre las tres ecuaciones: [74-14] y 


CAMA 
[74-17] y 0. 
Pues [74-17] resulta de eliminar dv/du entre las [74-18]. 


EJEMPLO 12. Envolvente de las rectas sobre las cuales los ejes de 
coordenadas determinan un segmento de longitud constante k. Se tiene: 


Ly Ls , siendo 4 +=. 
u v 


.. Diferenciando ambas ecuaciones respecto de +4, v, e igualando los co- 
cientes du/du resulta: 





We 4... ...o04. -—_e/u_ uv _ 1 
uy "vapor 9 Toa? 


de donde u'— xl, v* — yk?, y eliminando u, v, resulta la ecuación 

an Y pr 1er 
que representa una astroide ($ 28-9, nota; cfr, 5 102-8, ej. 2). 

NoTA 8. Si las curvas del haz están dadas (cfr, ej. 4) en forma pa- 

ramétrica, ordinaria o vectorial 
[74-18] r(u,t) = x(u, t)i + y(u,t)3 
(4: parámetro sobre cada curva; t: parámetro del haz), donde suponemos 
existen continuas las derivadas parciales hasta el segundo orden, de las 
camponentes 
[74-19] x=x(wt) , y =yl(uwt) , 
en un recinto del plano (u,t) y es r.740, podemos considerar por ejem- 
plo a uw como función u —=u(y,t) de y y de t definida por la segunda 
[74-19] y al sustituir en la primera! 

x = x[u(y, +), +] 
recaemos en la forma [74-1]. Esto nos conduce (cfr. nota 2) para bus- 
car la envolvente, a eliminar t, u y du/dt entre las [74-19] y 


[74-201 Lis EA DO) Yutsr + Yi = 0. 
Pero esto equivale a eliminar u y t entre las tres ecuaciones [74-19] y 
0 (=, y) 
74-21 A > 
[74-21] == 0. 


pues [74-21] resulta de eliminar u, entre las [74-20]. 
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EJEMPLO 18. Envolvente del haz de circunferencias de radio 1 con 
centro en el eje x (cfr. ej. 1 y 6): 
[74-221 =p c084 , y =8enu , 
(—o<t<w ", 0<4<2n). 
La ecuación [74-21] da: cozu=0 de donde senu= + 1, y reempla- 
zando en [74-22] se obtiene en forma paramétrica la envolvente ya ha- 
llada en el ejemplo 5: z=ft, y ==1. 


2. Evoluta y evolvente en el plano. — En $ 55-8, a), defi- 
nimos la evoluta de una curva € como el lugar geométrico TP 
de los centros de sus circunferencias osculatrices, llamando a 
C evolvente de T, y probamos que la evoluta es envolvente del 
hoz de rectas normales de su evolvente. Esta propiedad suele 
tomarse también como definición de la evoluta, y en base a 
ella hallaremos nuevamente su ecuación. 


Dada la evolvente C en forma paramétrica: x—=x(t), y =y(t), la 
familia de normales de puntos (a,f) será: 
[a —x(t)]1x"(6) + [B-—y(t)ly (1) =0 , 
de la que derivando respecto de t se obtiene 
(a—ao)u" + (By) — e —y?=0 , 
dando con la anterior las ecuaciones paramétricas de la evoluta 
, ay , ay? 
[1428] =2—Y =p + ULA 
coincidentes con las [55-18]. 
Para t= <w se obtiene 








e ” 
[74-24] a=0— y eya LY 


coincidentes con lag coordenadas halladas en [40-16] para el centro de 
curvatura. 


Por ser la evoluta envolvente de las rectas normales, se ob- 
tendrán todas las evolventes de una curva T como trayectorias 
ortogonales ($ 103-1, a) de sus tangentes (cfr. $ 103-1, b). En 
consecuencia, toda curva con tangente continua tiene infinitas 
evolventes. 


EJBMPLO. Evoluta de la elipse (x*/a*) + (y?/b”)= 1. 
Derivando se despeja: 


Aa Ly co. 
y =— es » a , 
suatituyendo c* — a?*—. b?, regulta: 
4 2 
14 E E 
derivando nuevamente se despeja: 
py” = —b'/(a%y). 
Las ccuaciones paramétricas de la evoluta son, por tanto 
cia cy 


== -. _— 


a» B pas 
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eliminando x, y entre éstas y la ecuación de la elipse resulta la ecuación: 
(a/c)? Y (bB/0) = 1, 


3. Envolventes de superficies. — a) Familias de un pará- 
metro, — Consideremos una superficie móvil, o más general- 
mente una familia (S,) con un solo parámetro t, o haz de su- 
perficies : 


[74-25] f(x,y,2,t)=0 , 


donde supondremos que el primer miembro tiene derivadas par- 
ciales continuas respecto de cada una de las variables x, y, 2, t. 
Puede ocurrir que exista una superficie E con las siguientes 
propiedades: 

19) E es tangente a cada superficie del haz (S¿) a lo largo 
de una curva; 

2%) El haz formado por estas curvas de contacto pubre por 
completo la superficie E. 

En tal caso diremos que la superficie E es una envolvente 
del haz (S,), llamado entonces de superficies involutas, y la 
curva C, de contacto de E con cada superficie del haz se llama 
curva característica de ésta. 


EJEMPLO 1. El haz de esferas de radio 1 con centros en el eje »: 
[74-26] let +grzr=1, 


ticno evidentemente como envolvente el cilindro de generatrices paralelas 
al eje x; 


[74-27] Pod e == 1 
aiendo lun curacterísticas las circunferencias 
174 28) e=t, 9p42x=1. 


Olinervenian que don esferas [74-26] correspondientes a t=7, i=7T+ 
ro co e Low cortan según la circunferencia 


total, 94 2=1— (id)? », 
que tendo pura dd». 04 da curva carecterística [74-28] con t=7. 


Con mótoda análoga al empleado en el caso de las curvas 
(8 74-1), st axinto onvalvente dada por: 


174-290] x-—x(u,v) , y =y(uv) , 2=z(4,v) , 
W(uv) 40 , 


donde la última candición implica que consideramos sólo sus 
puntas ordinarios ($ 72-7), a cada uno de sus puntos Po, (uo, Vo) 
corresponderá una cierta involuta S:, tangente a E en Py. Re- 
sulta así t =t(u, v) y la curva característica C; a lo largo de 
la cual S, es tangente a E, vendrá dada por t(u, v) = constante. 
Por pertenecer cada punto P(u,v) de E a su respectiva S,, 
será idénticamente en Y, v: 


f[x(u,v), y(u,v), zlu,v), t(u,v)] =0 , 
y tembién ($ 67-2): 
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[74-30] fodx + í,dy + f.da + fdt=0 , 


donde dx, dy, dz, dí se toman sobre [74-29]. 

Para que el plano tangente a S;, coincida con el de E en 
su punto de contacto P,, es necesario y suficiente que se cum- 
pla la condición de perpendicularidad 


[74-31] E, dee + £,, dy +, de =0, 


entre la normal a S¿, en Py supuesto ordinario en ésta, y una 
tangente cualquiera a E determinada por sus parámetros di- 
rectores dío, dyo, dzo. De [74-30] y [74-81] se deduce que si 
existe la envolvente E, es necesario que sus coordenadas cum- 
plan simultáneamente 


[74-32] f(=,yzt)=0 , t(eyzt=0 , 


par de ecuaciones que para t= t, determinan la caracterís- 
tica C,, a lo largo de la cual toca E a su involuta S,, 

Suponiendo que el primer miembro de [74-25] tenga deri- 
vadas segundas continuas, se demuestra como en $ 74-1, que: 
Si alguno de los determinantes funcionales de f, f. respecto de 
2,Y, Ó y,2, Ó 2,0% no es nulo y si f.; +0, entonces la ecua- 
ción v(x,y,2)=0 de la envolvente E de un haz [74-25] de 
superficies se obtiene eliminando t entre las ecuaciones [74-32]: 
la ecuación del haz y la que resulta de derivar respecto del pa- 
rámetro. Y bajo las condiciones anteriores, la envolvente E re- 
sulta estar formada por características C,, obtenidas como lí- 
mite de la intersección de dos superficies S;, S;n del haz [8:) 
para h=>0. 

Llamando a la resultante v(x,y,2)=0 dé la eliminación 
de £ en [74-32], discriminante del haz [74-25], resulta tam- 
bién (cfr. $ 74-1, teor. 4) que: En el caso general f;, +0, la 
superficie discriminante está formada por la envolvente E y 
el lugar de los puntos singulares de las superficies del haz. 


NoTAS: 1. El mismo ejemplo 8 concebido como haz de superficies ci- 
líntiricas de generatrices paralelas al eje 2 muestra que puede existir en- 
volverte y =0 (plano xz) sin que cualquier par de superficies del haz 
tengan ningún punto común. 


2. Si las superficies del haz están dadas en forma paramétrica, or- 
dinavia o vectorial 


[74-33] r(u4,v,1) = x(u4,0,t)i + y(u,v,t)j + z2(u,v, t)k 
(x, v: parámetros sobre cada superficie; t: parámetro del haz) donde 


suponemos existen continuas las derivadas parciales hasta el segundo or- 
der, de las componentes 


[74-34] —z=x(u0t), y=yluwt) ,, 2= 2(uvt) , 


y or rnár.:/0, resulta fácilmente como en $ 74-1, nota 3, que la envol- 
vento so obtiene por eliminación de u, v, t entre las ecuaciones [74-34] 
y la 

0(x.y.z) 
74-35 —_—= 0. 
51 d(u, v, t) 
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Obsérvese que la ecuación [74-35] equivale a la anulación del pro- 
ducto mixto (ru, Y», 1:)= 0, que puede probarse, expresa vectorialmente la 
tangencia de E con cada una de las superficies involutas. 


EJEMPLOS: 2. Para hallar la envolvente del haz de esferas [74-26], 
la ecuación adicional f.=0 es —2(2—t)=0, y eliminando t entre ésta 
y [74-26] se obtiene el cilindro [74-27]. 

3. Para hallar la envolvente de un haz de esferas de radio constante 
a cuyos centros están en una curva C: z=x(%), y=y(t), 2=2(t), 
[superficie canal de eje C, ej.: cilindro (ej. 2), toro], consideremos la 
ecuación del haz en forma vectorial 

[r—r(9P=% , 

siendo r(t)=x()i+y(t)3+42(8)k, y r el vector que va del origen a 
un punto genérico de la esfera Sj. Derivando respecto de t resulta la 
ecuación [r—r(t)].r'(t)=0 que representa un plano perpendicular al 
eje por el centro de la correspondiente esfera. Para cada t la curva ca- 
racterística dada por el par de ecuaciones vectoriales es entonces una cir- 
cunferencia de radio a. La envolvente se obtendrá por eliminación de 
u, v, t entre las ecuaciones 

e X(£) + acos u cos Y 

Y y (t) + asen ucosv 

Z z(t) + aseno 

[x (1) cosu + y'"(t)senu] cosu + zZ(t)jsenv=0 , 
caso particular de las [74-34] y [74-35]. 


Hart 


b) Familias de dos parámetros, — También una familia 
(Su, v) de superficies dependientes de dos parámetros u, v: 
[74-36] Í(x,y,2.u,v)= 0 , 


puede admitir una superficie envolvente E, tal que en cada 
punto Po sea tangente a una superficie S,, ., de la familia 
(Sus v). Supondremos que al asociar a cada punto Py de E el 
punto Qo(Yo, vo) del plano paramétrico (u,v), a la superficie 
E corresponde una región del plano (u,v) y además a puntos 
distintos Q, + Q» de este plano corresponden puntos distintos 
P, <P, de E, Entonces cada superficie de la familia [74-36] 
es tangente a la envolvente E sólo en un punto, o en puntos 
aislados. 


EJEMPLO 4. La familia de esferas de radio 1 con centros en el pla- 
no (x,y): 
[74-37] Í=(x—u)” + (y— voy +2=1 o, 
tiene evidentemente como envolvente el par de planos ¿=1, 2¿=—1, 


Fijar entre los dos parámetros u, v de la familia [74-36] 
una relación derivable 


[74-38] v=«q(u) , 
equivale a extraer de la familia [74-86] un haz 
[74-39] f[x, Y, Z, U, q (u)] = 0 , 


cuya envolvente (envolvente parcial) se husca como en a, eli- 
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minando u entre [74-39] y la ecuación que resulta de anular la 
derivada respecto de Yu: 


[74-40] + LE A A 


o lo que es igual eliminando u y v entre las tres [74-38] a 
[74-40]. 

Pero en cada superficie So, » de (Su ») hay puntos (lla- 
mados puntos focales) que pertenecen a la envolvente parcial 
cualquiera sea la selección [74-38] con vo. = q (us). Son los que 
satisfacen simultáneamente a las relaciones 


[74-41] Í=0, f.=0 ,hf-=0 , 


pues entonces se verifica [74-40] cualquiera sea q(u). El lu- 
gar de los puntos focales es la envolvente general o simple- 
mente envolvente de la familia con dos parámetros [74-36]. 
Su ecuación v(x, y, 2)=0 resulta de eliminar u, v entre las 
tres [74-41]. 


NoTAS: 3. Si la familia [74-36] se da en forma paramétrica, ordi- 
naría o vectorial. 


r(4p 4,9) = x(1,p,4,v)i + y(1,q,u,v)i + z(4,q,u, v)k 


(A, p: parámetros sobre cada superficie; u,v: parámetros de la familia), 
se buscará expresar 1,4 en función de 4,v,x,y y de sustituir en ¿= 
=Z(%, q,u, v) para recaer en el caso estudiado. Se encuentra así que de- 
ben ser coplanarios los cuatro vectores 


Yahoo Tops Tu, Yoo, 


y así en lugar de las dos condiciones f, = f,= 0 se considera la anulación 
de log productos mixtos 
(TA y Yo >») Y1)=0 , ÁÚTñ o, tp , To)=0 
cquivalente a la anulación de los jacobianos 
dm y,2) day 2) 
0(A, pu) — "HUA O) 
4. Se han estudiado sólo condiciones necesarias, Supuestas existentes 


Ina derivadas segundas continuas; para obtener condiciones suficientes de 
oxistencia de la envolvente, basta que se cumplan: 


9(f, fu, f.) (fu, fo) 


0. 
ya 7 a 
SJEMPLOS: 65. En la familia de esferas [74-37] es £, = — 2(1—u)=0, 
f, =—2(y —v)=0. Reemplazando en [74-37] resulta 2?=1, o sea el 


par de planos ya visto (ej. 4) 2= + 1 como envolvente general, 


6. Para hallar la envolvente de una familia de esferas de radio cons- 
tanto a cuyos centros están en una superficie S: a=x(u, vv y= y (u, v), 
22 (u,v), consideremos la ecuación de la familia en forma vectorial 


[r--r(u,v)].= 4%, siendo r(u,v) =x(u,0)i + y(u,v)j + z(u,v)Jk, 


y r el verlor que va del origen a un punto genérico de la esfera Su e- 
Derivando respecto de u y y resultan las ecuaciones 


[r—r(wv)].rn(u'r)= 0 , [r—r(u4,0)].ro(u,v)=0 , 
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que representan dos planos cuya intersección es normal a los vectores 
T, y To, y por tanto ($ 72-7, b) normal a la superficie S de los centros. 
La envolvente se obtiene entonces llevando sobre cada normal a S un seg- 
mento de longitud e hacia ambos lados. Se obtienen así dos superficies 
S” y $” llamadas superficies paralelas a S. Sus ecuaciones se obtendrán 
por eliminación de u, v, A, p, entre las ecuaciones 

x(u, v) + acos 1cos q 

Y y(u, v) + asenicos p 

2 Z(u, v) + asenao 

(x,. cog4 + y, send)cos p + z.senp = 0 
(e, cosA -+ yo sen 1)cos p + z.senqp = 0. 


En el ejemplo 5 es x(u,v)=u, y(u,v)=0w, z(u, v)=0. 


x% 


mn 


7. Planos Ax + By + Cz—1 cuyos coeficientes cumplen la condición 
[74-42] A+ By Cl: 
Los parámetros independientes son dos, y en vez de derivar, conviene 
diferenciar: 
xdA + ydB + 2dlC = 0 
AdA + BdB + CdC =0. 
Si B es constante, resulta: .Cx = Az. 
Si A es constante, resulta: Cy = B2. Entonces: 


UA A A A A A —Á 


Despejando A, B, C de las tres ecuaciones lineales y sustituyendo 
en [74-42], resulta: 


qe + y” + z = ”, 
pues los planos dados distan del origen la longitud r, y la envolvente debe 


ser una superficie esférica, que sólo tiene común un punto con cada plano 
generador. 


4. Envolvente de un haz de curvas en el espacio. — a) Con- 
sideremos un haz (C¿) de curvas dependientes de un parámetro 
t, dando cada una como intersección de dos superficies : 


[74-48] f(2,4,2t)=0 , gel(x,y,.2,t) = 0. 


Para que exista una curva E, que llamaremos envolvente 
del haz, tal que en cada uno de sus puntos sea tangente a una 
curva dol haz (C,), es necesarío que en ellos se cumplan, ade- 
máx do [74-487, las relaciones : 


(74-44] 1 (2,421) =0 , gi(e,y2,t) =.0. 


lin efecto, si E existe como curva regular respecto del parámetro t 
del haz 3C,p, sus ecuaciones 


2=XÍ(t) , y=y(t), 2=2() , cm e? +yt+errX*o, 
deben verificar idénticamente 
f[x(8), y(8), z(t), 1] =0 , glxt(t), y(t), z(t),t1] =0 , 
y por tanto 
[74-46] Lx l fu SL ZP] 00.) BM BY E + gi =0. 
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Como los parámetros directores x', y”, 2” de au tangente son propox- 
cionales a los de C, y éstos cumplen ($ 67-6, nota 3); 
LOANS UA LISO) MUA Y er. 4] 0 )», 
do éstas y las [74-45] se obtienen las [74-44]. 


La compatibilidad del sistema [74-43], [74-44] indica que 
la curva característica del haz f, y la del haz y, situadas en 
les respectivas superficies envolventes E, y E, se han de cor- 
tar para un mismo valor de t en un punto de la intersección 
E de ambas superficies envolventes E, y E,, lo que en general 
no ocurrirá. Pues en general, las cuatro ecuaciones [74.431 y 
[74-44] en las tres variables x, y, z son incompatibles salvo 
para valores excepcionales de t y el lugar geométrico definido 
por esas ecuaciones consta en general de puntos aislados. En 
otras palabras: Un haz de curvas en el espacio no tiene, en ge- 
neral, envolvente. En cambio habrá en general (cfr. nota) en- 
volvente si el sistema [74-431, [74-44] se reduce a tres ecua- 
ciones por ser una de ellas consecuencia de las demás. Veremos 
en c un caso especialmente importante en que esto ocurre. 


NoTa. Se demuestra análogamente a 5 74-1, teorema 2, que si es po- 
sible resolver el sistema [74-43], [74-44] en x, y, 2 dando curvas donde 
11,40, g:1: +0, éstas son envolventes. 


b) Cuando las curvas del haz (C.) están dadas en forma 
paramétrica, ordinaria o vectorial: 
[74-46] r(u,t) = x(uw t)i+ y(u,t)j + z(u,t)k . 
donde u es el parámetro sobre cada curva C+, la envolvente E, 
si existe, se obtendrá reemplazando en [74-46] u por una fun- 
ción de t: u=u(t) a determinar de modo que para cada £ 
sean linealmente dependientes los vectores tangenciales r, de 
Y y rua” +r, de E, es decir, sea r,Ar;=0 ($ 60-6, b), equi- 
valente a poner ($ 60-6, e) 


[74-47] O 


EJEMPLO. Caso de una recta, — Para que el haz 
[74-48] ec=u , y=m(í)u+h(t), 2 =n(t)u4k(t) , 


tenga envolvente, la condición [74-47] da, tomando las inversas de los 
trea miembros: 

0 _ mija 4 (t) _ n'(tu+yKk(t) 

> m(t) = n(t) 
lo que exige que sean compatibles las ecuaciones 

mWur+h=0 , nur k=0 , 

pare lo cual es necesario y suficiente que se anule idénticamente el de- 
lerminante 


[74 49] | e ñ | =0. 
H hr 
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Cumplida esta condición, la envolvente se halla reemplazando en 
[74-48] u por 
[74-50] att)= — EM SL 


mit) na)” 


c) Envolvente de las curvas características en una super- 
ficie. — Un caso importante de haz de curvas con envolvente 
es el de las curvas características [74-32] de un haz [74-25] 
de superficies ($ 74-3, a), pues ahora las ecuaciones [74-48], 
[74-44] se reducen a tres (cfr. a): 


[74-51] Í=0, fi=0 , fi: =0. 


Veamos ahora que la superficie S formada por las caracte- 
rísticas consta de dos hojas $, 
Sa que se unen a lo largo de la 
envolvente E de las característi- 
cas formando un “borde filoso””, 
es decir en los puntos de E, 
S, y S2 tienen el mismo plano 
tangente y se extienden a am- 
bos lados de dicho plano y hacia 
un mismo lado de la tangente a 
E (fig. 247), para lo cual pro- 
baremos que todo plano que cor- 
ta a E en P y no contiene a la 
tangente a E, corta a S según 
una curva con P punto cuspidal 
o de retroceso de primera espe- 
cie ($ 71-4, b). Por esta razón 
la envolvente E se llama tam- Pig. 247 
bién arista de retroceso de $. 





Supongamos que P coincide con O(0,0,0) y corresponda a t—=0 en 

las [74-51]. Para que éstas sean resolubles en (%,y,2) debe ser 
9(1, fi, f1s) ACA 2) +0 en (0, 00, 
es decir ($ 67-6, nota 3) son distintos y no colineales los planos Il, Ha, 
IT», respectivamente tangentes en el punto (0,0,0) a las superficies 
T(x,y,2,0)=0 , filoy,2,0)=0 , fetlo,y,2,0) = 0. 

Supongamos que 
[74-52] f:::(0,0,0,0) 4 0 
y elijamos los ejes de coordenadas de modo que Tl==(x*,y), Il2=(x,2). 
K1l plano (y,z) será un plano cualquiera distinto de TI. y de Ils. Supo- 


niendo la existencia de las derivadas que intervienen tendremos ($ 44-1, b) 
los desarrollos en £: 


1? 
Maya t)= f(2,9,2,0) + tfr(0,4,2,0) + Lu(o,8,2, 0) «+ 


p 
+ 3T fla, y 20) +... 
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£ (0,4, 2,8) = f:(2,4,2,0) + t£u (a, 9, 2, 0) + =p Los (2, 4,5, 0) +... 


In(x,y,2,t) = f(x, Y,2,0) + tf (0,4, 2,0) + ... 
fon (x, Y, 2, t)= Íue(o, Y,2,0) TS 
Por verificarse [74-51] en (0,0,0,0) y por la elección de los ejes se 


tiene para los primeros términos de los segundos miembros en las tres 
primeras relaciones anteriores 


Í(x%,y,2,0) = az + 2 (a 0) A 
f. tx, y, 2,0) = by +... (b 0) » 
fu (ay 2,0) = cx + dy + ez +... (cx0 , 


donde los puntos suspensivos indican términos de grados mayores que 1 
en 2, y, 2. [Es a>540 por ser T[.=(%,y); b0 por Tl==(x,z); cX%0, 
cñ de lo contrario [[», al contener el eje x, sería colineal con Il, y 
al- 
La intersección de S con el plano (y,2) se da por las funciones 
y=y(t), z=z(t) que resultan de las dos primeras [74-51] para « =0. 
Resulta así: 


Pp 
| az + tby +... + Gr fu:(0,9,2,0) + ie =D 


| by + t(dy+ez) +... + 7 Lu:(0,4,2,0) + A 1 


Calculando de aquí sucesivamente las derivadas respecto de t: y', 2, 


” » ” 


y”, 2”, z”, se ve que para t=0 es Ya=2=2"=0, y 


az” — 2f::1(0,0,0,0) =0 , 
by” + f.:: (0,0, 0, 0) =0), 
y por [74-52] será en el entorno de t = 0, 
Yy=ylb)=0P +... , (a3%0) , 
2=2(t)=PP 4... , (8740) 


dando punto cuspidal de primera especie, 


5. Superficies regladas desarrollables. — Un plano móvil $S,, 
o sea un haz (en sentido general) de planos 


[74-53] A(Y)x + B(t)y + C(t)z + D(t)=0 , 


tiene por envolvente ($ 74-3, a) el lugar geométrico de la recta 
(variable con t) definida por [74-53] y 


[74-54] 4(0x + B (0) y + C'(t)2 + D'(t) = 0. 


Esta envolvente es entonces una superficie reglada (3 75-1) 
con la propiedad de que el plano tangente es el mismo en todos 
los puntos de cada recta característica (o generatriz rectilínea 
de E, $ 75-1), y es uno de los planos del haz [74-53]; la llama- 
remos reglada desarrollable (cfr. $ 75-2). 

Las generatrices rectilíneas, por ser un haz de curvas cCa- 
racterísticas en E, admitirán ($ 74-4, c) una envolvente T que 
os arista de retroceso de E. Dicha envolvente I' se obtiene 
($ 74-4, c) considerando conjuntamente con [74-53] y [74-54] 
ln ecuación 
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[74-553 A”(t)x + B”"(t)y + C"(t)z + D”(£) = 0. 


Como la superficie reglada desarrollable puede considerarse 
también engendrada por las tangentes a su arista de retroceso 
T, se la llama también superficie tangencial o desarrollable cir- 
cunscrita de T (cfr. $ 75-3). La curva T puede degenerar en 
un punto, propio o impropio (cfr. $ 75-83). 


EJERCICIOS 


1. Envolvente de la familia de parábolas (w«— t)?—2y =0, com- 
probando si se cumplen los teoremas 2, 3 y 4 de $ 74-1. 


2. Lo mismo para la familia de circunferencias 
(1— 28) + y — £ = 
3. Lo mismo para la familia de curvas de GERONO: 
y — Y 4 (xu—t)* = 0. 
4, 1%) Envolvente del haz de rectas 
(Path + Latty = a(br4 ar); 
29) Estudiar el caso a—b—1 dando el significado geométrico de t. 


5. Envolvente del haz de elipses (%*/u*%) + (y"/v?)= 1, de área cons- 
tante xuv —C. 


6, Envolvente de la familia (x"/u*) + (y”/v")=1 con dos paráme- 
tros u y v ligados por la relación (u”/a”) + (v”/b”)— 1, Estudiar en par- 
ticular los casos: 1%) n—=1, p=2, b=4; 2% n=2, p=1, b=a; 
3%) n=p=2, 

7. Envolvente de las circunferencias cuyos centros están en la có- 
nica (x"/a%) + (y?/0%)— 1 y pasan por el origen. Caso particular de que 
la cónica sea una hipérbola equilátera, 


8, Definiendo la podaría de una curva C respecto de un punto O 
como el lugar geométrico de los pies de las normales trazadas por el 
punto O a las tangentes a C, si M es el punto de contacto de éstas, 
demostrar que la podaria es la envolvente de las circunferencias que tie- 
nen como diámetro el radio vector variable OM. 


9. a) Trayectoria en el vacío de un proyectil disparado en el plano 
w, y desde el origen con velocidad inicial de módulo v e inclinación f Yes- 
pecto de x horizontal, siendo g la aceleración de la gravedad (hacia y < 0); 
b) Envolvente de las trayectorias para v constante, t variable (curva de 
seguridad). 


10. Dada la familia de curvas planas en forma vectorial [74-18], 
demostrar que la relación [74-21] equivale a r:Ar,—=0. Aplicar esta 
Telación y las fórmulas de FRENET [73-35] a demostrar que la evoluta 
es la envolvente de las normales r=p(ls)-+un(s) a una curva ps), 
cuya abscisa curvilínea (8 73-1) es s. 


11. La cáustica de un espejo eurvo C representado por la curva 
plana p(s), producida por un foco luminoso O tomado como origen, es 
la envolvente de los rayos reflejados r=p(s)+ uq(s) por € a partir 
de O, donde s es la abscisa curvilínea de C, q unitario, |q|=1 y tal 
que si t es el vector tangente an C, son iguales los ángulos (p,t)= 

=(t,q)=34x—1, con 2 ángulo de incidencia. Demostrar que se cumple 
OPA (1/p)=2/(0 eos i), siendo e el radio de curvatura de C, y u 
la longitud del rayo reflejado desde C al punto de contacto de la cáus- 
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tica, Si la radiación incidente es paralela (p-—> 00), la normal a la cáus- 
tica pasa por el punto medio del radio de curvatura de C, 


12. Demostrar que la cáustica de una circunferencia con el foco so- 
bre ésta es una cardioide y si el foco está en el infinito (radiación pa- 
ralela) es una epicicloide (cfr, $ 55, ejercicio 8). 

13. Evoluta de la parábola y == 

14, Demostrar que la evoluta r(s) de una curva p(s) (con a abs- 
cisa curvilinea de p) tiene en general un punto de retroceso de primera 
especia en los puntos s, correspondientes a los vértices ($ 55-7) de p(s), 
dados en ésta mediante c',(s0.) =0, es decir, 0'(8:)=0, supuesto q” (80) 4 
+0 (cfr, $ 74-2, ejemplo). 

15. Envolvente del haz de los planos que determinan sobre los ejes 
de coordenadas los segmentos: 1*/(t + 0), */(t4+ 0), 8/(t +0). 

16. Envolvente de las superficies esféricas cuyos centros están so- 
bre la elipse (0/02) + (y? 16% )=1 del plano xy y pasan por el origen. 

17. Si 2=z(%,y) es la ecuación de una superficie canal de radio 
unidad cuyo eje es una curva del plano z= 0, entonces cumple 

Alar 241) = 1. 

18. Demostrar que la envolvente de los planos tangentes a las pará- 
bolas 2== 0, y —4%w, é y=0, 22= deu está formada por dos superficies 
cilíndricas parabólicas, 


19. Probar que para hallar la envolvente general ($ 74-3, b) de una 
familia (de dos parámetros) de superficies expresada mediante tres pa- 
rámetros u, v, w ligados por una relación: 

f(x,y,2,4,,w)=0 , qluvo,w)=/0 , 
deben eliminarse u, v, w entre las cuatro ecuaciones: 
íÍ=0, q-= 0 , Lilou = fol» = Íolpe. 

20. Envolvente de los planos que separan del triedro coordenado un 
tetraedro de volumen constante K”. 


21. Envolvente de la familia de planos (%w/u) + (y/v)+(z/w)= 1, 
tales que los parámetros cumplan la condición: 1% u-+v+w=1; 
29) “vw =1, 

22, Demostrar que la envolvente de los planos ux + vy + wz =p, 
con los parámetros ligados por 
vv u=1 y 4/(p—a) + (pb + w!/(p—e) = 0, 
es la superficie de ondas: 

ae l(r—a) + be (—P) + 0e/(r—«= 0 
con "aya, 
23. Condición que deben cumplir los coeficientes de los planos 
A (t)x + Bi(t)y + Celt)z + Di(t)=0 , (1,2) , 
para que la recta intersección admita envolvente, 

24. Mediante la previa transformación por radios vectores recípro- 
con (8 67, ejercicio 23), hallar la envolvente de la familia de superficies 
osftricas tangentes a las tres: 

[2 —(3/2 + y A 2¿= 9/4 ; a 2¿=0/ ; 
++ a = 9/4 

26. Los radios de curvatura de flexión y de torrión de la: arista de 
retroceso de la familia de planos A(t)x + B(t)y + C(t)2 + D(t)=0 
vienen dados por 

A a A BOS, 
par Va? E By C* eS y" 
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donde 
A BC a 
, , r A B C D 
An yC JA= A" B” Cc” p” y 
A” B” C” 








As B” qe pp" 
£ = (414 B* 4 C?) (47? +4 B” o a — (AA' + BB' + CC)? = 














=1b0) + en E el 
Comprobarlo para la familia de planos 3t%x— 6ty + 6z— * =0, 
(Cfr. $ 75, ejercicio 3 y $ 73, ejercicio 11). 


$ 75. SUPERFICIES REGLADAS 


1. Superficies regladas en general. — Una superficie ($ 72-7) 
se llama reglada gi por cada uno de sus puntos pasa al menos 
una recta llamada generatriz rectilínea, que tiene común con 
la superficie un segmento conteniendo dicho punto. Aquí sólo 
estudiaremos el caso en que cada generatriz rectilínea perte- 
nece toda ella a la superficie y pueda tomarse el conjunto de 
generatrices como uno de los sistemas de líneas coordenadas 
(8 72-7, b) de la superficie. Entonces una cualquiera de las 
líneas coordenadas del otro sistema se llama directriz de la su- 
perficie reglada. 

Intuitivamente puede concebirse la superficie reglada como 
engendrada por una generatriz rectilínea que se mueva apo- 
yándose en la directriz, con direcciones dadas. 

Si la ecuación vectorial de la directriz, supuesta de deri- 
vada continua y referida a su abscisa curvilínea ($ 73-1) es 


[75-1] r = p(s) 

y sobre ella la seneratriz rectilínea queda determinada por el 

versor derivable q(s), (| a[=1), la ecuación paramétrica vec- 

torial de la superficie reglada es 
d 

[762] r =p(s) +ua(s) ,) o =1. lal=1, 

donde los parámetros son s y u, fijando s cada generatriz y u 


cada punto sobre ella. 
El punto es ordinario ($ 72-7, b) si 


_ (dp dq) 
[75-3] raro (qu Uq) 2940. 


Por tanto, en el caso de que q(s) no sea tangente a la direc- 
triz, es decir, se cumpla 


dp 
[75-41 as 2 als) +0 , 
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existe un entorno de la directriz (u =0) donde la superficie 
reglada tiene todos sus puntos ordinarios. 

Si la generatriz rectilínea viene dada por las ecuaciones 
cartesianas reducidas ($ 60-8, Co3) : 


075-5] y=met+h , 2=nec+k o, 


con Mm, h, an, k funciones derivables de un parámetro cualquie- 
ra í tendremos un caso particular de [75-21], al tomar la di- 
rectriz en el plano yz: 


[75-6] p(s) = h(s)j + k(s)k 
y el versor gencrador dado por 


(75-7] aia DIE 


+ VI mean 


NoTa. En [75-86] y [75-7] supondremos frecuentemente que 8 es un 
parámetro t cualquiera y en lugar del versor q, emplearemos el vector 
proporcional dado por el numerador de [75-7], de módulo nunca nulo. 


Se comprueba fácilmente que se cumple [75-4] en los pun- 
tos ordinarios ($ 72-6, b) de [75-61]. 


2. Plano tangente a una superficie reglada. — Su ecuación 
en el punto (s,u), será ($ 72-7, b): 
(75-81 — [r—p(s)].f(p(s)+uq (s))agq(s)]1=0 , 
en donde las letras acentuadas indican derivadas respecto de 
s y en cuyo primer factor se ha suprimido el término —uq (8) 
por ser q(s) perpendicular a [75-83]. 

Teniendo en cuenta las [75-6] y [75-71, respecto de la ge- 
neratriz [75-5], la [75-8] se traduce cartesianamente en: 


lx y—h 2—k zx y—h 2¿—k 
175-9] | 0 10 k + x0 10 m vos =0 , 
1 m n 1 m R 


donde Zo =u/y1+m*+m* fija el punto sobre la gencratriz 
[75-5] 


EJEMPLO. Sean m, n, h, k funciones lineales de un parámetro t; 
eliminando t, resulta una ecuación de segundo grado, que representa una 
cuidrica, 

Sea, por ejemplo, 

y=te +2 +1, 2=(t—1)x3 — 3€ 
y lu cuádrica que definen tiene la ecuación 


y1_ 42 
c+ +27 2-3 
o sea, reducida a forma entera resulta el paraboloide hiperbólico: 


(y— 1) (1—3) = (1 + 2) (242). 


3 
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Según [75-9], el plano tangente en el punto de coordenada «o de la 
generatriz to tiene por ecuación: 
(Bto— xo — 2)x% + (a. —3)y — [mo + 2)2 — Dto — to + B=0 , 
que es fácil ver coincide con la obtenida por el método de $ 62-4, nota. 


Der. Una superficie reglada se llama desarrollable, cuan- 
do el plano tangente en cada punto lo cs cn todos los puntos 
de la generatriz que pasa por él (cfr. $ 74-5). Si la superficie 
no es desarrollable se llama reglada alabeada, 

Para que en [75-8] y [75-9], el plano tangente sea el mis- 
mo al variar u, lo que es equivalente a decir que la normal 
[72-48] a la superficie se conserva paralela a sí misma a lo 
largo de cada generatriz, (p 4 q)+u(q'A q) ha de conservar- 
se independiente de u. Para que esto ocurra, si se cumple 
[75-4], es condición necesaria y suficiente que n tenga siempre 
la dirección de [75-4], es decir, sea: 


[a+ ug a0013(pr4q) = u(qg aqa(p arq) =0 
para todo u, equivalente a poner ($ 60-7) : 
[75-10] u.(p”,qa).a=0 , 


donde el paréntesis indica el producto mixto de los vectores 
p, q, 4”. Por ser siempre |q|=1, resulta que la condición ne- 
cesaria y suficiente para que una superficie reglada [75-2] 
sea desarrollable, es que se anule el producto mixto 


[75-11] (p”, a, q) = 0. 


Para la reglada dada en la forma [75-5], teniendo en cuen- 
ta [75-61 y [75-7], esta condición es equivalente a la (cfr. 
$ 744, ej.) 

75-12] >mk = nr. 

En particular, se cumple [75-11] si q =0, es decir, si el 
versor q conserva su dirección, en cuyo caso la superficie [75-2] 
es un cilindro. Esto es equivalente a que m y n en [75-5] sean 


constantes, es decir, m' = 9 == 0, anulándose el segundo deter- 
minante de [75-9]. 


NoTa. Si p"Aq=0, la superficie [75-2] es la superficie tangencial 
a la curva [75-11], y por tanto es también desarrollable (cfr. $ 75-4, a) 
($ 74-5). 


3. Clasificación de las superficies desarrollables. — La con- 
dición [75-11] permite clasificar las superficies desarrollables 
en cilindros, conos y superficies tangenciales con arista de re- 
troceso ($ 74-5) según sea la naturaleza de las funciones vec- 
toriales p(s) y q(s). 

En efecto, la condición [75-11] es equivalente a la existen- 
cia de tres funciones a(s), $P(s), y(s) no nulas simultánea- 
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mente ($8 60-7 y 60-2), tales que se cumpla idénticamente 
en 8: 


[75-13] ap” + Pq + ya! =0, 


Si a lo largo de un arco de la directriz es a(s)= 0, deben 
ser q y q' linealmente dependientes, y como por la condición 
ql==1 es q.q'=0, ello sólo puede ocurrir si q'=0, es decir 
y es constante, las generatrices se conservan paralelas y la su- 
perficie es cilíndrica. 

Si en [75-13] es a(8)+ 0, dicha condición podrá escribirse 
en la forma: 


[75-14] p' = 1(s)a + u(s)q”. 

Adoptemos en [75-2] el nuevo parámetro 
[75-15] t=u+puls) , 
poniendo 
[75-16] p*(s) = p(s) —p(sjalís) , 
y así la ecuación [75-21] se convierte en la 
[75-17] r = p*(8) + taís). 

Aquí por [75-16] y [75-14] es 

* d d 

06 E io 


Si a lo largo de la directriz se conserva A(8s)= du/ds, en- 
tonces p*(s) es constante y la superficie [75-17] es un cono 
con el vértice en p*, cono que también puede degenerar en un 
plano. 

Si a lo largo de un arco de directriz es ¿== du/ds, entonces 
[75-19] r = p*(s) 
eg una curva cuyas tangentes tienen por [75-18] la dirección 
de qí(s) y así [75-17] es la superficie tangencial de la curva 


[75-19], es decir, ésta es la arista de retroceso de la superficie 
desarrollable [75-2]. 


NoTA. Para el caso de ecuaciones cartesianas [75-5], la condición 
[75-14] se convierte en 1=0 y 


p= —*k/m =-— Kn, 
Entonces, la arista de retroceso [75-16] vendrá dada por: 
P* = — ud + (—mpu+ Aj (—np+k)ko o, 


on decir, ge obtendrá el punto de contacto sobre cada generatriz [76-5] 
hnelendo 

x= —pu=.-h'im —= —k']n 
de acurrdo con E 74-4, ejemplo. 
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4. Superficies regladas engendradas por los elementos del 
triedro intrínseco a una curva dada. — a) La superficie tan- 
gencial de la curva [75-1] es 


[75-20] r = pís) + a ñ 


Su normal es paralela a 


[75-21] r,Ar, -(P + u (rt) 
= u(nAt)/o = —ub/o , 


obtenida aplicando [73-35] y [73-27], con t = dp/ds. 

Para s fijo y u variable, los vectores [75-21] son todos ellos 
paralelos a b, lo que indica que la superficie tangencial tiene 
el mismo plano tangente a lo largo de la generatriz, que coin- 
cide con el plano osculador a la curva en el punto de abscisa 8. 
Es pues, una superficie desarrollable, envolvente de los planos 
osculadores a la curva ($ 74-5). 

Los vectores [75-21] son +=0 para 4=0 y c1= 1/0 +0. 
Para u = 0 tenemos los puntos singulares que forman la curva 
dada, arista de retroceso de su desarrollable circunscrita, 


b) La superficie reglada formada por las normales prin- 
cipales n(s) a la curva [75-1] es 


[75-22] r= p(s) + unís) , 
cuya normal es paralela a: 
[76-28] PLAY. = E de e) a n= 
== —p) na A 4 E >, 
0 7 0 T 


obtenida aplicando [73-35], con t = dp/ds. 

El vector [75-28] es sólo nulo para u = q y cats) = 1/7 = 
Así pues, si la curvatura de torsión no es nula, la superficie 
reglada no tiene puntos singulares y además es alabeada. Para 
w=0, la normal a la superficie es la binormal b, y si ha de 
conservarse paralela a ésta vemos que la superficie es desarro- 
llable cuando y sólo cuando es cz(s)= 1/7==0. Entonces la 
curva es plana, pues el plano osculador es siempre el mismo 
plano a que se reduce la superficie desarrollable, con los pun- 
tos singulares en 4 = q, es decir en la evoluta, que es la curva 
envuelta por las normales a la curva dada. 


c) La superficie reglada formada por los binormales b (8) 
a la curva [75-1] es 


[75-24] r =p(s) + ub(s) , 
cuya normal es paralela a 
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[75-25] Ar, = e de U,) Ab = 


= (tab) +] (nah) = —n +24 , 


obtenida aplicando [73-85], con t = dp/ds. 


El vector [75-25] para 430 es sólo paralclo a n cuando 
c2(8) = 1/7==0, es decir, la superficie reglada es desarrollable 
cuando y sólo cuando la curva dada es plana; entonces la su- 
perficie de las binormales es cilíndrica con generatrices per- 
pendiculares al plano de la curva, 


d) Los planos normales a la curva [75-1] tienen por ecua- 
ción paramétrica vectorial 


[76-26] r = p(s) + im(8) + uyb(s) , 
y supongamos que para [75-1] sea 
[75-27] ci(s) =1/0 =0 , Cels) = 1/7 =0. 
La superficie envolvente ($ 74-8, nota 3) de los planos 
[75-26] se obtiene eliminando uno de los tres parámetros, s, 


A, | entre [75-26] y la condición dada por la anulación del 
producto mixto 


or dr dr ] a , _ 
[76-28] ES a) > HI, mb) = 0. 


Pero según [73-35], este determinante se convierte en 
(t(1 —4/p), n, b)=1 —2/p) nulo sólo para 


[75-29] A=0. 
La envolvente es, pues, 
[75-30] r(s,u) = p(s) + o(s)n(s) + ub(s) , 


llamada superficie polar, pues para s fijo, la anterior ecuación 
representa el ejo polar [73-94] de la curva dada, La normal 
a la superficie polar es paralela a 


[76-31] r, Ary = [(p +on+onm +yub) Ab = 
= (+0m—t=2o+ Ln) ab = (y+ 54 ' 


obtenida aplicando [78-85] con p'=t. 


La [75-81] demuestra que para s8 fijo, todas las normales 
son paralelas a t, es decir, el plano tangente se conserva el 
mismo a lo largo del eje polar y coincidente con el plano nor- 
mal a la curva. Los puntos singulares de la superficie desarro- 
Mable [75-30], según [75-81] se obtienen para 


1765-32] u=z— Y , 
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que sustituida en [75-30] da el 
centro [73-92] de la esfera o0s- 
culatriz. Por tanto, la arista de 
retroceso de la superficie polar 
está formada por los centros 
de las esferas osculatrices a la 
curva dada (fig. 248). Sólo en 
el caso de curva esférica, dicha 
arista de retroceso se reduce a 
un punto, centro de la esfera y 
vértice del cono en que se con- 
vierte la superficie polar. 


e) Los planos rectificantes 
a la curva [75-1] tienen por 
ecuación paramétrica vectorial 
[75-38] r=p(s) +1t(s) +ub(s) 
con 


[753415 - t+ (F+£)n 


según las [73-35] y t = dp/ds. 
Así se obtiene el producto mixto 


or dr dr A A 
O ries as rai 
cuya anulación 
[75-36] A A 

Q T 
junto con [75-83] da la envolvente desarrollabile 
[75-37] r(s,u) =p(s) + uto(s)t(s) — r(s)b(s)) ; 


3u generatriz es la línea de acción del vector de DARBOUX 
[73-38]. 

Su normal es 

75-38] rjár, = (t + u(0t— 1b)) A (ot—rb) = 

= (r+u(0'7 —or))n , 
obtenida aplicando [73-35] con p' =t. Así pues, a lo largo de 
la generatriz, el plano tangente es el mismo, coincidente con 
el plano rectificante a la curva dada. 

Esta curva tiene su normal principal perpendicular al pla- 
no tangente a la desarrollable [75-37], condición que define lo 
que se llamará ($ 76-5, d) geodésica a una superficie y que 
en nuestro caso, al ser ésta desarrollada sobre un plano, con- 
vertirá en recta a la curva dada. De ahí el nombre de plano 





Fig. 249 
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rectificante que envuelve la superficie rectificante de la curva 
dada. 


EJemPLo. En la hélice cilíndrica ($ 72-6, ejemplo, y $ 73, ejercicio 
13), la superficie cilíndrica sostén de la hélice es precisamente su super- 
ficie rectificante. 


5. Línea de estricción de una superficie reglada. — a) DEF. 
Se llama punto central de una generatriz a la posición límite 
del pie de la mínima distancia a otra generatriz infinitamente 
próxima, El lugar de los puntos centrales de todas las genera- 
trices se llama línea de estricción de la superficie. 

En la ecuación paramétrica vectorial [75-2] de la superfi- 
cie reglada, supuesta no cilíndrica, será cómodo, en lugar de la 
abscisa curvilínea s de la directriz [75-1], tomar ahora como 
parámetro la abscisa curvilínea o de la indicatriz esférica 
(S 73-4) del versor generador q. En este caso, la ecuación de 
la superficie es 


[75-89] r=p(0) + uqlo) , 
cumpliéndose las condiciones ; 

a . ldq! _ : da _ 
[75-407 Jato) =1 ; de =1 ; Le 0, 

El vector que une dos puntos de la superficie [75-391] de 
coordenadas paramétricas Polo, 4) y P,(u +a0, u+ Au) es 
[75-41] PP, = Ap + 44.4 + [u+auaq , 
donde 

plo +40) =pl0)+ Ap , q(0+40) = q(0) + 44. 

Determinemos PP, de modo que sea perpendicular a q y 
q + 49- 

Para un «o determinado, Ao> 0, hemos de elegir u y tam- 
bién Au en tal forma que el producto escalar del vector [75-41] 
por q y por q +Aq se anule (8 60-5, c). 

De la anulación del primer producto escalar se deduce 


Ap Au Aq es 
[76-42] 20 A + x= + (u + Au) 0 Ds 


Para Ao > 0, la última de las [75-40] indica que en [75-42] 
ha de existir y ser 
du dp 
1-1 A a Y ES 
(175 48] de do Y. 
De la anulación del segundo producto escalar, teniendo en 
cuenta [75-42], se deduce 


Ap AQ Au 


5-44] —, ] 
a Ao As Ao 


Aq aqi? _ 
a “ig TF (+ Au) (2) = 0. 
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Para Ac>0, de las [75-41] y existencia de [75-43], se 
deduce que el valor del parámetro u = u¿ que para un o de- 
terminado da el punto central de la generatriz [75-89] es 


=—_4p da 
[75-45] e li ro pal 
Si la superficie es desarrollable, habrá de ser ($ 75-3) 
dp _ dq 
[75-46] ra MoJaqío) + uto) de 
viniendo dada la arista de retroceso por 
[75-47] r = p(o) — u(o)a(o). 


Si multiplicamos [75-46] por dq/do y tenemos en cuenta 
las [75-40], resultará 
_ dp de 
[75-48] u(o) = de . de , 
que por [75-45] y [75-47] demuestra que: En las superficies 
desarrollables la línea de estricción es la arista de retroceso. 


Nora. Si la reglada se da en la forma cartesiana [75-5], con m, n, 
h, k funciones de un parámetro cualquiera t, se pasará a la forma vec- 
torial [75-39] tomando 


[75-491 p=hlo)j + k(o)k 
_ i¿mífoJj+ní(o)k 


[75-50] A A 
+ V1i4ywr +09 
de donde, la coordenada x que en [75-5] da el punto central, es 
dp dq 
75-51 ===.) :v PE. 
[75-51] % ( 20 de ) 14 +Y 70 


Si indicamos con letras acentuadas las derivadas respecto de t, se- 
gún $ 73-1 es 


[75-52] e=lel, 
y como 
E A: 
as “ado "o ” 
al ser 
F a wWh' +08! +(mn' — mn) (mk' —nh') 
[75-58] AS 
| n_ M4? (ma —num)” 
e (14m + 80%)? ñ 


sustituyendo en [75-51], resulta para el punto central 
Mk +nwk +(mn' —mn) (mk —nh') 
mi+n?4 (ma — am y” y 
con las otras dos coordenadas obtenidas sustituyendo este valor en [765-5]. 


[75-54] Do =— 
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Si la superficie es desarrollable, se cumple [75-12], por la que [75-54] se 
convierte en la arista de retroceso 


Xe=—k]/WM=—kK/N ($ 75-3, nota). 


b) Estudiemos el orden de la distancia entre dos generatrices infi- 
nitamente próximas de la superficie reglada. 

Tomando la generatriz considerada como eje w, de manera que para 
t=t, se anulen en [75-5] los coeficientes m, n, h, k, si damos a t 
otro valor tenemos otra generatriz, y sea *=x, el plano paralelo al yz 
que contenga la perpendicular incidente a ambas, Entouces, la mínima 
distancia tiene por componentes 0, mxo + h, nao + dk, con valor 





[75-55] d= + Víima +2h)*+ (nx + k)?. 
Si dividimos por ¿t—t.—>0, será 
[75-56] lim = + Víima:+hY+l(ax. + Kyo, 


t>t tt 


sólo nulo, si la generatriz cumple [75-12]. Por esto $e dice en lenguaje 
figurado que dos generatrices infinitamente próximas se cortan o no, 
según que la superficie reglada sea desarrollable o alabeada,. 


6. Plano central y parámetro de distribución, — El plano 
tangente en el punto central de una generatriz se llama plano 
central. 

Adoptemos el punto central del eje x como origen, y el 
plano central como xy. Si en [75-5], corresponde el eje x al 
valor t = 0 del parámetro, para éste deberá ser m(0)= n(0) = 
= h(0)=k(0)=0. 

Además, en [75-54], como la coordenada del punto central 
debe ser nula, se verifica: 


[75-57] mhk+wke=0 , 


y como la ecuación del plano tangente [75-9] se reduce a 
z=0, debe ser k'= 0; pero m'l' -==08n'h* si la superficie no es 
desarrollable, es decir, hk*=>0, luego también m'=0, para 
t =0, es decir, para todos los puntos de la generatriz. 

La ecuación del plano tangente [75-9] en el punto xo se 

reduce, pues, a ésta: 

[76-58] vey= Pz , 

luego: La pendiente 2:y del plano tangente sobre el plano cen- 
tral es proporcional a la distancia xo del punto de contacto al 
punto central O. (Teorema de CHASLES), 

El número «=h'/n' se llama parámetro de distribución 
de la generatriz, y la relación anterior se puede escribir: 
Yo == xk . pendiente. ; 

Si k es nulo o infinito, es decir, nulos h! ó »”, la superficie 
es desarrollable, y cesa la propiedad, puesto que el plano tan- 
gente es el mismo a lo largo de toda la generatriz. 


$ 75 -Ej. SUPERFICIES REGLADAS 305 


EJERCICIOS 


1. Ecuación vectorial del helicoide recto, es decir, de la superficie 
engendrada por una recta móvil que cortando al eje z en ángulo recto, 
gira y se desplaza alrededor y a lo largo de dicho eje con movimientos 
uniformes. Puntos singulares de la superficie, mostrando que es alabeada. 
Ecuación cartesiana del plano tangente en el punto (xo, Yo 2u) de la su- 
perficie. 


2. Demostrar que la superficie reglada x=(2/1)24(2t/3), y= 
=(2/t)2 + (t*/6) es desarrollable y hallar la arista de retroceso. Plano 
tangente en (to; zo). 


3. Dada la curva p(t)=ti + 38% + (1/6) t'k, hallar la superficie po- 
lar y su arista de retroceso como lugar de los centros de las esferas 
osculatrices y como envolvente de los ejes de curvatura, Hallar la super- 
ficie tangencial (o desarrollable circunscrita), así como la superficie rec- 
tificante y la envolvente de las características de ésta. Vector de DAR- 
BOUX d de la curva dada p(t). 


__ 4. La superficie polar de una curva plana es un cilindro cuya sec- 
ción recta es la evoluta de la curva en su plano. 


5. Las normales m = p(s) + u(cos qn + sen qb) a una curva alabea- 
da p(s) dependen de dos parámetros: la abscisa curvilínea s de la curva 
p(s) que determina el punto de incidencia y el ángulo q que la normal 
m forma con la normal principal n. Mediante la condición [75-11], apli- 
cando las fórmulas de FRENET [73-35], demostrar que si hacemos y = q(a), 
se ha de cumplir de/ds=1/7, para que las normales m admitan envol- 
vente dada por 4 =—p/cosq, llamada evoluta (cfr. $ 55-8) de la curva 
p(s), situada en la superficie polar de ésta, 


6. Demostrar que la longitud c.—o, de un arco de evoluta sin pun- 
to simular es igual a la diferencia ue—% de longitudes de las normales 
correspondientes a sus extremos (cfr, $ 55-8, c). 


7. Sv lama evolvente C de una curva Y a toda curva C que tenga 
o como evoluta (cfr, $ 65-8). Dada la curva IT mediante r(o0), con o 
nbselxa cnrvilínea de 1, hallar el vector p(o) que determina la evolvente 
Coque parte de uo punto a =0 de T. Situación de la tangente y plano 
normal de € rexnpeclo del triedro intrínseco de [', 


8, Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que la 
evolvente € osca pluua €s que la evoluta Y sea una hélice (o bien curva 
plana) (efr. $ 73, ejercicio 13). 

Y. Dada la hélice r(u)= "cos ui + >» sen uj + kuk, hallar la evolven- 
le que yace en el plano z=0, compararla con la de la circunferencia 
proyección de la hélice y comprobar que la tangente a la evolvente es 
puralcla a la normal principal de la hélice, 


10, Obtener el helicoide desarrollable r(t,u) cireunscripto a la hé- 
lica r(t) =rcosti + + sen tj 4 ktk, y su intersección con el plano z= 0. 


11. Demostrar que en las superficies regladas de plano director (es 
decir, donde las generatrices se conservan paralelas a un plano fijo), la 
proyección ortogonal de la línea de estricción sobre el plano director es 
In envolvente de las proyecciones de las generatrices sobre el mismo pla- 
nou, y por tanto la línea de estricción es el lugar de puntos de la super- 
ficie donde el plano tangente es perpendicular al plano director. 


12. Línca de estricción de: 1%) Hiperboloide reglado de revolución 
(Oi) iLQéia)— AR 1e)=1; 2%) Paraboloide hiperbólico equilátero 
2pz at 94 3%) Reglada y = 5x5; 2—(3/4)tx— Af. 
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13. Dadas las tres rectas paralelas al plano yz 


a *=1 fo 
y=0 d y=2z ' Ly=z : 


y no coplanares dos a dos, hallar la ecuación del paraboloide hiperbólico 
que determinan ($ 62, ejercicio 15), el otro plano director, las líneas de 
estricción de sus dos sistemas de generatrices y su ecuación reducida. 
Hallar en este paraboloide el haz de planos tangentes en puntos de la 
generatriz x=y=0, aplicando el teorema de CHASLES. 


14. Dudas las tres rectas no coplanares dos a dos y no paralelas a 


un plano 
“u=0 «=1 +y=2 
l x=0 | y=2 l z=0 i 
hallar la ecuación del hiperboloide reglado que determinan (3 62, ejerci- 


cio 15) y su forma reducida ($ 63-8, a). 


15. Hallar las dos generatrices: 1% Del hiperboloide reglado 
+y—2'=1 que pasan por el punto (5; —5;7): 2%) Del paraboloide 
hiperbálico z—(%*/9)—(y*/4) que pasan por el punto (—6; —2; 3). 


16. Dado el cilindro (x + y+2)(x—2y + 2+= 1, hallar sus gene- 
ratrices, su directriz sobre el plano xy y su ecuación reducida. 


$ 76. LAS FORMAS FUNDAMENTALES DE LAS SUPERFICIES: 
LÍNEAS NOTABLES 


1. La primera forma fundamental. — Si sobre una super- 
ficie ($ 72-7): 
[76-1] r=r(4,v) =x(u,0)i+ y(u 1)j + 2(u,v)k 
de componentes diferenciables, consideramos curvas 
[76-2] u=u(t) , 2 = v(i) 


con tangente continua, nos proponemos estudiar su diferencial 
de arco ($ 73-1) dada por ds: = (dr. dt)*dt? = (r,du + r.de)?, 
que desarrollada es: 


[76-3] ds? = 911 du? + 291 dudo + 929d4? , 


donde los coeficientes de GAUSS g;x, vistos en [72-45], sólo 
dependen del punto (u,v) de la superficie y no de la curva 
[76-2]. 

La forma cuadrática diferencial [76-3] se llama primera 
forma fundamental de las superficies, que por [72-46], en los 
puntos regulares [72-47] es siempre definida positiva ($ 63-7). 
Por tanto, ella introduce una métrica infinitesimal propiamen- 
te euclídea (Cap. XVII, nota II) sobre la superficie, 

Sirve también para medir el ángulo de dos curvas 


[76-4] uU = us (t,) y U= vs (t;) , i= 1, 2 , 
que sobre la superficie pasan por un mismo punto en determi- 
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nados valores de los parámetros t, y t2. Dicho ángulo q se 
define por el que forman sus respectivos vectores tangenciales 
($ 72-6) : 











dr y, Vu du; 
TE + Yy == > 
[76-5] de “dh dt, 
dr = Yr dee 5|- Y. dz 
dte — “” di, al” 
y que vendrá dado (Cap. XVII, nota Il, b) por 
dr dr 
_ dt * dis 
[76-6] cos p = dr] [dr] ” 0O<PpS<rx , 
di, | 
es decir por 
[76-7] cos p = 


du; dun du; du» du» du, zo du; due 
e a “E 


Si Es curvas son . oa coordenadas ($ e b) de la 
superficie que pasan por el punto, se ha de tomar dv,/dt, = 0, 


duz/dta = 0, y entonces el ángulo w que forman ambas líneas 
coordenadas viene dado por 


[76-8] cos w = Y2/V 911922. 


Por tanto, g12 = 0 representa la condición de ortogonalidad 
de las coordenadas. 


2. La segunda forma fundamental. — a) Supongamos exis- 
tan continuas las derivadas vectoriales segundas de la expre- 
sión analítica vectorial [76-1] de la superficie S en el entorno 
de un punto Po(tto, Vo). Nos proponemos estudiar la curvatura 
de la superficie en Po, mediante la de sus distintas líneas que 
pasan por Py, para tener idea de la desviación que en el en- 
torno de P, experimenta la superficie respecto de su compor- 
tamiento plano que en primera aproximación da su plano tan- 
gente [72-51] en Po. 

Esta desviación quedará evaluada por la distancia X; al 
plano tangente en Py de un punto variable P de la superficie 
lomado en el entorno de Po. Dada por [72-48] la normal n 
a la superficie, orientada según el sentido del producto vecto- 
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rial r,4r,, la distancia X¿ viene dada en magnitud y signo 
($ 60-8, b) por 


[76-9] X= (r—TF0o).n , 
donde r y ro son los vectores de posición de los puntos P 
y Pa de $. o ¿AZ 


Si aplicamos para n= 2 la fórmula de TAYLOR [72- 34], y 
tenemos en cuenta que r,.n=r,.n=0, la [76-9] se convier- 
te en 


[76-10] X, = Ho 





2 2 
A 1 + (0%, 


con =+VRBFE »,) h=u—w , o 


Si teniendo en cuenta [72-48], y $ 60-7, a, introducimos 
los coeficientes 








D,, = Yuu-n = — Cu Fu o) 
+ Vu ga — 
[76-11] Di = Yuy.n = — (uptu To) 


+ V 911922 — Yuo* 


(Low, Yu, Yy) 


Da» = y .n = q ( --_——— 
+ V 911922 — 912? 


la [76-10] se escribe 


[76-10] X¿= Lee (40, Vo) h* + 2D12 (to, VO)hk + 
+ Daz (Un, Vo) A] + 0(0?). 


Referidas las coordenadas cartesianas 21 =h, 2¿=*k, Yi a 
los vectores r., r, n en P, tomados. como ejes de referencia, 
la parte principal de [76-10*1, dada por 
[76-12] La = FED¡¿(Uo, Vo) t;%; , 
representa el llamado paraboloide osculador ($ 62-3, a) a la 
superficie S en Po. 

Respecto de una curva cualquiera [76-2] de la superficie 
que pase por Pj, supuestas existentes las derivadas segundas 
de las funciones [76-2], la función compuesta r[u(t), v(t)] 
tiene (Ss 69-3, b) por diferencial segunda en P,: 


176-183] r,,(t,) dee = 
(a A de dz 
= uy + vs r (%o, V0) + Tx, dur», dv , 


y por ser r,.n=r,.n=0, al multiplicar escalarmente ambos 
miembros de [76-13] por n, queda la forma cuadrática dife- 
rencial; 
[76-14] r., (t.,) -.n di: > Di Gto. vo) due + 

+ 2D ¡> (¿tu Va) dudo + Dog (to, Vo) du? , 
linmnda segundo forma fundamental de las superficies. 
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b) Para el caso particular de ser 4=x, v=y, la forma 
paramétrica [76-1] se convierte en la representación explí- 
cita ($ 727, a): 


[76-15] 2=Yf(x,y) , 


de las que también supondremos existen continuas las deriva- 
das segundas. 

Si tomamos como plano xy cl tangente a la superficie en 
el punto P, y a éste como origen de coordenadas, £(0, 0)= 0, la 
distancia [76-9] es ya directamente la coordenada z dada por 
la ecuación [76-15], las derivadas en (0;0) son f,(0,0)= 0, 
f,(0, 0) = 0, los vectores tangenciales [72-59] a las líneas coor- 
denadas son r¿= 1, r, ==], con normal n=k y derivadas vec- 
toriales segundas Yes = f2K, Er = f,yK, Yyy = fyyk. Entonces los 
coeficientes [76-11] son simplemente 


[76-161] D:, = Los > Di: = Íey , Ds. el Lu 3 


y el paraboloide osculador [76-12] está dado por los términos 
de segunda aproximación del desarrollo de TAYLOR de [76-15], 
es decir, 


[76-17] 22 = Ax? + 2Bxy + Cy? 
si llamamos a las derivadas segundas f.¿,(0, 0)= A, f£.y, (0, 0) = B, 
f,,(0.0)=C (cfr. $ 40-5). 

Las dos generatrices rectilíneas del paraboaloide [76-17] en 
el punto P, vienen dadas por la ecuación ($ 62-4, c) : 


[76-18] Ax? + 2Bxy + Cy? = 0. 


las bisectrices del ángulo de estas generatrices son las di- 
recciones principales del paraboloide, es decir, las secciones del 
plano tangente con los dos planos principales, que también se 
llaman direcciones principales de la superficie ($ 71-6). 

Si Ins ndoptamos como ejes x é y. debe reducirse B a 0, 
para que los valores de y correspondientes a cada valor de x 
sena igonlea y de signo contrario, y la ecuación del parabo- 
luide osculador es; 


176-19] 22 = Ar? + Cy?. 


3. Indicatriz de Dupin. — 4) Ya hemos dicho ($ 76-2, a) 
que estudiar la curvatura de una superficie en un punto O es 
conocer la curvatura de las diversas curvas que pasan por él. 
Veremos que el estudio de esta curvatura se reduce al de las 
secciones normales de la superficie trazadas por O. Para com- 
parar la curvatura de las producidas por el haz de planos nor- 
males en O, ideó DUPIN la gráfica siguiente: 


Der. Dada una superficie cualquiera, si consideramos to- 
dns las secciones normales en un punto O de la misma, es de- 
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cir, las curvas determinadas por los planos que pasan por la 
normal en O, y para cada curva llevamos sobre la tangente, a 
uno y otro lado, un segmento r= += yo igual a la raíz cua- 
drada del radio de curvatura de dicha curva en el punto O, 
tenemos infinitos vectores cuyos extremos forman una curva 
llamada indicatriz de la superficie en el punto O. 

Para esto bastará efectuar la construcción en el parabo- 
loide osculador [76-19] a la superfi- 
cie en O ($$ 40-5 y 55-5). 

Recordemos una sencilla propie- 
dad de la parábola x? = 2pz2. 

Haciendo z = 4 resulta x= Vp, y 
como p=p es el radio de curvatu- 
ra en el vértice ($ 55-5, ejemplo 1), 
tenemos un medio gráfico muy sen- 
cillo (fig. 249) para construir yo. 

0 Xx Si la ecuación es 22= Ax?, el 
Fig. 249 coeficiente A = 1/0 es la curvatura 

en el vértice. 


Primer caso; punto elíptico: H = AC > 0, Entonces tienen 
A y C el mismo signo; el paraboloide es elíptico. Todas las 
secciones normales de la superficie tienen la curvatura en el 
mismo sentido. La ecuación de la indicatriz resulta haciendo 
2=0%4 y es: Ax? + Cy? = 1, siendo A y C las derivadas se- 
gundas de f(x, y). Sus recíprocos son los radios principales 
01=1/A, 02 =1/C. 

Si [76-19] se pone en la forma 





($ 62-3, D): CAS 
la ecuación de la indicatriz (fig. 250) ¡ y 
08: il LD 
[76-21] + - = 1. 
Ya 


Los radios principales son: 
Fig. 250 


V0=P , 0= Q. 

En un punto elíptico todas las secciones normales tienen 
la. cuorvatura dirigida en el mismo sentido; y comprendida en 
tre los valores T,,(0,0) y £,,(0.0) La indicatriz es una elipse. 

En particular, cuando es 01 = 02 todos los radios son igua- 
los; la indicatriz es una circunferencia. El punto se llama um- 
bilico o también cíclico, 

Segindo caso; punto hiperbolico: H = AC <0. Puesto que 
ÁA y (tienen signos opuestos, el paraboloide es hiperbólico; 
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las dos generatrices son simétricas. Para todas las secciones 
trazadas en uno de los ángulos de dichas rectas la curvatura 
está dirigida en un sentido y para el otro ángulo en sentido 
opuesto (fig. 251). 

Puesto que el número yo correspondiente a cada parábola 
no es sino la ordenada de la parábola que dista 4 del origen, 
si cortamos la superficie por el plano horizontal z = 4, éste 
determinará sobre las parábolas dirigidas hacia arriba una hi- 
pérbola; y análogamente el plano 2 =—-4 corta a las parábo- 
las de curvatura negativa según otra hipérbola. 

Trasladando paralelamente hasta el plano zy dichas dos 





Fig. 251 Fig. 262 


secciones tenemos la indicatriz de la superficie (fig. 252). Esta 
indicatriz se compone, pues, de dos hipérbolas que tienen como 
asíntotas las dos generatrices de la superficie y situadas una 
Ps enda uno de los dos ángulos completos que dichas rectas 
ormun, 

Los aomiojes de dichas hipérbolas corresponden a los ra- 
dior de Ina dom mecciones principales de la superficie, Estos 
radlos «e llaman radios principales de curvatura y sus valores 
son: pg Po 4, 8i la ecuación del paraboloide [76-19] to- 
ma la forma ($ 62.3, »): 


a? y? 
76-22 2 =——ht—, 
[ ] 7 24 
Las ecuaciones de estas hipérbolas resultan haciendo 2 = +4 
y z-<-—] en la ecuación del paraboloide, y son: 
o a 2 2 
a: E A 
Pp Y q P 
sus asíntotas son las rectas: 
[76-21] ab Ne. 
E vp 


La indicatriz se compone de dos hipérbolas con las mismas 
asíntotans. 
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Los radios oscilan en los intervalos (01, 00), (02, oo), sien- 
do q: y 0» los recíprocos de las curvaturas principales A y C, 


EJEMPLOS. Sean los paraboloides 
z=4er YY ; 2= u*'— 3y. 
Las indicatrices en el origen se obtienen inmediatamente haciendo 
z=i en la primera ecuación, y resulta la elipse 
8 +4 24=1 , 
o bien = 51 en ala segunda, y resulta el par de hipérbolas conjugadas: 
e*—8Y=1 , By — **=1. 

Recordando que las curvaturas principales son las derivadas segun- 
das, éstas son para el paraboloide elíptico A =8, C= 2; para el hiper- 
bólico, A=2, C= 6. 

Los radios principales son los recíprocos de estos números, 


Tercer caso; punto parabólico: H=AC=0. Entonces de- 
be ser A=0 ó bien C=0. Suponiendo por ejemplo A =0, 
la cuádrica se reduce a 22 = Cy? que representa un cilindro 
parabólico tangente al plano xy a lo largo del eje x ($ 62-5). 

La indicatriz se reduce entonces a dos rectas paralelas si- 
métricas respecto de la generatriz. 

Como el parámetro de la parábola Cy? = 22, sección prin- 
cipal por el plano sy, es 1:C, el radio de curvatura principal 
es e, = 1 C, luego las dos rectas que forman la indicatriz dis- 
tan 11T del eje x. 


b) Para el caso en que la superficie se dé en forma para- 
métrica general [76-1], el paraboloide osculador es el [76-12]. 
Entonces la indicatriz de DUPIN viene dada por el par de curvas 


[76-25] ED,, (o, 94) 1,1, = + 1 resp. — 1. 

Aquí también el signo del hessiano del primer miembro de 
[76-25] repite la anterior clasificación. 

1% H =D,D22 — D;p? > 0. Punto elíptico y la indicatriz 
es una elipse. 

22) H = D:1D22 — Di? < 0. Punto hiperbólico y la indica- 
triz está formada por un par de hipérbolas con las mismas 
asíntotas. 

3%) H =D:1D2. — Dy2? = 0. Punto parabólico y la indica- 
triz está formada por un par de rectas paralelas. 


NoraAs: 1, Si en la ecuación de la superficie 
22 =4A + Cy + De + Exy+... 
hacemos 2 =h, obtenemos como seceión dé la superficie la curva 
2h —= Av + Cf + ... 0 aproximadamente: 2h — Ax? + Cy* 


despreciando los términos siguientes, que son infinitésimos superiores en 
el entorno del origen. Comparada esta curva con la indicatriz 1= Ax + 
| Cy son curvas semejantes; por tanto: 
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Las secciones de la superficie por planos paralelos al tangente en un 
punto son curvas sensiblemente semejantes a la indicatriz en ese punto. 


2. Tensor de curvatura. El conjunto de curvaturas de las secciones 
normales por 0 se sintetiza por el tensor doble simétrico bidimensional 
($ 63-1) que tiene a la indicatriz de DUPIN como línea directriz ($ 63-4). 
Las curvaturas son los valores ($ 63-3) del tensor en cada dirección, 

Las curvaturas principales corresponden a las direcciones principa- 
les. El tensor de curvatura de indicatriz [76-19] por ser bidimensional 
tiene sólo dos invariantes ($ 63-6) que lo determinan : 

[76-26] Jj=2K=A+C,)Ju=H= AC. 

SOPHIE GERMAIN estudió el primero y llamó curvatura media a K, 
semisuma constante ($ 63-6) de las curvaturas de cada par de secciones 
normales perpendiculares entre sí, GAUSS estudió el segundo y llamó 
curvatura total al producto H de las dos curvaturas principales, hessiano 
de la forma [76-25]. 


3. Fórmula de EULER. Sobre la indicatriz 


3 
A 
Qs Qu 
en dirección y es e — Vecosq, y= Ve sen q, de donde 
2 2 
[76-27] Dz cos* y dE sen? p 
0 Q1 Qs 


que da la curvatura de una sección normal en cualquier dirección, cono- 
cidas las principales. 

Es fácil comprobar mediante [76-27] la invariancia 2K de la suma 
do curvaturas correspondientes a dos direcciones y y q + %x perpendi- 
culares entre sí. 


4. Curvatura tota! en un punto de una superficie. El producto de 
las dos curvaturas principales tiene un significado análogo al de la cur- 
vatura plana; en efecto, dada una región a de superficie, entorno de 
un punto P, si por un punto O se trazan rayos paralelos a las normales 
en el contorno de o forman un cono cuya amplitud (medida sobre la 
esfera de radio 1) es una cierta área 7; el límite del cociente 7/0, al 
tender y A cero, es precisamente la curvatura total en el punto P. 

Como se ve, esta amplitud 7 del ángulo cónico de las normales viene 
4 sustituir el ángulo de contingencia 7 de las curvas planas, formado 
por las tangentes o normales en los extremos del mismo. 

Es condición necesaria para que dos superficies sean Aplicables una 
sobre otra sin distensión, que tengan la misma curvatura total en cada 
pimto, 

Si la superficie es desarrollable, es decir, aplicable sobre un plano, 
hu curvatura total es la misma del plano, esto es, nula; resultado que se 
va directamente porque para ellas el área 7 es nula, porque la indicatriz 
a oi total se reduce a una curva, cualquiera que sea la porción 
aleygida o, 


56. Son interesantes las superficies que tienen nula su curvatura me- 
din en cada punto, es decir: q. =—oe»; son las superficies de área mí- 
nimea, esto es, las de menor área que cualquier otra superficie limitada 
por el mismo contorno. Se construyen sumergiendo éste, construído de 
alumbre, en un líquido gelatinoso, que forma una película de área rmí- 
ulbun cn el contorno dado. 

Si se desean obtener superficies de revolución que tengan esta pro- 
plednd, el radio de curvatura de la meridiana en cada punto debe ser 
lgunl y opuesto al otro radio principal que es el segmento de normal 
limitado por el eje; la curva que tiene esta propiedad es la catenaria; 
al girar alrededor de su recta base engendra una superficie de área mí- 
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nima, que es la única de revolución que tiene esta propiedad (cfr. $ 1134, 
ej. 2). 

%. Para investigar cómo aproxima a la superficie dada su parabo- 
loide osculador en el entorno del punto considerado, sólo en el caso elíp- 
tico puede decirse que en [76-11] sea o(o*) tendiente a cero uniforme- 
mente. En los otros casos puede efectuarse una discusión análoga a la 
ronsiderada en Y 70-2. 

Por ejemplo, para la superficie 2 =y* + x*, el paraboloide osculador 
en el origen de coordenadas es z=—y? Sin embargo, no puede decirse 
que en el entorno del origen sea x*=o0(y*), pues el cociente x*/y* vale 
siempre uno sobre la curva x*= y”, 


4. Teorema de Meusnier. — Dada la superficie S mediante 
la expresión paramétrica vectorial [76-1], de la que supone- 
mos existe continua la derivada vectorial segunda, tracemos 
por el punto P,(p, vo) una curva sobre la superficie, también 
con derivada vectorial segunda continua, con el vector tangen- 
te dr, ds. Según la primera fórmula de FRENET [73-35] es 

e d?r 1 1 
[76-28] dez = e , o > 0 , 
con m normal principal a esa curva, de donde multiplicando 
escalarmente ambos miembros por la normal n a la superficie 
y teniendo en cuenta [76-13] será: 


ds? 
Respecto de otro parámetro t cualquiera, en lugar del in- 
trinseco s de la curva considerada es 
dir _ dr ES dE dr de 
dsi — dt? *' a] de ds2 ” 
y teniendo en cuenta que (dr/dt).n=0 y [76-3], de [76-29] 
resulta 


2 
[76-29] E m.n ds? = +. ds? = D¡,¡du? + 2D. .dudv + Do.dov». 


[78 30] 1 E D,,du? LL 2D, dudo + Da2du? 
sio e Se Al Yudu? + 29:dudv + YQuodv* ] 


Así pues, todas las curvas de la superficie que pasen por el 
punto P, y tengan derivada vectorial segunda continua, si tie- 
nen la misma tangente y la misma normal principal en Po y 
por tanto el mismo plano osculador, tienen en Po la misma 
curvatura 1/0, siempre que sea m.n +0, es decir, siempre que 
la normal principal a la curva no esté en el plano tangente a 
la superficie. Sobre dichas curvas nada dice [76-30]; estas cur- 
vus para las que el plano osculador coincide con el plano tan- 
gente a la superficie en Po se llamarán líneas asintóticas 
(3 76-5). 

Si la ecuación vectorial [76-1] de la superficie tiene deri- 
vadusx vectoriales segundas continuas en Po, es muy fácil pro- 
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bar (hágase como ejercicio, cfr. $ 68) que sus secciones planas 
tienen la misma propiedad y basta estudiar la curvatura de 
flexión de estas secciones planas para conocer la de otra curva 
cualquiera de la superficie que tenga curvatura y el plano de 
sección por osculador. 

Si ahora consideramos todas las secciones planas de la su- 
perficie por Po que tengan la misma tangente, el segundo miem- 
bro de [76-30] será constante para ellas, de donde si los ver- 
sores m y n forman el ángulo 0, de (1/0)m.n = (1/0,)n.n 
se obtiene la fórmula de MEUSNIER 


[76-81] o =.encosó , 


donde q, es el radio de curvatura de la sección normal que 
tiene la misma tangente de la 
sección plana cuyo radio de 


n 
curvatura era q, siendo 9 el án- 
gulo formado por ambas sec- 
ciones, 

Así como en cada punto de 
una superficie hay un parabo- y 
loide osculador que tiene la mis- NS 
ma curvatura que la superficie 8 

t 


en cada sección normal, así hay 

para cada recta tangente a la 

superficie una esfera osculatriz 

tal que las secciones producidas 

en ella por los planos que pasan 

por dicha tangente son los círcu- “X 

los osculadores de las secciones Fig. 258 
producidas en la superficie. 

Para estudiar la curvatura de las secciones trazadas por 
una tangente, se puede sustituir la superficie por su esfera 
osculatriz (fig. 258). En ésta se verifica que el centro de cual- 
quier sección oblicua es la proyección sobre su plano del centro 
de la sección normal; aplicado esto a la superficie dada, resul- 
ta de [76-31] el importante teorema de MEUSNIER: 


El centro de curvatura en el punto Py de una sección obli- 
cua es la proyección sobre su plano, del centro de curvatura 
de la sección normal que tiene la misma tangente. 

Así, por ejemplo, en una superficie de revolución, como el 
centro de curvatura de cada paralelo es la intersección de su 
plano con el eje, en este eje está el centro de curvatura de la 
Ac normal trazada por una tangente cualquiera de dicho 
paralelo. 


Las figuras 254 indican el doble uso del teorema. En la 1%, que tiene 
secciones normales circulares, se ha determinado el centro C' de una sec- 
ción oblicua perpendicular al plano de simetría; en la 2%, que es un cono 
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oblicuo, de base circular, se ha determinado el centro C de aquella sec- 
ción normal en el punto A, que además es perpendicular al plano de 
simetría; en la 3%, que es una superficie de revolución, se ha determi- 





Fig, 254 


nado el centro C' de una sección oblicua cualquiera en el punto A de 
intersección con el meridiano cuyo plano es perpendicular a ella. 


5. Líneas notables de una superficie. — a) Para el estudio 
de las curvas de la superficie, en particular de sus secciones 
planas, es cómodo referirlas en el entorno de un punto Po al 
llamado triedro de DARBOUX - RIBAUCOUR, donde se toma como 
eje x la tangente t a la 
curva, como eje y la 
normal geodésica g 
intersección del plano 
normal a la curva con 
el plano tangente a la 
superficie, y como eje 
z la normal n a la su- 
perficie (fig. 255). 

Si proyectamos la 
sección oblicua conside- 
rada sobre el plano tan- 
gente a la superficie, 
sea C, el centro de cur- 
vatura de dicha curva 
proyección, llamada 
centro de curvatura 
geodésica. Si u(x) es la 
ordenada de la sección oblicua referida a los ejes t y m (nor- 
mal principal) y es y(x) la ordenada de la curva de proyec- 
ción referida a los ejes t y g, Será 
u(x) = y(x)/sen9, u”“(x) =y”(x)/send, con uy = y =0. 

Por tanto, sobre el eje de curvatura e ($ 73-10) de la sección 
oblicua, perpendicular a su plano por su centro de curvatura 
C*, se encuentran el centro de curvatura C de la sección nor- 
mal que tiene la misma tangente t (teorema de MEUSNIER) y 





Fig. 265 


$765 FORMAS FUNDAM, DE LAS SUP.: LÍNEAS NOTABLES 317 


el centro de curvatura geodésica C,. A ellos corresponden la 
eurvatura normal 





[76-32] = ER 0080 

y la curvatura geodésica 

[76-33] — 5 + sen 6 
y 


siendo 6 el ángulo que forman la normal n a la superficie y la 
normal principal m a la sección oblicua considerada. 

Si P, es un punto de la curva de la superficie que tiende 
al Po, los planos tangentes a la superficie en Po y P,, se cortan 
según una recta que cuando P, tiende a P, toma una posición 
límite t. llamada tangente conjugada a la 1, obteniéndose así 
en el plano tangente a la superficie por Po, una involución de 
tangentes eonjugadas, que es la misma que corresponde a su 
paraboloide osculador, como es sabido por la geometría proyec- 
tiva de las cuádricas. En particular, los rayos dobles de esta 
involución se llaman tangentes asintóticas por ser las asínto- 
tas de la indicatriz de DuPIN ($ 76-3). El par rectangular es 
el de tangentes principales; si existe más de un par de tan- 
gentes conjugadas rectangulares todos lo son y el punto P, es 
umbilico o cíclico (3 76-83, a). 


b) Lineas asintóticas. Son curvas de la superficie cuyas 
tangentes son asintóticas (conjugadas de sí mismas) y son las 
generatrices del paraboloide osculador. Toda recta de una su- 
perficie es, pues, línea asintótica. Como el plano tangente en 
P, puede encontrarse por la posición límite del plano determi- 
nado por la tangente conjugada t. a 1 y la paralela t, a la 
tangente a la curva en P,, resulta que al coincidir en las lí- 
neas asintóticas t. con t, el plano tangente en Po a la super- 
ficie coincidirá con el plano osculador a la eurva asintótica 
($ 73-2, 38% def.) y recíprocamente si ambos planos coinciden, 
habrán de coincidir t y to. 

a curvatura normal [76-32] de las líneas asintóticas es 
nula. 

Las líneas asintóticas tienen por tangentes las asíntotas de 
la indicatriz [76-25] y por tanto pueden encontrarse analíti- 
camente resolviendo la ecuación diferencial que resulta de anu- 
lar la segunda forma diferencial [76-14], es decir, haciendo 


[76-34] Di: (Uo, Vo) du? + 2D 12 (Un, Vo) dudo + 
+ Do»z (o, Vo) dv? = 0. 
c) Líneas de curvatura. Son aquellas cuyas ltangentes son 


todas ellas principales. Se llama normalía a la superficie re- 
glada engendrada por las normales n a la superficie a lo largo 
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de una de sus curvas. Para que esta curva sea una línea de 
curvatura, es necesario y Suficiente que la normalía correspon- 
diente sea una reglada desarrollable ($ 75-2). Pues si P, => Po, 
resulta t. perpendicular al plano determinado tanto por n y 
P,P,, como por n, y PoP,, es decir, n y m, aplicados a Po y 
a P, resultan coplanares ($ 75-5, b). Recíprocamente, si n y n; 
son en ese sentido coplanares, entonces la tangente conjugada 
to En perpendicular a P¿P, y corresponde a una dirección prin- 
cipal. 


EJEMPLOS. Todas las líneas trazadas en un plano son de curvatura, 
puesto que las normales forman un cilindro. También son de curvatura 
todas las líneas trazadas sobre una esfera, puesto que las normales for- 
man un cono. En las superficies de revolución son líneas de curvatura 
los meridianos, pues las normales forman un plano; y también los pa- 
ralelos, puesto que las normales forman un cono. 

La superficie esférica es la única superficie no plana donde toda 
línea es de curvatura, 


d) Líneas geodésicas. Son aquellas cuya normal principal 
m coincide con la normal n a la superficie y quedan caracteri- 
zadas por tener nula su curvatura geodésica [76-33]. 

Estas curvas son las de longitud mínima entre todas las 
que se pueden trazar sobre la superficie y se llaman geodési- 
cas; su determinación es objeto del Cálculo de variaciones 
($ 1135, a). 

En la superficie esférica las líneas geodésicas son los arcos 
de circunferencia máxima; en los cilindros y en general en las 
superficies desarrollables, son las que tienen como transforma- 
das líneas rectas, 


EJERCICIOS 


1. Hallar en el hiperboloide alabeado r = 2 cos 4 ch vi + 3 sen u ch vj + 
+shvk, (—a<us<x; —0<vu<¿+0), las líneas u=cte, y v=cCte,, 
determinando si ambas familias son ortogonales. Hallar el elemento de 
arco y los coeficientes de GAuss, Ecuaciones paramétricas análogas del 
hiperboloide de dos hojas. 


2. Dada la familia de cuádricas confocales (cfr. $ 62, ejercicio 28) 


q? gy y _ 

A AS (a>b>c) 
probar que las tres cuádricas que pasan por cada punto (x%,y,z) son 
artogonales dos a dos, expresar x=, y, z en función de las coordenadas 
elípticas Ki, ka ks y hallar el elemento de arco sobre la cuádrica k= ka 
tomando en ella como coordenadas curvilíneas k, y ke. : 

3. Dada la superficie esférica r=0cospcoski+ a coz y sen Aj + 
+ asenqk (latitud —¿ix< y < in, longitud —2<1< 7), hallar: 19) El 
ángulo que forma la curva p=iA con el ecuador p=0; 2%) El ángulo 
que forman cada dos curvas de los sistemas p—A=a0, y +1=f que 
pasen por un punto (p,A) de la superficie; 3%) El radio de curvatura 
de flexión de cada una de las curvas anteriores. 
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4. Si se introduce un nuevo sistema de coordenadas curvilíneas p, v 
en una superficle de coordenadas u, v, mediante las ecuaciones u= 
=u(p, v), Y=VÍ(M, y), demostrar que 


0 1 
Yala — Ya = (guga — Yui) y) , 


donde Yu, Y, Y son los coeficientes de GAUSS tomados respecto de hn, y, 
Y Ju, Ya ga los tomados respecto de u y v. 


5. En el origen de coordenadas hallar la indicatriz de DUPIN, las 
curvaturas media K y total H, el radio de curvatura de flexión q, de la 
sección con el plano x=y y el o de la sección con el x—y +2=0 de 
las siguientes superficies: 1%) Paraboloide elíptico 2 =(x%*/32) + (y*/8); 
2%) Paraboloide hiperbólico 2=(x*/18)—(y*/8); 3%) Elipsoide a? + 4y* + 
+9(2 + 1)? 9; 4%) Cilindro elíptico (2*/16) + (2*/9) —(22/3) = 0, 

6. Para el paraboloide de revolución r =>" cos Ai + rsen1j +(1 — r%k 
y en el punto r=1, 1¿—x/4, hallar el valor de W en [72-57], las dos 
fórmulas fundamentales [76-3] y [76-14], el radio de curvatura normal 
o Pet pr [76-30], los principales q. y QQ, la curvatura media K y 
a total H. 


7. Si la superficie viene dada en forma explícita 2—Z(x,y), sean 
ti, tz, ta los cosenos directores de la tangente a una curva de la superficie 
y Q el ángulo que el plano osculador de dicha curva forma con la nor- 
mal n a la superficie en uno de sus puntos. Demostrar que la curvatura 
de flexión de la curva viene dada por 


1 a Zasty + 2Zaytito + Zyyl 
0 V1+2z%*+2%/70c008 Q j 
Hallar las dos formas fundamentales. 


8. Calcular mediante los radios de curvatura principales como ex- 
tremos de [76-30], la curvatura media K y la curvatura total H en 
función de los coeficientes de las dos formas fundamentales para el 
caso general [76-1]. Caso particular de que la superficie se da en forma 
explícita 2 =Z(x,y), utilizando las derivadas de z. 


9. Derivando [72-45] demostrar que 


du 1 Ig . _ dis 1 dgu 
e SR e TUE 
1 go 1 ga 


s E IA HA RÑ— — _—_—— 
Luo — Yuu yy — 2 du? 2 dy” dudy 

y aplicarlo a expresar D.D=— D.* mediante los coeficientes de GAUSS 
9: y sus derivadas parciales primeras y segundas respecto de u y de v. 
Expresar en esta forma la curvatura total H (“Teorema egregio” de 
GAUSS). 

10. Construir la indicatriz de DUPIN en un punto cualquiera del 
toro. 

11. Determinar los puntos cíclicos (o umbilicos): 1%) Del elipsoide 
+24 +(2/4)—1; 2%) Del hiperboloide (x*/25) + (y/9)— (2*/144) = 
=-— 1; 3%) Del paraboloide z=(x*/25)+ (y*/16). (Cfr. $ 62, ejercicios 
19, 20 y 22). 

12. Demostrar que en el punto que se considere, la suma de los ra- 
dios de curvatura de flexión según dos direcciones conjugadas es cons- 
tante e igual a la suma de los radios principales. Interpretación cuadréá- 
tica y tensorial. 

13. Aplicar los ejercicios 7 y 8 al elipsoide (2*/a?) + (49/05) + 
4-(22/01)= 1 para demostrar que: 1%) Dada en uno de sus puntos P, una 
sección normal, su radio de curvatura de flexión es qn =7*/d, donde r es 


320 XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES $ 76 -Ej. 


el radio vector del elipsoide paralelo a la tangente a la curva sección 
en Po y d es la distancia del centro al plano tangente en Po; 2?) La 
curvatura total en Po es H — d'/(0*b**); 3%) El área de la elipse sec- 
ción diametral paralela al plano tangente en Po es A =xabc/d, 

14, Los centros de curvatura de las secciones planas de una super- 
ficio que pasar por la misma tangente en Po están sobre una circunfe- 
rencia. 

15. Demostrar que el helicoide recto r=ucosvi-+ usen vj + kvk 
(8 75, ejercicio 1) es una superficie de área mínima cuya curvatura 
total negativa es constante a lo largo de cada hélice u=—cte. Líneas 
asintóticas de la superficie. 

16. Supuesto que el punto P, recorre con velocidad lineal unidad 
una curva de una superficie, demostrar con las notaciones del $ 76-5 que 
la velocidad angular «w de rotación instantánea del triedro de DARBOUX- 
RIBAUCOUR (orientado dextrógiro tng) es w=(1/7,)t +(1/0/)n + (1/0) 8, 
donde 1/7T,=(1/7)+(d9/ds) es la llamada torsión geodésica, si se toma 
el signo de la torsión con la convención [73-32] (7 > 0 para curva dex- 
trógira, tal la hélice normal) y se cuenta el ángulo Q desde m hasta n, 
dextrógiramente positivo visto desde t, Demostrar que en un punto dado 
la torsión geodésica y la curvatura normal son las mismas para todas 
las curvas de la superficie que tienen la misma tangente t. 

17. Demostrar que dos direcciones conjugadas (du, dv) y (6u, 6v) 
cumplen la condición D,dudu + Di(dudv + dvdu) + Dadváv — 0, 

18. Siguiendo el método del ejercicio 8 demostrar que la ecuación 
diferencial de las líneas de curvatura es (gudu + gudv) (Didu + Desdv) — 
—(Dudu -+ Dudv) (gudu + gadv)= 0. 

19. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que las 
líneas coordenadas sean de curvatura es que se cumpla 9:2=0, Di=0. 

20. Demostrar que si 4—u(t), v=v(t) determinan una línea de 
curvatura de la superficie r(u,v), la fórmula de OLINDE RODRÍGUES 
dr + odn =0 expresa que la normalía r+- in a lo largo de la línea de 
curvatura es desarrollable y tiene en i1=0Q (radio de curvatura prin- 
cipal) la arista de retroceso, 

21. Desarrollando la fórmula de OLINDE RODRÍGUES (ejercicio 20), 
obtener por eliminación la ecuación diferencial de las líneas de curvatura 
(ejercicio 18) w la ecuación que da los radios de curvatura principales 
(ejercicio 8), 
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1. Concepto geométrico de una representación analítica car- 
tográfica. — Las representaciones planas de la superficie te- 
rrestre se clasifican en topográficas, geográficas y geodésicas. 
El criterio de clasificación preferible para distinguirlas con 
precisión se refiere a la figura de la Tierra adoptada en la re- 
presentación. Plano topográfico es aquel para cuyo trazado no 
se ha tenido en cuenta la esfericidad de la Tierra, siendo nece- 
sario entonces qué el trozo de superficie terrestre representado 
sea suficientemente pequeño (máxima extensión menor que 19). 
Una carta de parte o de la totalidad de la superficie terrestre 
es geográfica o geodésica según que en su trazado se considere 
que nuestro globo es respectivamente una esfera o un elipsoide 
de revolución achatado en los polos. 
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Si se considera dividida la superficie terrestre por la red 
geográfica de sus meridianos y paralelos, el trazado de la carta 
consistirá en obtener la imagen plana de esa red, pues bastará 
referir a ella los detalles particulares del terreno, 

Por no ser desarrollables ($ 74-5), ni la esfera, ni el elip- 
soide de revolución, las figuras de la carta serán siempre imá- 
genes deformadas de las correspondientes figuras del terreno. 
Sin embargo, existen representaciones llamadas conformes o 
isogonales ($ 41-1) que conservan los ángulos y en las que por 
lo tanto una figura infinitamente pequeña y su representación 
son semejantes. Existen también representaciones llamadas 
equivalentes o autálicas que conservan las áreas, no siendo po- 
sible la construcción de una carta que sea a la vez conforme y 
equivalente ($ 77-3). Más aún, si se considera al azar una pro- 
yección cualquiera o correspondencia analítica entre la super- 
ficie y su plano, sucederá generalmente que se alterarán los 
ángulos que forman entre sí cada par de direcciones y sus co- 
rrespondientes imágenes, así como las áreas correspondientes 
no conservarán una razón constante, dichas representaciones se 
llaman afilácticas, las que cumpliendo condiciones especiales se 
utilizan también. y 

La correspondencia entre los puntos de la superficie y de 
su representación cartográfica se expresa con precisión en for- 
ma analítica, pero para tener una visión sintética e intuitiva 
de dicha correspondencia se procura definirla mediante opera- 
ciones geométricas sencillas o por modificaciones de éstas, fá- 
ciles de comprender. La operación geométrica más sencilla es 
la de proyección: si ésta se hace directamente sobre un plano 
tangente a la superficie terrestre, la proyección se llama azi- 
mutal; si se utiliza como intermediaria la superficie auxiliar 
desarrollable que indica su nombre, la proyección se llama có: 
nica o cilíndrica, 

Proyecciones cilíndricas modificadas importantes son la de 
MERCATOR y la de LAMBERT, referidas a un cilindro circuns- 
crito a la Tierra, supuesta esférica; la primera a lo largo del 
ecuador, la segunda a lo largo del meridiano tomado como prin- 
cipal. La representación de LAMBERT es caso límite, por anu- 
lación de la excentricidad del elipsoide terrestre, de la repre- 
sentación geodésica de GAUSS-KRUGER, adoptada en la Argen- 
tina para los trabajos geodésicos fundamentales. 


2. Coordenadas geográficas en la esfera: superficies de re- 
volución. — a) Una superficie S, referida a un sistema rettan- 
gular de coordenadas x, y, z, dada en forma paramétrica 
[771] x=x(uv) , y=y(4v) , 2=Z(uv) , 


mediante las funciones de los segundos miembros supuestas de- 
finidas con derivadas parciales continuas en un recinto 2 del 
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plano paramétrico (u,v), tiene plano tangente en todo punto 
donde no sean simultáneamente nulos los jacobianos 
(ay) 9(y, 2) o(z, x) 
1 ió AN y Era] EEC Y (VET E 
Entonces la correspondencia [77-1] entre S y £ es biuní- 
voca si se verifica esta condición para todo punto (u, v) de £. 
A toda curva TI del recinto £2, dada por las funciones con 
derivadas continuas no simultáneamente nulas 
[77-3] u=u(t) , vo=v(t) , 
corresponderá en la superficie S una curva C, dada por las 
funciones compuestas 
[77.4] x= x[lu(t), v(0] , y = ylu(t), ví] , 
2 =z[u(t), v(t)]. 


En particular, a las dos familias de paralelas a log ejes 
coordenados del plano paramétrico 


[77-2] 


[77-51 v= yy eonst, , 4 = uy const. 
corresponden las dos familias de curvas principales 
SE x= x(4,%) , y = y(uv) , z = z(u vo) 
11-6] 
x= X(490) , Y =y(Uov) , 2 = Z(Uo, Y) 


formando una red de coordenadas curvilíneas sobre la super- 
ficie S (fig. 256). 





Fig. 258 


El elemento de areo ds de la curva C de la superficie viene 
dado por la primera fórmula cuadrática fundamental 


[76-3] ds? = y, du? + 2g,2dudv + god? 
ende, de con coeficientes de GAUSS dados (3 72-7) por: 
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91 = E = 2,2 + Y? + Zu? 


1 


aa-711 Y =YF =2,%, + Yu Yo + Zuto 


l Y =G=1w? +y4% + 22? 
Dichos coeficientes de GAUSS en cada punto P de la super- 


ficie sólo dependen de dicho punto y no de la curva C que pa- 
sando por él se considere, curva de coeficientes directores 


de = 2,du + x,dv 
[77-8] dy = y, du + y.dv 


udz = 2. du + z,ydv 


correspondientes a los du, de de la curva T [77.3]. 


La condición necesaria y suficiente para que la red de coor- 
denadas curvilíneas sobre $S sea ortogonal es que sea idéntica- 
mente en 2: 


[77-9] g2=0 , 


por representar respectivamente (Lu, Yu, 2u) y (Lo Yo, 20) los 
coeficientes directores de las curvas principales [77-6]. 


b) Dados los puntos de la esfera terrestre de radio a 
(fig. 257) mediante su latitud q contada entre —x/2 y n/2 





Fig. 261 Fig. 268 


(—1/2< p < 1/2) y su longitud 4 tal que —a<¿i< ua (fig. 
258), las ecuaciones [77-1] serán aquí 


z a. cos p eos 4 
[77-10] y = acos psend 
2 a sen p 


1l 


1 
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con coeficientes de GAUSS (4u= y, V=41) dados según [77-7] 
por 


[77-11] In=0% , G=0 , Ye = a? cos? y. 
La red de coordenadas curvilíneas [77-6] está formada por 
los meridianos y paralelos y es ortogonal. 


La esfera de radio a = 6 370 km tiene sensiblemente la mis- 
ma superficie que la Tierra y a ella se suele referir el trazado 
de las cartas geográficas. 


.__€) Si se considera la Tierra como un elipsoide de revolución de me- 
ridianos elípticos, con semiejes u y b: 








[77-12] a = 6378388 m + 18 m (Radio ecuatorial) 

Ñ b = 6356 912 m (Semieje de rotación) 
se tendrán excentricidades e. y e” dadas por 

e—b . ar—b 
es = == 000673 ; e*= == 0,006 768 170 ; 
3 

E E e 
[77-13] ==. 
con: 


[77-14] Recíproca del achatamiento: 





y = 2970 +06. 
A este elipsoide de HAYFORD * se suele referir el trazado de las car- 
tas geodésicaz, 

La altura del polo sobre el horizonte 
(siendo éste el plano normal a la vertical 
del lugar) da la latitud q, y respecto de un 
punto P de la superficie, designemos por 
M el radio de curvatura del meridiano, por 
r el radio del paralelo y por N el radio de 
curvatura de la sección normal al elipsoide 
que contiene la tangente al paralelo; según 
el teorema de MEUSNIER ($ 76-4) aplicado 
a las superficies de revolución, la longitud 

Fig. 259 de N es la del trozo de normal comprendi- 
É da entre P y su intersección con el eje de 
rotación (fig. 259). 

De la ecuación de la elipse, del valor de su pendiente —cotop y 

da la fórmula de curvatura se deduce fácilmente 





a(1— es) 
M= —————_— == ¡; r= Ncoqu ; 
f (1—efseniqgyr " ; 
[77-15] ( uds pi 
T “(1—ersenpyr * 


Para € =0 se convierte N=M=a, 
Para el elipsoide de revolución, tomando como parámetros la latitud 


p(—1/2< p € x/2) y la longitud 1(—x<ic< a), las ecuaciones [77-1] 
so convierten en: 


* 3, FP. HAYFORD. — “Supplementary Investigation in 1909 of the Figure of the 
VFarth and Inmostasy” (1010). 
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| v = rcosdA = acosopcos A/A 
[77-16] ? y = rsená = acos psend/A 
2 = b(1—Y/0y'? —= a(1— ex) sen P/A 
siendo: 
[77-17] A = (1—efsen py, 


Para las coordenadas curvilíneas también ortogonales, u=«, v=A, 
los coeficientes de GAUSs están dados, según [77-7], por 


[77-18] gu = “(1—e)/A , gu =0 , gua = cost p/a? , 
pues es 


ep = —a(l—e')senpeosd/A , mx = —acos q send/A 
[77-19 Yp = — a(1—ef)sengsenMa? , yy = acosqg cosA/A 
Zp = a(1—ef)cos pla? , ZA =0, 


con A dado por [77-17]. 


Para e,=0, las [77-16] y [77-18] se convierten respectivamente en 
las [77-10] y [77-11]. 

d) Una superficie de revolución cualquiera cuyo eje de rotación se 
tome como eje 2 y tenga por línea meridiana z=f(r), podrá referirse 
al radio r de los paralelos que es la abscisa variable de la meridiana 
(MErSEr,) y al ángulo de giro ¿(—1<1£x), dando para las ecua- 
ciones [77-1] Mas 


[77-20] x=rcsk , y =rsenk , 2=1(r) 
con coeficientes de GAUSS (para u=>", v=4) dados según [77-7] por 
[77-21] Yu =" , fe=U , Ye = 1 + 1£ (1 , 


con coordenadas Curvilíneas también ortogonales. 


3. Representaciones conformes planas de una superficie. — 
Dada la superficie terrestre, bien por [77-10], bien por [77-16], 
las representaciones cartográficas se obtendrán analíticamente 
mediante las ecuaciones 


[77-22] =b(pA) , Y =f:(p,1) 


que hacen as a cada punto P de la superficie terres- 
tre dado por los parámetros (q,2), un punto imagen P* de la 
carta de coordenadas supuestas rectangulares (X, Y). Las fun- 
ciones [77-22] definen la clase de representación que se con- 
sidere, sus propiedades generales y las características esencia- 
les que permiten confeccionar la carta, 

El mismo plano paramétrico X =u, Y =% a que están re- 
feridas las ecuaciones [77-1] constituye un ejemplo inmediato 
de representación plana de la superficie [77-1]. Sin embargo, 
es importante el estudio de la representación general 


[77-23] X =X(uv) , Y = Y(u,v) 


para que podamos hacerla cumplir determinadas condiciones. 
Entre éstas supondremos siempre que las funciones [77-23], 
y también en particular las [77-22], tienen derivadas parciales 
continuas con jacobiano 0(X, Y)/2(u, v) distinto de cero en 
todo punto de la representación. 
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Al elemento de arco ds [76-3] de la curva C de la superfi- 
cie, le corresponderá en la carta un elemento de arco ds' de la 
curva imagen C” dado mediante 


[77-24] ds? = dX? 4 dY? =(X,du+X,dv)? + (Y, du+4 Y dv)? = 
= Yi" du? + 29,2 dudv + ga do?, 
La razón m definida por 
[77-25] ds” =mds , 


cociente límite ds'/ds para dt > 0 sobre [77-3], se llama dilata- 
ción lineal correspondiente a la dirección (du, dv) que parte del 
punto P(u, v) considerado. 

La representación plana de la superficie S se llama confor- 
me si la dilatación lineal m sólo depende de las coordenadas 
(u, v) del punto P, pero fijado éste, es la misma para todas 
las direcciones (du, dv) que pasen por él. Entonces los arcos 
infinitesimales correspondientes a partir de P y P” son propor- 
cionales, cumpliéndose idénticamente en du, dv la 
[77-26] dX? + dY? = m*(g, du? + 29,.dudv + gosdv?) , 
con m función solamente de u y ?. 

Por el teorema de identidad de polinomios enteros (en du, 
dr), es condición necesaria y suficiente para que ello ocurra 
que sean proporcionales los coeficientes de GAUsSs de las for- 
mas cuadráticas [76-83] y [77-24] en cada punto P, aun cuan- 
do la razón m2 de proporcionalidad (dilatación areolar) varíe 
con P. Es decir, ha de ser: 


2 2 
177-277 ne YE AA YY PAY 


en cada punto (u, v). 

Si dos curvas C, Cy, que pasan por P correspondientes a las 
direcciones (du, dv), (du, dv) forman ángulo w dado por 
[77-28] da dxdx + dudy + dedz Ea 

ds. 88, 
gududu + 919 (dudo + dvdu) + goodudo 


V 7 11 dur + + 2g912dudu + gaado? Y giidu* 4- 29 198u0v + gan 


es necesario y suficiente que se cumpla [77-27] para que las 
curvas imágenes C”, C”, formen en la carta el mismo ángulo w, 
pues sólo entonces este ángulo tendrá un coseno, que al estar 
expresado por un cociente análogo al [77-28] con coeficientes 
4,” de la forma [77-24], tomará sus mismos valores para cua- 
losquiera du, du, du, dv. 

Geométricamente se comprende que al cumplirse [77-26], 
un triángulo infinitesimal de la superficie en P tiene por ho- 
mólogo en P” un triángulo de lados que tienden a ser propor- 
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cionales a los de la superficie, por lo que los ángulos homólogos 
tienden a ser iguales, es decir, el ángulo de las tangentes de 
dos curvas cualesquiera trazadas sobre la superficie será igual 
al de las curvas homólogas. De aquí se deduce que toda repre- 
sentación conforme es isogonal y recíprocamente. 


Hallar todas las representaciones conformes [77-237, equi- 
vale a resolver el sistema [77-27] de ecuaciones diferenciales 
en derivadas parciales con X, Y como funciones incógnitas, 
para m función indeterminada de yu y v. Este problema admi- 
te una infinidad de soluciones, todas las cuales pueden dedu- 
cirse de una de ellas mediante transformaciones conformes de 
un plano sobre un plano, problema íntimamente ligado a la 
teoría de funciones analíticas de variable compleja. 


Dos superficies se llaman aplicables (o isométricas) si se 
puede establecer entre sus puntos una correspondencia biuní- 
voca que conserve las longitudes, es decir que haga 


[77-29] ds =ds , 


para todo par de curvas homólogas que pasen respectivamente 
por cualquier par de puntos correspondientes. 

Una superficie será aplicable en el plano, si en [77-26] es 
m constante, independiente de 4 y de v, pues por un cambio 
adecuado de escala en el trazado de la carta ello equivale a su- 
poner m = 1, Se comprende que en general será imposible ha- 
llar dos funciones [77-23] que cumplan las tres ecuaciones 
[77-27] para m= 1, si la superficie [77-1] no cumple condi- 
ciones especiales, Una sencilla demostración de O. BONNET 
prueba (véase Nota) que la condición necesaria para que la 
superficie [77-1] sea aplicable en el plano paramétrico (tal 
puede tomarse el X, Y) es que la superficie sea la envolvente 
de un haz de planos tangentes dependientes de un solo paré- 
metro, condición característica de las superficies desarrollables. 
Recíprocamente se prueba también que toda superficie tangen- 
cial a una curva, es decir toda superficie envolvente de un 
haz de planos tangentes dependientes de un solo parámetro, es 
aplicable sobre el plano. Esto no puede ocurrir nunca, ni para 
la esfera [77-10], ni para el elipsoide [77-16], y por tanto las 
cartas [77-22] que conserven los ángulos, no podrán conservar 
una razón constante para las áreas. 


NoTA, La demostración del teorema según el cual una superficie es 
aplicable sobre el plano cuando y sólo cuando es la superficie tangencial 
a una curva, presupone que las funciones [77-1] poseen derivadas parcia- 
les segundas continuas; sin este requisito el teorema es falso, pues H. LeE- 
BESGUB ha dado ejemplos de superficies no regladas aplicables sobre el 
plano (tal un pañuelo arrugado). 

La demostración citada consiste en lo siguiente: Para el plano para- 
métrico los numeradores de [77-27] se reducen a 1, 0, 1 y por tanto, se- 


328 XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES 877 3 


gún [77-7], se obtendrán todas las superficies aplicables sobre el plano 
integrando el sistema de ecuaciones en derivadas parciales. 


e + Yyi+ 20 = 3 , LyLo + UY + Zo = 0 
a + y tz = 1. 
Derivando parcialmente respecto de « y de v queda 


Í tutw + YuYos E ZuZas 
Lolua E YoYus LE 2iZuo 
l Lules E Yue + ZuZuo 
Lolas Y Yuso E Zin 
Luo E YuYoo $ ZaZo» 
l Los E Yo Yer — Zu Zoo 
Éstas nos dicen que las ternas 
Luo ») Yuu y Zuu 5 Vuo ) Yuo y Zu 3 Woo y uv, Zov 
son proporcionales ($ 15-6, c) a los jacobianos 
dy, 2)/0u,v) , 0lz,x2)/0(u,v) , d(r,y)/d(u,v) , 


los que no son idénticamente nulos, si la superficie [77-1] no se reduce 
a una curva ($ 68-38). Se tienen, pues, las relaciones 


Luul Luo = Yus/ Yuo = Zu! Zuo , 


mostrando que el jacobiano de cada dos de las tres derivadas %,, Yu %u) 
es idénticamente nulo, por tanto, Yw Yw %s son funciones de una misma 
variable + ($ 68-83). Del mismo modo resulta que to, Yo, Zo son funcio- 
nes de una misma variable ft. Ambas variables t, t' se reducen a una 
sola, por verificarse idénticamente %,%o + YuYo +22 += 0. Por tanto, los 
parámetros directores del plano tangente genérico de la superficie de- 
ET un solo parámetro, y por tanto la superficie es desarrollable 

74-5). 

Recíprocamente, sea una superficie desarrollable 
[75-20] r = p(8) + up (e) 
referida a su arista de retroceso I' de ecuación vectorial r—=p(8). Así 
se han expresado las coordenadas de un punto cualquiera M de la super- 
ficie desarrollable en función de dos parámetros u y 8. 

La expresión de la diferencial de arco do de una curva trazada so- 
bre la superficie, será en virtud de las fórmulas de FRENET ($ 73-5) : 

do? = (du + de)? + ulds'/y? , 
donde r, es el radio de curvatura de flexión de la arista de retroceso T, 
sin que intervenga la torsión de ésta, 

La curvatura de flexión c,= 1/1, es una función determinada f,(s) 
del arco s y la relación 1/1, =1f.(8s) es también la ecuación intrínseca 
(8 73-9) de una curva plana que se puede construir, Si P” es el punto 
en esta curva plana correspondiente al punto P de T' determinados por el 
mismo valor de s, los radios de curvatura correspondiente serán los mis- 
mos. Si llevamos sobre la tangente en P' a la curva plana una longitud 
u = P'"M' =PM, se determina en el plano de esta curva un punto M' co- 
rrespondiente al punto M de la superficie desarrollable, Ésta es isomé- 
trica, pues las diferenciales do de los arcos de dos curvas correspondien- 
tes definidas ambas por la misma ecuación 4=—q(s) tendrán la misma 
expresión para las dos curvas, 

La demostración anterior falla para el cono y el cilindro ($ 75-83), 
poa el teorema subsiste en ambos casos como -es fácil comprobar directa- 
mente, 

lil.teorema anterior es también consecuencia inmediata de ur célebre 
y fundamental teorema de GAUSS según el cual la curvatura total es la 
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misma en los puntos correspondientes de dos superficies aplicables, lo que 
se prueba ($ 76, ejercicio 9) viendo que la curvatura total ($ 76-83, nota 2) 
depende sólo de los coeficientes g.. y de sus derivadas parciales primeras 
y segundas respecto de u y v. Entonces, una superficie es desarrollable 
cuando y sólo cuando en todos sus puntos la curvatura total es nula, es 
decir, cuando y sólo cuando todos sus puntos son parabólicos. 


4. Ejemplos: representación de Mercator y estereográfica 
polar. — a) Representación cilíndrica. — Si consideramos un 
cilindro circunscrito a la superficie terrestre a lo largo del 
ecuador y proyectamos sobre él los meridianos y paralelos por 
la intersección de sus respectivos planos sobre el cilindro, al 
desarrollar éste tendremos una proyección cilíndrica en que la 
red de meridianos y paralelos de la carta estará formada por 
dos haces de rectas paralelas, perpendiculares entre sí. Toman- 
do el ecuador rectificado como eje X, y la proyección ortogo- 
nal sobre el cilindro del meridiano de Greenwich como eje Y, 
las ecuaciones [77-22] para la esfera [77-10], serán aquí 
[77-30] X=0a , Y =aseng , 
pues la X será la longitud del ecuador rectificado a partir del 
meridiano de Greenwich y la Y de [77-80] coincide con la z 
de [77-10]. 

El elemento de área de la superficie esférica es 


[77-317 adp .rdl = a2cospdpdk , 
coincidente con el 
[77-32] dXdY = a?cosp dp da , 


de su representación [77-80], que es por tanto equivalente, 

Recordando [77-11], la condición [77-27] se convierte para 
[77-30] en 

2 2 2 
[77-38] cd Pd. 
a? a? cos? p 

sólo verificada en el ecuador q = 0; por tanto, la proyección 
cilíndrica [77-30] de la superficie esférica no es conforme. 


Si en lugar de las ecuaciones [77-10] de la superficie esférica, con- 
sideramos las [77-16] del elipsoide, las [77-30] se convierten en 


[77-34] X=4a4 , Y = a(1—es)senp/A 
con A dado por [77-17]. 


Teniendo en cuenta [77-15] el elemento de área del elipsoide de revo- 
lución es 


a (1 — e?) eos y 
[77-35] Mdo rdi = ao di 
mientras que el de su representación [77-34] es 
[77-36] dXdy = _“ (1 cos p de da 

(1 — es sen? 914 


, 


dando una dilatación areolar 
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dXdY 
-3 = == = _e 2 1/2 = 
[77-37] a Mr de di (1 —e,! sen? qp) A, 
lo que prueba que la proyección [77-34] no es equivalente para e, distinto 
de cero; en cambio, confirmamos que esta representación es equivalente 
si suponemos esférica la superficie terrestre. 
Recordando [77-18], la condición [77-27] se convierte para [77-34] en 


ar(1—e”)” cos p/A a 
-3 ps Y 8 ¿UL IP. 
[77 8] a a EE eXr)?/A0 a cos* pia? 1] 


que se verifica solamente en el ecuador y = 0; por tanto esta proyección 
cilíndrica no es conforme, ni para el elipsoide, ni para la esfera (€ = 0). 


b) Representación de MERCATOR. — Consiste en la anterior 
representación cilíndrica a) modificada, Conservando los me- 
ridianos X = ah de la representación [77-30], veamos cómo de- 
ben espaciarse los paralelos a partir del ecuador mediante una 
función Y =af(q) para que se cumpla [77-27]. 

Por [77-111, la condición [77-27] se convierte en 


er a 

a? 0208? pp 
osea f'(q)= 1/cosqp. La función buscada es, pues, la primi- 
tiva de la secq y vale ($ 52-3, ejemplo 3) 


1(p) = Intg(11+3 q). 


Resulta así la proyección de MERCATOR para la superficie 
esférica: 


[77-407] X=q«d Y =alntgl(ia+4q)= jaln 


[77-39] mé = 


1 + sen y 
1 —sen y 
con coeficientes de dilatación lineal m =1/cos y dado por 
[77-39]; los paralelos se van espaciando con el crecimiento de 
la latitud, yéndose los polos al infinito. 


Si procedemos en forma análoga para el elipsoide de revolución 
[77-16], por [77-18], la condición [77-27] es ahora 


[77-41] aa e 


CUA Sa 
lo que permite calcular 


P 
. _ (1 — e) de 
[77-42] t(7) =) (1 — es sen? q) * cos y gl 


£1 1 1 — e, sen q 


rn q 
= intel — 3) . 
nte(q + 3 EAT 
Así resulta conforme la representación cartográfica. 
= 4: 1 — €, sen y 
77-43 xX=m , Y=0| me ma ai a 
LEIA] a a 
del elipsoide de revolución [77-16], con dilatación lineal 
(1 Ce es sen” q)! 


[77 44] m=— a 
cos y 
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creciente con q y tendiendo a % en los polos; la dilatación areolar viene 
dada por m*, 


La [77-40] es caso particular de la [77-43] para e.=0. 


c) Proyección estereográfica polar. — Supuesta la Tierra 
esférica (fig. 260) y empleando 
coordenadas polares 


[77-45] X =pcos4, Y =0sená 


la proyección estereográfica del 
hemisferio desde el polo sobre el 
plano del ecuador viene dada por 


[77-46] o = atgj08 


donde 6 =4x1— pp es la colatitud 
del lugar P. El elemento de arco 
en la carta, dado en coordenadas 
polares por 


[77-47] de? = de? + ordaz, 





será en virtud de [77-46] dd 
de? 

e lo SO _—_—_— 2 2 2 
[77-48] ds a e 40d , 
mientras que por [77-11] el de la esfera es: 
[77-49] ds? = a2d8? + a? sen? 0d12 , 
verificándose idénticamente en 6: 

1 _ ter 40 
[77-50] 4cost48  seng ?” 


al ser sen? 9 =(2 sen¿0 cos 10)? =4cost 40 tg? 49. Por tanto 
la proyección estereográfica [77-46] de la esfera [77-10] es 
conforme. Su dilatación lineal 


1 
77-51 m= =—>— 
[ ] 2cos? 40 
vale la unidad en el ecuador y 4 en el polo. 
En el elipsoide de revolución, la proyección estereográfica polar so- 
bre el plano del ecuador viene dada mediante 


e _ b 
(71:82 Tr 7 (1—erigg+b 


por ser (1—e?)rtgo el valor de la ordenada de la elipse. De [77-52] 
deducimos 


! e A 
E77 53] e= (1 — €) 1? sen y + (1— ed sen? q) á 


que da para q una ley distinta a la [XX-52] que encontraremos en la 
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nota 11 como necesaria para que en este caso la representación fuese con- 
forme. Por ser el polo centro de proyección, punto umbílico del elipsoide de 
revolución, con métodos geométricos proyectivos puede fácilmente demos- 
trarse* que las secciones planas (rectas u oblicuas) del elipsoide de reyo- 
lución se proyectan según círculos, pero como queda dicho, la representa- 
ción no es conforme, La [77-53] se convierte en la representación con- 
forme [77-46] para e. =0. 


5. Proyección conforme cilíndrica transversa de Lambert-Gauss. — Las 
proyecciones cilíndricas transversas son apropiadas para representar te- 
rritorios extendidos preferentemente en la dirección N-S, 

En ellas se emplea como superficie intermediaria un cilindro tangente 
a la superficie terrestre a lo largo del meridiano central de la región que 
se deba representar (fig. 261). 

Sí la longitud respecto de Greenwich del meridiano de tangencia es 





Fig. 261 


lo, designemos por 1 la longitud de cualquier meridiano de la región a 
representar, contada a partir del meridiano de tangencia que llamaremos 
principal, de manera que 

[77-64] li=1—h. 

El cilindro será elíptico para meridiano elíptico, pero suponiendo la 
Tierra esférica, dicho cilindro será circular; al primer caso corresponde 
lan proyección. de GAUSS-KRiGER y al segundo la proyección cilíndrica 
Lransversa de LAMBERT. Ésta es particularmente sencilla porque entonces 
pueden aplicarse las consideraciones establecidas al tratar de la proyec- 
ción de MERCATOR; dada la pequeñez de la excentricidad de la Tierra, el 
tenzado de la carta geográfica de LAMBERT diferirá muy poco de la geo- 
désica de GAUSS-KRÚGER. 

Para traducir a esta proyección de LAMBERT lo establecido en la de 
MERCATOR, el meridiano de tangencia o principal sustituirá al ecuador y 
los polos M y Q de los hemisferios determinados por dicho meridiano 
uxsumirán el papel de los polos terrestres N y S (fig. 261). En vez de los 
puralclos habremos de considerar circulos menores (que llamaremos seudo- 
¡mralelos) cuyos planos son paralelos al del meridiano de tangencia y en 
vez dde log meridianos tendremos círculos máximos (seudo-meridianos) 
que pasarán por los seudo-polos M y Q. 


* Lar generatrices de la cuádrica en el punto umbílico son las rectas isótropas, 
vostadar por eundgnier plnna de sección en puntos que ae prayretan desde dieho mulo sobre 
el pleno del ecuador (paralelo ni plano langente en el polo) según los puntos cíclicoa. 
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Las coordenadas que en este caso hacer el papel de latitud q y de 
la longitud 1 son la seudo-latitud y contada sobre el arco de seudo-me- 
ridiano a partir del meridiano de tangencia o principal y la seudo-lon- 
gitud p, ángulo que forma el seudo-meridiano con el ecuador tomado como 
origen de seudo-longitudes. 

Tomando como eje X el meridiano de tangencia o principal rectifi- 
cado, contado positivamente hacia el N, y como eje Y la proyección del 
ecuador, las ecuaciones [77-40] de la proyección de MERCATOR se tradu- 
cirán aquí por las 


a ES e te( E >) A rt 
[77-55] X = ap , Y = a ln tg y lor a ln a 
Los haces de rectas paralelas a 
Xx los ejes coordenados en la carta, se- 


rán imágenes de los seudo-paralelos 
y seudo-meridianos (fig, 262), mien- 
tras que los meridianos y paralelos 
geográficos tendrán por imágenes ha- 
ces de líneas curvas, mutuamente or- 
togonales por tratarse de una repre- 
sentación conforme, 

Para obtener las coordenadas 
(X, Y) de los puntos P” de la carta 
en función de las coordenadas geo- 
gráficas (q,!) del punto P de la su- 
perficie terrestre, Paciará efectuar 
el cambio de coordenadas (w,p) al 
UESEóS (—, 1) mediante el triángulo esférico 

*: NPM (fig. 261). Por el teorema del 
seno ($ 60, ejercicio 28) es 
snPM _ senPN 
senN “T senM ?” 


o 
AS 
o 
z 
o 
7] 
rT 
o 
z 
y 


Ecuador 





y entonces 

[77-56] cos cosp = cospeosi , 

mientras que por el teorema del coseno ($ 60, ejercicio 11) 
cos PN cos PM cos NM + sen PM sen NM cos M 


cos PM —= cos PN cos NM + sen PN sen NM cos N 
y entor.ces 


[77-57] sen y = (03 y sen p 

[77-58] sen y = cospseni, 
De las [77-56] y [77-57] deducimos 

[77-59] tep = tegpsecl , 


y aplicando [77-58] y [77-59] a las [77-55] obtenemos las fórmulas bus- 
cadas: 


XxX 1 1 + cos y sen 1 
[77-60] tg A = teosecl , Y = 3 a 
que dan las coordenadas de los puntos de la carta en la proyección con- 
forme Cilíndrica transversa de LAMBERT. 

Si se elimina q entre ambas ecuaciones [77-60] se obtendrá la ecua- 
ción en X, Y de un meridiano l=1, de la carta, mientras que si elimi- 
namos l entre ambas [77-60] obtendremos la ecuación de un paralelo 
P=Qo. También pueden considerarse las [77-55] como ecuaciones para- 
métricas de un meridiano ¿= bh, si los parámetros y y p están ligados 
mediante 


[77-61] tew x= tgbcosp , 
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deducida de las [77-58] y [77-56]. Del mismo modo las [77-65] son ecua- 
ciones paramétricas de un paralelo y = qu, si los parámetros y y p es 
tán ligados mediante 


[77-62] cos y sen p = sen qo 
que es la misma [77-57]. 


Obsérvese que las fórmulas de MERCATOR [77-43] para el elipsoide de 
revolución no son útiles para ser aplicadas directamente a una proyección 
transversa debido a que en este caso los seudo-paralelos son elípticos. 

La dilatación lineal m, dada en la proyección de MERCATOR por 
[77-39], será aquí, teniendo en cuenta [77-58]: 

do 1 
cos» "(1 -— cos? q sen! 1)*/? * 

La fórmula [77-63] nos dice que la carta queda poco deformada para 
pequeños valores de y, es decir de l o de Y, y por tanto será apropiada 
para representar husos esféricos cuyo meridiano central sea el principal. 

Para pequeños valores de l son adecuados los desarrollos X, Y, m, 
en series de potencias de 1, debiendo resultar casos particulares de log 
de GAUSS-KRUGER (Nota IV) cuando se anula la excentricidad, 

La proyección de GAUsS-KRÚGER es una representación conforme, que 
queda completamente determinada (Nota III) por las siguientes condi- 
ciones; 


1%) La imagen del meridiano central del huso o faja a representar 
adoptado como principal es el eje de las abscisas, tomado positivamente 
hacia el Norte. 


2%) Cada segmento del eje de las abscisas es igual al arco elíptico 
del meridiano que representa. 

La representación de GAUSs-KRÚGER, como generalización de la de 
LAMBERT es una proyección cilíndrica modificada. 


[77-63] m= 





NoTa. El Instituto Geográfico Militar, que tiene a su cargo la eje- 
cución de los trabajos geodésicos fundamentales en Argentina, adoptó en 
19265 el elipsoide de HAYFORD, cuyos parámetros se han dado en [77-12], 
[77-18] y [77-14]. Se toma además como punto de arranque para el 
cálculo de las coordenadas geodésicas el Observatorio de Córdoba y como 
azimut de orientación el de un lado de la triangulación principal emer- 
rento de este punto. 

Las mediciones horizontales se representan en coordenadas rectangu- 
Inves mediante la proyección conforme de GAUss-KRUGER de cada una de 
las xiete fajas meridianas de 30 de ancho en que se divide la Repú- 
blica. con meridianos centrales en las longitudes 720, 699, 66%, 639, 609, 
57> y 540 al Oeste de Greenwich. Las abscisas se cuentan desde el polo 
Sur hacia cl Norte y las ordenadas de Oeste a Este, Para distinguir 
por sus ordenadas las siete fajas entre sí y emplear sólo números positi- 
vos se atribuye a los meridianos centrales las siguientes ordenadas: 


Al meridiano 720, central de la 1% faja, la ordenada 1500000 


o 690 23 E 2 500 000 
e 860 o ga Al 3500 000 
, 630 de 42 sa 4 500 000 
e 800 $ 59 > 5 500 000 
a 570 pa ga A 6 500 000 
E 540 E 7e : 7 500 000 


La longitud l en medida radial, se cuenta para cada huso a partir del 
meridiano principal, de acuerdo con lo establecido en [77-54]. El valor de- 
finitivo de da ordenada Y de la carta se ontendrá sumando al dado por 
In- formulas el que corresponda al meridiano central de la faja respec- 
Lira, 
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El ancho de 32 adoptado para los husos hace que en sus bordes y en 
el caso más desfavorable, la dilatación lineal sean 


[77-64] m< 1,00053 , 
es decir la máxima dilatación areolar no llega a 11 m* por hectárea. 
Para conseguir la necesaria conexión entre los husos contiguos, se esta. 


blecen zonas de superposición en los bordes de los mismos para determi- 
nar allí coordenadas en los sistemas correspondientes a ambos husos. 


EJERCICIOS 


1, Recordando que la proyección estereográfica conserva los ángulos, 
hallar la expresión analítica de la loxodrómaca, curva que forma ángulo 
constante con los meridianos. Puede obtenerse mediante su proyección 
estereográfica desde el polo, que es una espiral logarítmica. 


2. Demostrar que las coordenadas [77-60] de los puntos de la carta 
en la proyección conforme cilíndrica transversa de LAMBERT-GAUSS admi- 
ten los siguientes desarrollos en potencias de 1: 


Pecos” y. at Y cos* q. at 


X= ap + 2 + 24 6G—t) + 
Pecos” q. at — 8 Py. 
+0 7 (61 — 684) + 0(5) ; 
Y —= lcosqp.a + PL 1 1) + 
PFeostqo.a 
plat Al pen A . 
+ o 61864 + 0(5) 


con t—tg q. 


3. La dilatación lineal [77-63] de la proyección de LAMBERT-GAUSS 
admite el desarrollo en potencias de l: 


2 4 4 
m=1 o E. ¿OS = L (5—4t) + 0(P) 


con t=tgp. 


4. La dilatación lineal [77-63] de la proyección LAMBERT-GAUSS 
admite el desarrollo en potencias de la coordenada Y de la carta: 

ya Y Ye 
m=1 +39 + 3 +): 

6. En la proyección de LAMBERT-GAUSS se llama convergencia del 
meridiano al ángulo y que forma la curva con la paralela al eje X, 
Demostrar que es 

tey = senp.tgl , 
con desarrollo en potencias de 1 dado por: 


2 
te y = 1eosq.t + A 
5 
y EL 2 0) 0(F) 


donde t=tgp. 
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NOTAS AL CAPÍTULO XX 


L La elipse indicatriz de Tissot. — La figura resultante de suponer 
prolongada la superficie de los océanos por debajo de los continentes re- 
cibe el nombre de geoide. Para su precisa representación cartográfica se 
necesita un estudio más profundo del realizado en $ 77. En aras de su 
mejor comprensión, nos limitaremos a explicar los puntos fundamentales 
de dicho estudio en forma geométrica y sintética; supuestas conocidas 
las propiedades y condiciones que rigen la continuidad de funciones, los 
infinitésimos y el paso al límite, dicha forma de tratar la cuestión podrá 
alcanzar todo el rigor deseado. 

Para cualquier forma del geoide, supondremos siempre que sobre 
éste los paralelos constituyen el haz de trayectorias ortogonales al haz 
de meridianos. 

Si la superficie [77-1] y su representación cartográfica [77-23] cum- 
plen las condiciones de diferenciabilidad y de correspondencia biunívoca 
establecidas al formular dichas ecuaciones [77-1] y [77-23], en puntos 
correspondientes P de la superficie y P' de la carta, las direcciones y 
arcos infinitesimales se corresponderán en la forma vista en [77-25]. 
Además, en esas condiciones, existen a partir de P dos direcciones orto- 
gonales ¿£, y de la superficie a las que corresponden a partir de P* dos 
direcciones de la carta ¿',y, también ortogonales, cualquiera que sea la 
naturaleza de la superficie y su modo de representación. En efecto, su- 
pongamos que en la superficie a las tangentes ortogonales CE y PD les 
corresponden las C'E' y P'D' en la carta (fig. 263). Si el ángulo C'P'D' 


17) 





P=P" dede ads ÉsE 


Fig, 263 Fig. 264 


es agudo y el D'P'E' es obtuso, imaginemos que el ángulo recto CPD 
gira en sentido retrógrado hasta coincidir con el DPE; por la continui- 
dad de la representación, su imagen en la carta variará con continuidad 
desde C'P'D' a D'P'E' y por tanto existirá al menos una posición inter- 
media formada por dos direcciones ortogonales ¿', y” correspondientes a 
otras dos ¿, y de la superficie, también ortogonales, Sean a' y b' las di- 
lataciones lincales [77-25] referentes a esos pares de dirccciones corres- 
pondientes llamadas direcciones principales, es decir, sea 

[XX-1] de = wd , dy = dr. 

Supongamos la carta sobre el plano tangente a la superficie de ma- 
nora que P'£ coincida con P¿ y Py" con Pn, por lo que a todo rectángulo 
infinitesimal] de diagonal PP.=— dea le corresponderá en la carta un Tec- 
tingulo infinitesimal de diagonal PP',—de' (fig. 264). Consideremos en 
In «ireccion PP, un punto Q tal que 


¡AX-2] : PQ = «'da. 
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Si se tiene en cuenta la primera de las [XX-1], de [XX-2] se de- 
duce que la abscisa de Q es dé, es decir, la misma que la de P/. 

Si u es el ángulo que P¿ forma con PP, y u' es su correspondiente 
¿P'P”,, se ve en la fig. 264 que la razón de las ordenadas de los puntos 
Py y Q es la misma que la de las pendientes 


n= AM - H 
[XX-3] tgu' = de > tgu = de 


entre las direcciones correspondientes ds y ds', es decir, teniendo en 
cuenta las [XX-1], dicha razón vale 


[XX-4] A ES 
tg u a 


independiente de la posición particular de P,. Suponiendo ahora que el 
plano tangente a la superficie se levanta sobre el de la carta, girando 
alrededor del eje Pé un ángulo igual al arccosíb'/a'), los puntos Py 
podrán considerarse proyecciones ortogonales de los puntos Q así ende- 
rezados y por tanto la circunferencia del plano tangente de radio a'de 
se proyectará ortogonalmente en una elipse de semiejes ade y b'da. 
De [XX-4] se deduce también analíticamente que las coordenadas de Q 
son (dí, (a'/b') dy) las que verificarán la ecuación de la circunferencia 
de centro P y radio a'ds, es decír, se cumple 
1 paras. 1 (2 ”_ 
2 (57) + b”? | AS 

lo que prueba que Py está en la elipse de semiejes a'ds y b'da. Por 
tanto, a una circunferencia infinitesimal de centro P y radio da cons- 
tante tomado como unidad (ds=1) en la superficie, le corresponde en 
la enrta la llamada elipse indicatriz de TissoT de centro P' y semiejes 
a” y b' (con ds=1). Dicha elipse da la alteración longitudinal de la 
carta en P', es decir, la ley de variación de la dilatación lineal m 
[71-25] desde un máximo a' hasta un mínimo b', valores extremos que 
corresponden a las direcciones principales. 

La alteración del ángulo u viene dada por u—u', deduciéndose fá- 
cilmente de [XX-4] la 


[XX-5] seníu —u') = + senlu+u) , 
produciéndose la máxima alteración 
[XX-6] U-—U-=0w para U+4U= dx. 
De [XX-5] obtenemos para w 
f seno = LL, ga E, 
[XX-7] ) mae a 
o Va — vb' 
2 Va + vb 
y también 
[XX-8]  tgU= (+ sE >) = y , tgU= — 


que da en la superficie la dirección U =x/4 + 0/2 a la que corresponde 
en la carta la dirección U"=1x/4—0/2 en que la alteración u—u' al- 
canza su máximo 0. Esta máxima alteración corresponde a ángulos 
contados a partir del eje ¿=¿'. Si consideramos ángulos cualesquier 
APB, refiriéndolos a dicho eje 


APB —= AP + ¿PB =¿PB—¿DPA », 
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como á uno y otro lado del eje ¿=$ los ángulos se alteran simétrica- 
mente, la máxima alteración angular vendrá dada por 2w. 


Si consideramos a partir de P dos direcciones perpendiculares cua- 
lesquiera de la superficie, las direcciones correspondientes en la carta a 
artir de P” vendrán dadas por dos diámetros conjugados de la elipse 
indicatriz de TiSsoT, cuyas longitudes serán las respectivas dilataciones 
lineales m y m, (en virtud de [77-25] para dse—1) y formando entre 
sí un ángulo ¿in—e, si e es la alteración sufrida en la representación 
por el ángulo ¿a de ambas direcciones ortogonales de la superficie. Los 
conocidos teoremas de APOLONIO referentes a la elipse dan las fórmulas 


[XX-9] ”Wmt=a? +b”" , mmcosz = eb”. 
Al elemento de superficie de área nde? dado por el círculo infinite- 
simal de centro P y radio ds, corresponde en la carta al elemento de 


área ra'b'dse* dado por la elipse infinitesimal de centro P' y semiejes a'de 
y b'de. Por tanto, la dilatación areolar y vendrá dada por 


Elemento área carta A 
0010] * = "Elemento área superficie On 


Si M designa el radio de curvatura del meridiano y r el del para- 
lelo, en la superficie terrestre, el elemento de arco infinitesimal viena 
dado por 


[XX-11] ds = + Vd rd, 


en que Mdgy es el elemento de arco de meridiano y rdá el elemento de 
arco de paralelo, 


Designemos por du el elemento de arco de la imagen del meridiano 
y por dr el elemento de arco de la imagen del paralelo en una repre- 
sentación cartográfica cualquiera dada por las ecuaciones [77-22]. Las 
proyecciones sobre los ejes X, Y del elemento de meridiano dy serán 
of, A, 
Xo. do =-—d , Yo. de = —d 
P $ de $ E P dp P 
y análogamente las correspondientes proyecciones del elemento de para- 
lelo dr serán 


Xi ¿AA s YA ¿de 0 
Por tanto 
du = (y + (52) 1% de , 
[XX-12] YY a E 
e) + a) ja 


Designemos por h y k las dilataciones lineales correspondientes res- 
pectivamente al meridiano y paralelo que pasen por P, es decir 





du dr 
[xX-18] => Ea 


y teniendo en cuenta [XX-12], se obtiene E 
A: of, y” of. le 
==) + (5%) 

1 a. y ota y Es 
k=—+[(50) + (ar) : 


Si designamos por to la alteración del ángulo que en la carta sufre 


[(XX-14] 
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el ángulo ¿x que forman entre sí meridiano y paralelo en la superficie 
terrestre, las fórmulas [XX-9] para este caso particular serán 


[XX-15] E+bkbt=a?r45b% , hkcost = ab, 


Al rectángulo elemental de la superficie terrestre cuyos lados son 
los elementos de meridiano y paralelo, de área infinítesimal Mdo. rdá, 
corresponde en la carta el paralelogramo infinitesimal abarcado por los 
segmentos dirigidos du y dr, cuya área infinitesimal en función de las 
componentes de estos segmentos dirigidos es ($ 60-6, e): 





Xo de Yo dy of, día of, Ofa 
El [xa Yra | A e AA das 








Por tanto, la dilatación areolar [XX-10] valdrá: 
1 of, df. of, día ,,, 
e a 
Conocidas las funciones fi(q,4) y f:(p,A), es decir, dada la repre- 
sentación cartográfica [77-22], las fórmulas [XX-14], [XX-15] y [XX-17] 
permiten hallar los semiejes a” y b' de la elipse indicatriz de Tissor, la 
máxima alteración angular 2w mediante [XX-7], la dilatación areolar su 
y la variación angular e experimentada en la carta por el ángulo recto 
que en la superficie terrestre forman entre sí el meridiano y paralelo. 


Así, por ejemplo, de [XX-15] y [XX-17] deducimos la suma y dife- 
rencia +40" y a'—D mediante 
1 0f, 1 of, y 
uu ta)? 








úl 


[XX-18] (a +5)=»k ++ 2 


dy r 
de ab — s 2 __ — a Y 
[XX-19] (0 —0) =R +b 20 = (+ e a) + 
1 ot, 1 y 
la le 


y también de [XX-15], [XX-14] y [XX-17] obtenemos 
of, a, dfe of; 


a _ dp a 9  % 
[XX-20] costeo = y tg to = 73 Of: a, 4" 
dp — 0% 00d 


Estas fórmulas se aplicarán al elipsoide de revolución recordando las 
[77-15] y en particular a la esfera de radio q con excentricidad 8, =0. 


11. Caracterización de las representaciones: ejemplos. — La condi- 
ción necesaria y suficiente para que la dilatación lineal m sea la misma 
en cualquier dirección a partir de P, es que la indicatriz de TissorT se 
convierta en una circunferencia. Por tanto, la representación es conforme 
cuando y sólo cuando para todo punto P se cumple 


[XX-21] =— =1. 


En cambio, recordando el valor [XX-10] de la dilatación areolar, la 
representación es equivalente cuando y sólo cuando para todo punto P se 
cumple 


[XX-22] ab =1. 
En una representación conforme [XX-21], todo par rectangular de 
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direcciones es principal, la dilatación lineal en cualquier dirección a par- 
tir de P es constante 


[XX-23] m=u =b=h=k 

(aun cuando varíe con P), la dilatación areolar o vale 

[XX-24] o=m , 

y las alteraciones angulares e, s, 4—u' y w son nulas, es decir 
[XX-25] EZ HU US 00 , 


deducidas fácilmente al aplicar [XX-21] y [XX-28] a [XX-9], [XX-5] 
y [XX-7]. Volvemos, pues, a encontrar la isogonalidad característica de 
lag representaciones conformes. 

Para profundizar el estudio de las representaciones conformes, es 
muy útil sustituir la latitud q por una nueva variable q, contada tam- 
hos a partir del ecuador y tal que el elemento de meridiano se exprese 
mediante 


[XX-26] rd = Md , 
es decir, la nueva variable viene dada por 


e 
M 
[XX-27] q= E , 
: 0 


En las antiguas variables paramétricas q, A, a la subdivisión del 
plano paramétrico en cuadrados elementales dq =dk correspondía una 
subdivisión de la superficie terrestre en rectángulos elementales Mdp + 
=+ "dí, mientras que con las nuevas variables paramétricas q, A, a la 
subdivisión del plano paramétrico en cuadrados elementales dq = da, co- 
rrespunde una subdivisión de la superficie terrestre en cuadrados ele- 
mentales rdq = rdz., 

Con la nueva variable q. las fórmulas [XX-13] se convierten en 

1 du 1 dt 
XX-2R hh = — = —.— 
: ] r dq? si r di ” 
de manera que las representuciones conformes se caracterizan por las 
formulas (igualdad de diametros conjugados perpendiculares para la 
chpse indicatriz de TISSOY» 
da _ dr 
da — di* 

En estas [XX-29] no figuran explícitamente M y r y son válidas 
cunlguiera que sea la forma del meridiano terrestre. Según sea esta 
forinn, así se obtendrá una u otra expresión [XX-27] para la nueva 





[XX-29] A 


virinble q en función de la latitud y. En particular, si la superficie de 
lu Tierra se supone esférica, la [XX-27] da 
(Xxx-30] q= f se nte(L + —) 
= TJ) cos de 2) 
0 


De ahí, que resuelto el problema de la representación conforme en 
determinadas condiciones para la forma esférica de la Tierra, para pasar 
de ella a la que corresponde a la hipótesis de una cierta forma atribuida 
na los meridianos terrestres, bastará reemplazar en los resultados obteni- 
dos +l 


mt (+ E) + 


por la expresión de q que convenga a la hipótesis adoptada. 
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Así, para el elipsoide revolución, de [XX-27] y [77-15] deducimos 


Pp 
a—e) do ( r p 
XX- = KK = Intel — =) 
[ Si S (1 —.ef sen” p)cos y AA + 2 + 
S . 
q Le jp Ino 
2 1 + e, sengq 
y desarrollando el último miembro en potencias de e, mediante 
[XX-32] 4= In (E de +) — efsenp + Ole), 


podremos darnos cuenta de la corrección atribuible a [XX-30] para pa- 
sara [XX-31]. 

_ La variable [XX-30], muy empleada en Náutica, recibe el nombre de 
latitud ampliada y bajo el nombre de función Lambda de y ha sido ta- 
bulada por GUYoU. 

Las proyecciones cilíndricas más sencillas son aquellas en que la fa- 
milia de meridianos tiene por imagen un haz de rectas paralelas y la 
familia de paralelos se representa por otro haz de rectas paralelas per- 
pendiculares a las primeras. Los desarrollos cilíndricos son caso particu- 
lar de ellas; por ejemplo, puede considerarse un cilindro circunscripto a 
la superficie terrestre a lo largo del ecuador, cuya imagen se tomará 
como eje X, mientras que la imagen del meridiano de Greenwich se to- 
mará por eje Y; entonces es 


[XX-33] du =dY , dr = dX. 
Por ser principales las direcciones de meridianos y paralelos, se 
cumple 
[XX-34] Eo=0, 
es decir, los ejes de la elipse indicatriz son paralelos a-los ejes coorde- 


nados X, Y 
Si suponemos además que el ecuador se rectifica sobre el eje X, será 


(XX-35] X=. 

y entonces las [XX-28] se convierten en 

[XX-36] Ss 
r dq 


En particular, para la esfera, en virtud de [XX-26], la [XX-36] se 
convierte en 





[xx-36'] has E 
po dy cos q 


Las dilataciones lineales máxima «' y mínima b' serán la mayor y 
nenor de [XX-36] o en el caso esférico, de [XX-36"], . 

Si ahora suponemos que la anterior proyección cilíndrica ecuatorial 
ha de ser además conforme, será necesario y suficiente se cumpla 
[XX-37] hkh=k , 
por lo que teniendo en cuenta [XX-36] y [XX-35] resulta para ecua- 
ciones de la proyección conforme cilíndrica ecuatorial 
[XX-381 X=04t ,Y=QGqqg , 
por haber tomado el eje X como imagen del ecuador rectificado (Y =0 
para q = 0), , 

La dilatación lineal, constante respecto de las direcciones que parten 
de P”, pero variando con el punto P”, según [XX-36] vale 


[XX-39] mo= ar 
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y la dilatación areolar 
[XX-40] o= "<= q/r, 

Las fórmulas [XX-38], [XX-39] y [XX-40] son válidas cualquiera 
que sea la forma atribuída a los meridianos terrestres. Si suponemos la 
Tierra esférica, la expresión de q será la [XX-30] que convierte la 
[XX-38] en la proyección de MERCATOR [77-40], así como la [XX-39] se 
convierte en la [77-39]. Si suponemos que la Tierra es un elipsoide de 
revolución [77-16], la expresión de g vendrá dada por [XX-31] que con- 
vierte la [XX-383] en la proyección [77-43], asi como, en virtud de las 
[77-15], la [XX-39] se convierte en la [77-44]. 

La representación [77-48] es adecuada para representar una región 
ecuatorial y entonces para pequeños valores de «q, podremos utilizar el 
desarrollo en serie 


( —X=a0h 
Y = 3 > 2 4 
6 
E ETE (5 — ef + 20€, —24e) + O (q?) 
obtenido desarrollando E en forma análoga a la vista 
2 1-— gen y 


en $ 77, ejercicio 4, y ES, e, 0D en forma análoga a $ 77, 
ad: 2 1 + esen 
ejercicio 2 


La dilatación lineal [77-44] tendrá un desarrollo en serie 





A + P(1—et) - Z (5—e2—8e0) + 0(9) , 


pues basta aplicar el teorema de las series dobles de WWEIERSTRASS a la 
serie binómica 





1 1 1 
XX-43 A ( A AA a 
[XX-43] m Ana 1 gesto g eisento 
1 a o ) 
— sn — ...). 


La [XX-42] da el desarrollo de [77-39] para c,=0, análogo al en- 
contrado en $ 77, ejercicio 3, 

Supongamos ahora que deseamos imponer la condición de que la car- 
to tenga circunferencias concéntricas pala imagen de los paralelos y sus 
radios comunes para imagen de los meridianos, formando estos últimos 
entre sí el mismo ángulo A que en la superficie terrestre. Utilizando 
para la carta coordenadas polares o, 4 mediante las fórmulas de trans- 
formación [77-45], los elementos de meridiano du y de paralelo dr serán 
nhora 


[XX-441 : du = —do , dr = 0d , 
siendo también 
[XX-45] =D; 


lo que nos dice que los ejes de la elipse indicatriz de Tissor se dan so- 
bre las imágenes de los meridianos y paralelos, Las [XX-28] se convier- 
ten ahora en 


O O 


r dq ” 
longitud de los semiejes de la elipse indicatriz de TISSOT. 


[XX-46] RE=> 


y 
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. Esta representación será conforme cuando y sólo cuando dichos se- 
miejes sean iguales, es decir, para 


[XX-47] dolo =—dg , 


y si tomamos para representar el ecuador la circunferencia de radio a, 
es decir, hacemos corresponder 


[XX-48] e=4 para q=0 
la integración de [XX-47] da 

[XX-49] In(o/a) =—q , 
siendo según [XX-46] la dilatación lineal 
[XX-50] m<=oqlfr o, 


fórmulas válidas cualquiera que sea la forma atribuída a los meridiamos 
terrestres. Si suponemos la Tierra esférica, la expresión de q será la 
[XX-301, convirtiéndose la [XX-49] en la 


rx [9 x Q 
[Xx-51] o = act + 7) = «te (= =-) a 
es decir, en la proyección estereográfica [77-46], para la que la [XX-50] 
pasa a ser la [77-51]. Si en cambio, suponemos que la Tierra es un elip- 
suide de revolución [77-16], la expresión de q viene dada por la [XX-31] 
que sustituida en [XX-49] proporciona la ecuación que en este caso Co- 
rresponde a una representación conforme, es decir la 


14 e,senq Ye, 
XX-52 = ag PL). (HA) 
l ] dé ate 4 2 ) 1— e, sen y 
no coincidente con la [77-53] para e. distinto de cero o de uno; así se 
confirma que la [77-53] no sea en este caso conforme. La dilatación li- 
neal de la representación conforme [XX-52], en virtud de [XX-50] y 


[77-15] vale 
[XX-58] a (1 +ensenq)iWe”., (1—e, sen q) 1 (1-es) 


(E 
2 cos 4 7) 


que para e, — Ó0 se convierte en la [77-51]. 


Para profundizar el estudio de las representaciones equivalentes, 
también será útil sustituir la latitud q por una nueva variable £, contada 
desde el ecuador y tal que el elemento de meridiano se exprese mediante 


[XX-54] — =Mdp , 


es decir, la nueva variable viene dada por 
p 
[XX-55] f= ón My do. 
0 


En las antiguas variables q, 4, al rectángulo elemental de área dy dá 
del plano paramétrico, correspondía en la superficie terrestre el rectán- 
gulo elemental de área variable Mdy . rd, mientras que con las nuevas 
variables £, 2, al rectángulo elemental paramétrico dí di corresponde en 
la superficie terrestre un rectángulo elemental de la misma área di di. 

Con la nueva variable Y, las fórmulas [XX-13] se convierten en 

du 1 dr 
XX-56 h=r—=—= k=—. 
¡ vel di? Y da 
de manera que recordando [XX-15] y [XX-22], las representaciones equi- 
valentes se caracterizan por la condición 
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du dr SS 
[XX-57] de coste = 1. 


En ésta [XX-57] no figuran explícitamente M y 7 y son válidas cual- 
quiera que sea la forma de los meridianos terrestres, Según sea esta 
forma, así se obtendrá una u otra expresión [XX-55] para la nueva va- 
riable l en función de la latitud «q. En particular, si la superficie de 
la Tierra se supone esférica, la [XX-55] se convierte en 


Lo] 
[XX-581 ES f a? cos p dy = a sen y. 
0 


De ahí, que resuelta la cuestión de hallar una determinada represen- 
tación equivalente para la forma esférica de la Tierra, para pasar de 
ella a la que corresponde a la hipótesis de una cierta forma atribuída a 
los meridianos terrestres, bastará reemplazar en los resultados alcanza- 
dos a*sen p por la expresión de Y que corresponda a la hipótesis adop- 
Eno Así, para el elipsoide de revolución, de [XX-55] y [77-15] se de- 
uce 


a(1—es)cos q 





XX- = 
(42:59) ; (1 —ed sen* p)* 
17 AA | sen q 1 In 1 + e.sen q ) 
E 2 1—ej sen p pS 28, 1 — e, sen y 
y desarrollando el último miembro en potencias de e,, mediante 
da 2 
[XX-60] ¿= sen — > (2 + cos p)senp + O(e,*) 


podremos darnos cuenta de la corrección atribuíble a [XX-58] para pa- 
sar a [XX-59]. 

Las proyecciones cilíndricas que cumplen las condiciones [XX-83] y 
[XX-34], convierten la condición de equivalencia [XX-57] en la 


dY dX 
EXX-61] TE cd L-", 


siendo según [XX-56] los semiejes a” y b' de la elipse indicatriz de 
TISSOT, el mayor y menor de los números 
dY k 1 dX 


== _— 


az” Top "o dh” 





[XX-62] h=r. 


Si suponemos además que el ecuador se rectifica sobre el eje X se- 
gún la [XX-35], de [XX-61] obtendremos dY/dí = 1/0 y por lo tanto, 
las ecuaciones de la proyección equivalente cilíndrica ecuatorial serán 


[XX-63] A A, —=; 


por haber tomado el eje X como imagen del ecuador rectificado (Y =0 
para ¿=0). Los semiejes b' y a' de la elipse indicatrtiz de 'TISSOT ven» 
drán dados respectivamente, según [XX-621, por 
[XX-64] h=r/a , k=afr , 
y la máxima altevación angular 2w, en virtud de [XX-8], se obtendrá 
medianto 

¿e 


[XX-66] te(= q =>) =2. 
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Las fórmulas [XX-63], [XX-64] y [XX-65] son válidas cualquiera 
que sea la forma atribuída a los meridianos terrestres, Así, por ejem- 
plo, en la esfera [77-10], la variable ¿ dada por [XX-58] convierte las 
[XX-63] en [77-30], es decir: 

[XX-66] =0 , Y =aseng , 

caso particular de [77-84] para €, = 0, confirmando que entonces la re- 
presentación es equivalente. Para este caso esférico, las [XX-64] se con- 
vierten en 


[XX-67] bU=h=cospqg , aC =k=secp 


y la máxima alteración angular 24 se podrá obtener también mediante 
la segunda de las [XX-7] dando 


1 
[XX-68] tgw = a sen p tg y. 


Sí en cambio suponemos que la Tierra es el elipsoide de revolución 
[77- 16], la variable f dada e [XX-59] convierte las [XX-63] en 


a 5 ee A a sen y 
[XX-69] X= , Y a(l—er). (4 ig? 

S 1 + e, sen p ) 

ii 2€1 tn 1 — e, sen p 

no coincidente con la [77-34] para e, distinto de cero o de uno, lo que 
confirma que la [77-34] no fuese en este caso equivalente, La represen- 
tación equivalente [XX-69], recordando [XX-64] y [77-15], tiene como 
semiejes de la elipse indicatriz de TissoT 





E cos p ep (U—e' sen q)? 
[XX-707 dY=h= o ouo=k= rn ; 


Mediante [XX-7], la máxima alteración angular 2w podrá obtener- 
se de 


[XX-71] ais (1 —e?)sen y teo 


2(1 —er ser” p Y? 


Las [XX-691, [XX-70] y [XX-71] se convierten respectivamente en 
las [XX-66], [XX-67] y EXX-68] para e=0 


III. Fórmulas generales para las representaciones conformes. — La 
condición necesaria y suficiente [XX-21] para que una representación 
sea conforme, aplicada a [XX-19], mediante la introducción de la varia- 
ble q, definida en [XX-27], convierte en virtud de [XX-26] a las [XX-19] 
y [XX-21] en 


[XX-72] (a —P (4 (E A + a) + (+) ] lOs 


La condición necesaria E para que se cumpla [XX-72] es 
que las funciones reales 177.22] que determinan la representación car- 
tográfica conforme cumplan 

of, Of df. Ofa 
XX-73 =— = =—= = =—. 
[ ] dq 2 ' 0% q 

Estas son las ecuaciones características de CAUCHY-RIEMANN ($ 114-2), 
cuyo cumplimiento da la condición necesaria y suficiente para que las 
funciones [77-22] con derivadas parciales continuas sean la parte real e 
imaginaria de una función analítica de la variable compleja q +11 
(8 114-2). Entonces será 


EXX-74] XxX + Y = o, A) + alo, A) = F (q +14) , 
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en que la función compleja F de variable compleja q + 1h es monógena 
(tiene derivada única en cualquier dirección) en los puntos del recinto 
en que se cumplan las [XX-73], 

Si se eumple [XX-73], las funciones [77-22] serán armónicas, es 
decir, verificarán la ecuación diferencial de LAPLACE ($ 91-86, d) 


o of 
EXX-75] a + yr = 0. 


Recíprocamente, toda solución de esta ecuación [XX-75] puede tomar- 
se como función f, ó fo, pues entonces las [XX-73] son compatibles de 
manera que adoptada por ejemplo aquella solución como parte real f,, la 
integración de una diferencial exacta 


(q, 
ya of, 
[XX-76] fa = pl e di — Aa dq) + € 
(do, A) 


determina, a menos de la constante C, la función conjugada fa. 
La integral general de la ecuación [XX-75] es 


[XX-77] X =f(q+40) + e(0—%) , 
con f y g funciones arbitrarias, a la que se asocia su conjugada ar- 
mónica , ] 
[xX-78] y (+0) = gla—%) 
para que se cumplan las [XX-73], 
De [XX-77] y [XX-78] deducimos 


[XX-79] 21(q+%)=YX + ¿Y = F(q+) 
[XX-80] 2glg—1)= X — Y =Flo—M , 


y por tanto para que X é Y sean reales, las funciones Í y g deben 
tomar en puntos imaginario-conjugados valores imaginario-conjugados y 
en particular deben coincidir en el campo real. 

En esta forma obtendremos todas las representaciones conformes que 
se deseen, En particular, supongamos que se imponga la condición de 
que un cierto meridiano %. tomado como principal tenga imagen rectilí- 
nea en la carta, imagen que tomaremos como eje X en ella, Contemos 
como en el $ 77-5 las longitudes de los demás meridianos por el ángulo 
[ que formen con el principal, es decir, introduzcamos 


[XX-81] l=zi—h », 
escribiendo en vez de [XX-74] 
| XX-82] X(4,1) + 1Y (4,1) =F(4+1). 


Entonces, para 1=0 debe ser Y—0, por lo que de [XX-82] y 
|[XX-79] deducimos 
[XX-83] X (9,0) = F(g)= 2t(9) , 
oa «decir, la representación conforme estará completamente determinada 
mediante la función F(q)=2f (q), que da el modo de desarrollar sobre 
al eje X el meridiano principal. Es lógico que así ocurra, si se tienen en 
cuesta las condiciones que determinan una función analítica [XX-82], 
Por ejemplo, supongamos que la abscisa de cada punto del eje X 
correspondiente a un punto de latitud q deba ser igual a la variable q 
mtroducida en [XX-27] multiplicada por el radio ecuatorial a. Será por 
[XX-83], [XX-79] y [XX-80] 


[XX-84] aq = 2f(9)= 28(9) = F(q) , 
en decir, la [XX-82] se convierte en 
[XX -Kh] X + 1Y =a(q+i) , 
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y separando variables, se obtiene la representación conforme cilíndrica 
ecuatorial 


[XX-86] X=04 ,) Y=adl , 


vista ya en [XX-38], salvo que allí figuran los ejes X, Y intercambiados 
y se cuenta la longitud a partir de Greenwich. Si además suponemos la 
Tierra esférica, dicha proyección [XX-86] es la de MERCATOR, como ya 
se vió en Nota II, 

Supongamos ahora que el meridiano principal se rectifique Sobre el 
eje X y se cuenten las abscisas a partir del ecuador positivamente hacia 
el N. La representación conforme, ya completamente determinada por 
estas condiciones, es la cilíndrica transversa de LAMBERT si se supone la 
Tierra esférica prescindiendo del achatamiento en los polos, o la de 
GAUSS-KRÚUGER si se tiene en cuenta la excentricidad e: del elipsoide te- 
rrestre de revolución. 

Para la Tierra esférica, la rectificación aq del meridiano principal 
da por [XX-83] y (XX-30] la función 


[XX-87] X (9,0) = F(q) = ap = a(2arctger —dx) , 

en que e es la base de los logaritmos neperianos. Pasando de [XX-88] 
a [XX-82], por [XX-87] estableceremos 

[XX-88] X + ¿Y = a(Qarectger'!—¿x) , 

o bien, refiriéndola a la latitud 


[XX-89] X + ¿Y = al 2areta( e +) +2]. 


Las funciones X, Y pueden separarse mediante las [XX-77] y 
(XX-78] utilizando [XX-83], [XX-79] y [XX-80], por lo que 
X — alaretger*! p arectger" —¿x) , 


XX-90 
l ] il Y = P (are tg emi! — are tg ent) 


en que es fácil probar directamente por consideraciones sobre valores 
imaginario-conjugados que los segundos miembros son reales. Las ecua- 
ciones [XX-90] no son otras que las [77-60] ya obtenidas para la pro- 
yección conforme cilíndrica transversa de LAMBERT. En efecto, de la pri- 


mera de [XX-90] deducimos , 
Xx 1 
[XX-91] By == tg (are tger! + arctger!) 
em 1 e qu 2 57 1 
= ea y gal = 2 : pen = Tg psec , 
por ser 


E —= LAA E =,) = 2t 
[XX-92] es e =t8( Y) — co E + ¿ j=2tkoe 
La segunda de las [XX-90] se transforma fácilmente mediante las 

funciones hiperbólicas 
[XX-93] senta = ¿sha , cosita = cha , tela = itha , 
por lo que 

, Y . Y yl -44 
[XX-94] tg i—) NN th = tgelarc tg e"*'!' —are tg et!) = 


gut E grs 21 e*! ge 
- 1 en Te q en 2i y 
21 sen! 
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De ésta obtenemos 


Y _ erprt 
[XX-96] th a FIS 
2senl 
TT MN ARO NA OS sen 1 
e( + +) + cotg (E ++) 
de donde 
[XX-961 jo — 1 +cospsen] 


1—cospseni * 
y tomando logaritmos neperianos llegamos a la segunda de las [77-601. 


_De modo análogo se podrían obtener las ecuaciones de las represen- 
taciones conformes que cumplan otras condiciones particulares, 


IV, Representación conforme de Gauss-Kriiger. — La representación 
de GAuss-KRÚCER viene dada por la ecuación 
[XX-97] X +1iY =Flao+ id) , 
la que para 1=0 dará la función F de acuerdo con lo visto en [XX-88]1. 


Según la segunda condición que determina la proyección y el valor 
M del radio de curvatura del meridiano elíptico visto en [77-16], se ob- 
tendrá por 


P 
[XX-98] HOMER = S M do = 
0 


ko] 
= a(1 -— e) f (oz sen q)?” do 
0 


es decir, rectificando el meridiano principal a partir del ecuador. La in- 
tegral elíptica del último miembro puede calcularse con mucha exactitud 
mediante el desarrollo en serie binómica de su integrando 





5 
eésento + 


[EXX-99] (1—e'ser q)" = 1 + h orsento + 3 


+ es sent + Ote, 


Si en [XX-99] sustituimos 


1 1 
Pp = — —— cos 
ser” y 2 2 cos 24 
3 1 1 
[XX-100] 4 sentp = FUE 2p + =— cos dq 
A 5 15 3 1 
¡ sent p = TEN cos2p + ra cos 4 — cos 6p 


v integramos, se obtiene 
[XX-101] X(0,0) = 09 + Bsenlo + ysen 4p + sen 6p + 0(8) 


con 
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3 46 175 
pe —ex E O 0 PS 
a = a(1 (1 e + 0(es) ) 
1 
B= > «(1—em( — re 00101) 
[Xx-102] E > a 
o 2 (8,18 ,0 . 
A 4 aten al -+ 256 ex +0(es)) 
1 0 Ae e 
d= el — ys er —O(es)) 


Desarrollando [XX-97] por la fórmula de TAYLOR 
E A PA 
[XX-103] Pla +4) = F() + MF) 4 FU 4 + 
oe 


+ AT FY (q) + 0(2) 


al separar partes real e imaginaria, queda: 


X = F(q)— Pr" (9) + 





[Xx-104] + FU — Fa + 0(1) 
Y = O) E A GO — 0, 
De [XX-98], [XX-26] y [77-15] deducimos 
[XX-105] Fr(q) = er > = M7 = cos q .N. 


Seguiremos derivando como función de función los segundos miem- 
bros, haciéndolo primero respecto de la variable p y multiplicando luego 
por 


dp N 1l— e sen 
XX-1 —= = — = —_—__—_—_—__— = (1 e 5 
E 06] da Mm esp Ie cos p (1 +1) c0s y 


en que el último miembro se deduce de la segunda excentricidad e” dada 
en [77.13], al introducir 


[xx-1071 n=-=.ecosg. 
De [77-15] deducimos 
2 
rxxios] NL 1 ersento) "Person ecos = NETO OOSO, 


do 1 — ef sen p 


y por tanto, la derivada logarítmica de [XX-105] será 





F” 1 dN sena | dy 
ada ala o 
eS e' sen q cos? p — sen y + ex sen? y e 
1—es 
es decir 
[xx-110] F”(q9) = — cost. Ni 
si introducimos 
[XX-111] t=tep , l/ícotq=1+*. 


Derivanda, respecto de q los miembros extremos de [XX-109] y te- 
niendo en cuenta [XX-106] resulla 
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[XX-112] > = == = — corp(14+ 0 , 
de la que por [XX-109], [XX-105] y [XX-111] deducimos: 
[XX-113] E” (q) = — co p.N(1—* + y). 
De ésta y la [XX-105] se obtiene 
[XX-114] + == tota 


= — cos q + sen q — e*costq 
y derivando ambos miembros respecto de q, recordando [XX-106], se ob- 
tiene 
pr P"F”” 

[XX-115] IS TN 
= (4 cos psen p + 4e* cos” p sen p) (1 + y)cosp , 
es decir, por [XX-109], [XX-114] y [XX-107] será 

1Y 
EXX-116] ES = seno cos p(1— 4 + 

+ (44 41) (1+1)s5en p coso , 
y al aplicar [XX-105] y [XX-111] resulta 


[XX-117] F (q) = cost. Nt(5— 1 +9 + to). 
De [XX-117] y [XX-110] deducimos 
IF 
[XX-118] TS — o PL 1) 


= — 5cos*p + sen" q — 9e” cost p — 4e'* cos y. 


Si derivamos ambos miembros respecto de q y tenemos en cuenta 
[XX-106] se obtiene 


FY pr" 
$7 =p 
+ 36€? cos* p sen p + 24e** cos* psenp). (1+1) cos p. 
Teniendo en cuenta [XX-118], [XX-113], [XX-110], [XX-107]1 y 
[XX-111], de la anterior se deduce 
19 —ceos* p(5— t? + 9p* + 4n1) cos" p . N(1—* 4 y?) 
o — A A AA As 
(£%-120] p” cos* p. Nt ES 
+ (12 4 36n" + 24n) (1 4 n)t.cotp , 
de la que por [XX-110] resulta 
[XX-121] FY(g) = cos p.,N(5— 188 + t + 14" — 58p* + 
+ 13n* — 84t'n' + 49" — 2410). 
De [XX-121] y [XX-105] con [XX-111] y [XX-107] se deduce 


[XX-119] + (10 cos p sen p + 2 sen p cos q + 


-— 64! + dy” —24t*y") = 1 — 20 cos* p + (24 — 58e) cos q + 
+ (728? — 64e") cost p + (77e'* — 246") cos y + 28€" cos" q, 
Derivando ambos miembros respecto de q y teniendo en cuenta 
[XX-106] se obtiene 


vi vor» 
[XX-123] Ss a += + [40 cos q sen p— 
—(96 — 232€") cos! p sen q — (432e” — 384e") cos” qp sen y — 
- -(616c”* — 1928") cos" q sen q — 280e* cos” q sen p] (1 + n*) cos y. 


FY (q) e 4 2 . 2 2.2 *_ 
[XX-122] Ma = cost p(5 — 188? + tt 4 14? — 587" + 137 
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De ésta, al aplicar [XX-105], [XX-122], [XX-109], [XX-107] y 
[XX-111] se deduce: 
'YI 
qx 124] HE — — sen op cos! (5 — 18% + E + 14p! — Bt? + 
N cos p 
+ 13! — 64p* + 4n' —248n") + sen p eos p(1 + 1?) (40 + 40t* — 96 -p 
+ 232" + 23287? — 4327" +- 384n* + 384! — 616n! + 1927" +- 
+ 192%" — 28091). 

De la [XX-124] y [XX-111] resulta 

[XX-125]  FY(q)= — cos' p . Nt(61 — 58t% + Y + 270p? — 3308? + 
+ 4457 *— 680tp' + 44" — 600€" + 88? — 1928"). 

Si para el punto de latitud q situado sobre el meridiano principal, se 
expresa su abscisa contada desde el polo Sur mediante S, para lo que se 
sumará al segundo miembro de la primera de [XX-104] un cuarto de me- 
ridiano, de manera que 
[XX-126] S = F(q) + Cuarto de meridiano, 
la aplicación de [XX-105], [XX-110], [XX-113], [XX-117], [XX-121] y 
[XX-125] a [XX-104] nos dará las coordenadas de los puntos de la carta 


con las ordenadas contadas a partir del meridiano principal del huso en 
cuestión; 


Pecos” q. Nt l'costp. Nit 


X=S+ (5—84+90+4m0+ 


2 24 
e Nt (61 — 588 + t* 4 270p" — 33081? + 
+ ddin! — 6808n'+ 44p* — 600én" + 88n* — 19287") + 
[XX-127] UOC 
=1cosp.N + mA eu 
Lomo N (5 — 18% 4 tt + 14" — 58én? + 


+ 137" — 64tip* + dy" — 24tp") + O(8), 


Si en [XX-127] hacemos €. =e'=y =0 obtenemos las coordenadas 
de la proyección cilíndrica transversa de LAMBERT para la esfera, en que 
N=a (8 77, ejercicio 2). 

La dilatación lineal m la calcularemos mediante [XX-14], al tener 
en cuenta las [XX- 127] y [77-15]. Así se obtiene, al despreciar términos 
de orden superior a n? y l: 


0 (Y (3) "it [o e 


2 
rose Mt (5 + 91)+ 0(5)) + (cosm.N + 
4 6 
y ES ae AR o 188 


+4 14? — Sta) + 0(8)) ae 


2 Ad Bn — Té . 1/2 
= sl LA o e(1+00+8%costp. —_A EE +01) ] 


y desrerollando en serie binómica resulta 
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(o0X-129] m=1+ e 259 d+ me+ 
3É 1 cos' y (5 — 41? y 14p* — 288%") + O(1. 


24 
Esta dilatación lineal coincide con la de LAMBERT ($ 77, ejercicio 8) 
para excentricidad nula e. =e'=p=0. 


Si queremos calcularla en función de la ordenada Y, de la segunda 
de [XX-127] deducimos 


3 
[XX-130] = = La Pe IPR? 0, 
y elevando sucesivamente al cuadrado 
DOC181] 7 = Coso + EL PA 1) + 001) 


[XX-132] Y*¡N' = Peosto + O(Í), 
Combinando adecuadamente [XX-132] y [XX-131] para sustituir en 
[XX-129], resulta 


[XX-133] m=1+ (1+n0 de 


a 

o CN Y. 

+ zar 0 + 2) + 0 (7 ). 

Esta dilatación lineal, coincide con la de LAMBERT para el'caso de 
la esfera en que ei=e' =n=0 y N=a, ($ 77, ejercicio 4). 

Para obtener la convergencia del meridiano definida en $ 77, ejerci- 
cio 5, en la que l!=l, constante, será más cómodo referirse al paralelo 
y =p que pase por el punto que se considere y que en la carta con- 
tinúa siendo ortogonal al meridiano, pues entonces se deduce fácilmente 
de las [XX-127] la pendiente 


Y aX 9X oY 
A A A E .t 
[XX-134] tgy = A a [ cos y + 
3 3 . jo 1] : 
E 6—P+ 9 + 40) + A (61 — 580 4 


+ 4 270 — 330" + 445n! — 680* + 44p* — 600éy* + 
P cos y 


+ 88y*— 1928 +00 | : [+ iS E 
TR a (5 18E 4 14 147" — 58? + 187 — 64t + 


+ 4n — 24t*n) + 0(1) ] = 


= lcosq.ta + Pecos q.tas + Ecos tp.tas + O(P) , 
en que los coeficientes indeterminados 4,, ds, as se calculan fácilmente. 
reaultando finalmente 
Pcos*q.t 
3 


( 1428 + pp e o 208 + 


|[XX-135]  tgy = 1cosp.t + (14 4480 +2n) + 


2 co p.t 
15 


3 11 a 
+ 1 30t + G— 128 ) 4 000). 
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Esta convergencia del meridiano coincide con la de LAMBERT ($ 77, 
ejercicio 5) para el caso esférico £,=e' =py=0. 

Las fórmulas [XX-127], [XX-129] y [XX-135] han sido preparadas 
para el tálculo con máquina y tabuladas en la publicación técnica nú- 
mero Y del Instituto Geográfico Militar: Coordenadas planas rectangu- 
lares Gauss-KRiGER. Nuevas fórmulas y tablas para cálculo con máquina 
(Buenos Aires, 1946). 


V. Bibliografía. — 1. Los tratados generales de Análisis matemático 
(citados en Cap. XVIII, nota III, 2), en particular los franceses, suelen 
dedicar extensos capítulos a la Geometría diferencial, Son por ejemplo, 
notables los de GOURSAT, VALLÉE POUSSIN y en forma vectorial, las ex- 
posiciones de VALIRON y SEVERI (citados en Cap. VI, nota V1-2, 4 y 5). 


2. Los textos de cálculo y análisis vectorial y tensorial (citados en 
Cap. XVII, nota V-1, 2 y 5) tratan preferentemente la aplicación del 
tema a la Geometría diferencial. El citado de BIEBERBACH €s una breve 
y excelente introducción de rico contenido. 

Existe también como curso didáctico excelente para ingenieros el de 

G. JUVET: Legcons d'Analyse vectorielle: 1re. Partie: Géométrie diffé. 
rentielle des courbes et des surfaces. Théorie mathématigue des champa 
(reimpr. 1945); 2e Partie; Applications de P'Analyse vectorielle, Intro- 
duction á la Physique mathématique (1935; Rouge, Lausanne). 


3. Exposición parcial, dedicada sobre todo a las teorías de contacto 
y envolventes, seguidas del estudio de curvas y superficies es: 

G, JULIA: E£léments de Géométrie infinitésimale (Gauthier-Villars, 
Paris; 2% ed,, 1936). 

Más extensas y modernamente concebidas son 
A Ml C. GRAUSTEIN: Differential Geometry (Macmillan, Nueva York, 

947). 

D. J, STRUIK: Lectures on classical Differential Geometry (Addison- 
Wesley, Cambridge, Mass., 1950); traducción española: Geometría dife- 
rencial clásica (Aguilar, Madrid, 1955); 

L, P. EISENHART: An Introduction to Differential Geometry (Univ. 
Princeton, 1940); 

G. JuLIa: Cours de Géométrie infinitésimale (2% ed., en fascículos, 
Gauthier-Villars, París, 1953-1955). 

Moderna y excelente obra, incluyendo la diferenciación exterior, es 

E. VIDAL ABASCAL: Introducción a la Geometría diferencial (Dossat, 
Madrid, 1956). 

Amplio uso de métodos vectoriales y tensoriales en la presentación de 
material clásico, se hace en: 

V, HLAvatTY:; Differentialgeometrie der Kurven und Fláchen und 
Tensor-Rechnung (Noordhoff, Groningen). 


4. La obra fundamental que responde al estado actual de la Geome- 
tría, tratando en cl primer volumen la teoría métrica de curvas y super- 
ficics, en el segundo la Geometría afín y en el tercero las Geometrías 
especiales, es la de 

W. BLASCHxE: Vorlesungen dúber Differentialgeometrie (3 vols., 
Springer, Berlín, 4% ed., 1945; 1923; 1929). 

Un tratamiento más breve del primer volumen de la obra anterior, 
debido a la introducción del método de CARTAN y a la omisión de algu- 
nos tópicos, está en 

W. BLASCHKE: Einfúhrung in die Differentialgeometrie (Springer, 
Berlín, 2% ed., 1960). 

Tomadas en estos libros, están las conferencias en castellano: 

W. BLASCHXE: Geometría diferencial moderna (Instituto de Mate- 
máticas “Jorge Juan”, Madrid, 1950). 

Obras clásicas de consulta son 
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, G. DARBOUX: Legona sur la théorie générale de surfaces; vol. 1: Gé- 
néralités. Coordenades curvilignes, Surfaces minima; vol. 11; Leg con- 
gruences et les équations linéaires aux dérivées partielles. Des lignes bra- 
cées sur les surfaces; vol, IM: Lignes géodésiques et courbure géodésique. 
Paramétres différentiels. Déformation des surfaces; vol. 1V: Déforma- 
tion infiniment petite et reprégentation sphérique (22% ed., Gauthier-Vi- 
llars, 1925), 

y la primera en introducir el cálculo diferencial absoluto: 

L. BIANCHI: Lezioni di geometria differenziale (2% ed., 2 vols., Spoe- 
rri, Pisa, 1902-3). 

Sobre este método, aparte las ya citadas en Cap. XVII, nota V, 5, 
está la extensa obra: 

J. A, SCHOUTEN y D. J, STRUIK: Einfúhrung in die neueren Metho- 
den der Differentialgeometrie (2 vols,, Noordhoff, Groningen, 1988), 
así como el valioso libro: 

J, A. SCHOUTEN: RicCi-caleulus. An introduction to tensor analysis 
and its geometrical applications (Springer, Berlín, 2% ed,, 1964). 

Un método directo original contiene el segundo volumen de la obra 
de BOULIGAND (citada en Cap. XVII, nota V, 2), y con nuevos resulta- 
dos siguiendo el camino trazado por éste y MENGER, los fascículos de: 

C. Pauc: Les méthodes directes en Calcul des variations ed en Géo- 
Vriva AAA (Actualités Seient. et Ind,, nos. 886-6, Hermann, Pa- 
rís, 1941). 


5. Sobre la Geometría, de RIEMANN existen importantes libros, tales 
como: 

C, E. WEATHERBURN: An introduction to Riemannian Geometry and 
the tensor calculus (Univ, Cambridge, 1938), 

L. P. ElISENHART: Riemannian Geometry (Univ. Princeton, 2% ed., 
1949), 

E. CARTAN: Legons sur la Géométrie des espaces de RIEMANN (Gau- 
thier-Villars, París; 2% ed., 1951), 

Un didáctico y moderno tratado de temas superiores de Geometría 
diferencial es 

G. VRANCEANU: Lecons de Géométrie différentielle. Vol. 1: Congruen- 
ces. Formes de PFAFF. Groupes continus. Invariante et équivalence. Espa- 
ces d connexion affine. Espaces de RIEMANN. Espaces d connexion pro- 
jective (Bucarest, 1947). 

El mejor libro sobre la generalización de los espacios de RIEMANN, 
con una investigación sistemática del papel que juega la diferenciación 
en la fundamentación de la teoría y la introducción de una clase de pro- 
blemas naturales (la mayoría no resueltos en n dimensiones) como guía 
para desarrollos futuros es: 

H. BUSEMANN: Metric methods in FINSLER spaces and the founda- 
tiona of Geometry (Annals of Math. St, n% 8, Univ, Princeton, 1942). 

El libro anterior trata con métodos modernos las fecundas ideas que 
originó en su tesis: 

I', FINSLER: Uber Kurven und Fláachen in allgemeinen Rúumen (G6t- 
tingcn, 1918; reimpresa con bibliografía adicional por H. ScHUuBERT, Birk- 
hiluser, Basilea, 1951). 


6. La obra clásica de Geometría diferencial proyectiva es 

G. PuBint y E. CECH: Geometria proiettiva differentiale (2 vols, 
Ziwiehelli, Bolonia, 1936), 

Contiene métodos y resultados nuevos, con bibliografía a partir de la 
anterior, la obra: - 

G. Hon: Projektive Differentialgeometrie. 1 Teil. (Vandenhoeck y 
Enprecht, Góttingen, 1950). 

Otbris importantes obras, la segunda continuación de la primera, son: 

LL PLANE: Projectivo differential Geometry of curves and surfaces 
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(1982); A treatise on projective differential Geometry (1942; Univ. 
Chicago, 111.), 


7. Sobre representación de superficies y su aplicación a la cartogra- 
fía terrestre, es admirable y fundamental la clásica obra: 

M. A, TIissoT: Mémoire sur la répresentation des surfaces (París, 
1881). 

Excelente folleto de divulgación es 

F, AGUILAR: Nociones sobre proyecciones cartográficas (Lecciones de 
Geodesia, 3% parte, C, Est. Ing.; Ser. A, n? 3, La Plata, 1941; reimpr. 
Asoc. Prof, Fac. Ciencias Fisicomat,, 1954). 

Una síntesis didáctica extraída de la obra de Tissor y de publica- 
ciones técnicas del Instituto Geográfico Militar de la Argentina es: 

P. PI CALLEJA: La proyección conforme cilíndrica transverea de 
LAMBERT como introducción a las coordenadas de GAuss-KrRÚUGER (Centro 
Est. de Ing., San Juan, 1946), 

En general, los tratados de Geodesia contienen exposiciones más o 
menos extensas sobre la cuestión. Una obra monográfica moderna con 
los preliminares matemáticos necesarios para la formulación de las rela- 
ciones características de las transformaciones generales discutidas, con 
introducción de coordenadas vectoriales generales complejas para el es- 
feroide que permitan la aplicación de los métodos funcionales de variable 
compleja, es: 

R. Kónic y K, H. Wrisek;: Mathematische Grundlagen der hóheren 
Geodásie und Kartographie, Erster Band: Das Erdsphároid und seine 
konformen Abbildungen (Springer, Berlín, 1951). 

Puede considerarse como un resumen de la anterior la obra: 

P, D, Thomas: Conformal projectiong in geodesy and cartography 
(U. S. Dep. of Commerce, Coast and Geodetic Survey, Publ. n* 251, 
Wáshington, 1952). 


8. El estudio de la Geometría reglada, aparte los capítulos anterio- 
res en las obras generales de Geometría diferencial antes citadas, puede 
iniciarse en: 

L. Weiss: Elinfúkrung in díe Liniengeometrie und Kinematik (Teub- 
ner Leitíáden, Leipzig, 1935). 

R. SAUER: Projektive Liniengeometrie (Góschen, Leipzig, 1987). 

Es clásica la obra más extensa 

G. KOENIGS: La Géométrie réglée et ses applications (Gauthier-Vi- 
ars, París, 1895), 
modernamente continuada y profundizada en 

A, CHARRUEAU: Complexes linéaires. Fuisceauxa de complexes linéatd 
res. Suites et cycles de complexes linéaires conjugués (Mém. Sci, Math. 
n% 120, Gauthier-Villars, París, 1952). 

Mediante el uso de coordenadas plitckerianas, transporta el estudio 
de las multiplicidades regladas al de la geometría diferencial de una cuá- 
drica de 4 dimensiones en un espacio proyectivo de 5 dimensiones, la 
extensa obra 

Y. HLAVATY: Differentielle Lintengeometrie (1945; trad. inglesa: 
Differential linie geometry, 1953; Noordhoff, Groningen). 


CAPÍTULO XXI 


INTEGRALES GENERALIZADAS. 
SERIES E INTEGRALES MÚLTIPLES 


$ 78. INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 


1. Definición como límite en un conjunto dirigido. — En 
Geometría analítica se aprecia la ventaja de introducir siste- 
mas de abscisas distintos del cartesiano, Si x es la abscisa car- 
tesiana, o sea la distancia al origen O, tomemos como abscisa 
cualquier función creciente g(x) y veamos cómo se modifica el 
concepto de integral de RIEMANN al adoptar estas abscisas ge- 
nerales. 

Dividiendo el intervalo [a,b] por puntos intermedios 
a=x<, <...<x,.=b los incrementos de abscisas son 
3, =g8(2,)— g(7,1)> 0 y formadas (cfr, $ 48-2 y 3) las su- 
mas 

s=Ym,5 , S= XYEM,i, , 


es $ < S. Como las demostraciones dadas en $ 48 son genera- 
les para todo sistema de abscisas, resulta para la suma s' for- 
mada con cualquier partición xr”, que s' < S”, cualquiera que 
sea la partición x”. 

Si las clases s y S son contiguas, el número frontera se 
llama (según STIELTJES) integral de f(x) respecto de la mé- 
trica g(x) y se designa con la misma notación 


(£) / £ (2) dx 


anotando a la izquierda la métrica adoptada; o más claramen- 
te así: 


> 
[78-1] J' f(w)dg(x). 


Como las s crecen al subdividir y las S decrecen, unas y 
otras llegan a diferir del número frontera menos de E desde 
una partición en adelante, y lo mismo toda suma intermedia, 
resulta 
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b 
18-21 / t(ajdg(z) = limXy,d,, con m<m<M,, 


donde el límite se toma según el conjunto dirigido de las par- 
ticiones x (nota 1) pudiendo tomarse en particular y. = £(£.), 
si es ¿, un punto cualquiera del intervalo (2,.,, 2,). 

Si las clases $ y S no son contiguas, resultan como extre- 
mos la integral inferior y la.superior. 


Notas: 1. En [78-2] hemos utilizado el concepto de límite según el 
conjunto dirigido de particiones ($ 2-7, nota 2, y $ 48-3, a). 

La integral de STIELTJES es ejemplo de la fecundidad de los llamados lí- 
mites divigidos o generales, Consideremos en general un conjunto de números 
reales jua + (tal el de sumas inferiores s) en correspondencia con sus ín- 
dices a (no necesariamente números), índices ordenados según un crite- 
rio de dirección ($ 2-7, nota 2) (tal las particiones dirigidas según el 
criterio de subdivisión ($ 48-3) y a cada una de las cuales corresponde 
una suma inferior gs). 

Entonces, la definición de límite de una sucesión ($ 20-1) puede ge- 
neralizarse al conjunto Jua + dirigido según índices, así: 


DEF. 1. El conjunto dirigido Ua tiene límite l si a todo número po- 
sitivo e corresponde un índice 03 tal que para todo índice «u[>]as se 
cumpla | ua —l|<e. 

Respecto de la existencia del límite l! vamos a demostrar el teorema 
análogo al criterio general de convergencia de BOLZANO-CAUCHY (5 20-6), 
es decir: 


TE0R. 1. Condición necesaria y suficiente para la existencia del lí- 
mite de un conjunto dirigido Jua | es que a todo número positivo e co- 
rresponda un índice a tal que para todo par de índices a'[>]u0, a”[>]00 
Be cumpla | ar —Uua* |< E. 

En efecto, la condición es necesario, porque si existe límite !, según 
la definición 1 sea Qs el índice correspondiente a e/2. Entonces, para 
evalquier par a'[>]0, a“[>]0 será 


jua —ua” | < | ua —1| + |!I— ue” | < e. 


La condición es también suficiente, pues de la misma se deduce por el 
absurdo que es 


0 < extr sup Ua — €xtr Inf da < € , 
a[>]w a[>]0s 
de donde sigue la igualdad 
extr inf (extr sup ua ) = extr sup (extr inf ta). 
Mo a[>]00 Mn a[>)Jas 


lúste último valor común | es el límite que cumple la definición 1, pues 
poro ser igual al primer miembro, existe un índice (q, tal que para todo 
vio lu, es a. <1i+e, y por ser igual al segundo miembro, existe 
otra índice qu: tal que para todo au[>]Ja:. es tu >i—e. Un indice 0 
que ea a la vez (6 [>)]a, as+[>]a: verifica la definición 1. 

Un conjunto dirigido Ja | puede ser monótono según sus índices. 
Aní definiremos: 

Der. 2. El conjunto dirigido Jua | se llama creciente (decreciente) 
al la condirión a'[ > Ja” implica 

Ua' > Ha” (Ua” < ua”). 
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Por ejemplo, las sumas inferiores s forman un conjunto creciente y 
las sumas superiores S un conjunto decreciente, ambos dirigidos según 
las particiones ordenadas por el criterio de subdivisión ($ 48-38), 

Entonces, demostremos (cfr. $ 20-4) : 


TEOR. 2. Todo conjunto dirigido creciente Jua | tiene límite finito o 
infinito (8 20-1) coincidente con el extremo superior ($ 23-14) de los 
RÚMETOS Ua . 

En efecto, si dicho extremo superior es | (infinito), respecto de todo 
número l—e< 1 (H< +00) existe algún índice o. tal que 


l > ua, > 1—e (Ua, >H) 
y para a[>]0w, por monotonía, será también 
l1> a >l—e (ua >H) , 
cumpliéndose la definición 1. ] o . 
Teorema análogo se cumple para todo conjunto dirigido decreciente 
con extremo inferior en lugar de extremo superior, 


Estos teoremas demuestran riguro- 
samente la igualdad [78-2]. 


2. Acabamos de ver que la existen- Ea (o 
cia de la integral implica la convergen- l guor 
cia, hacia un mismo límite, de las sumas 

[78-2] para 1 —> 00, es decir, con error 

< e, desde una partición en adelante, 0 
pero caben tipos especiales de partición. 

con norma h-—>0, que ho dan sumas 
convergentes hacia el valor de la integral, He aquí un ejemplo, muy sen- 
cillo (fig. 265) : 


Fig. 265 


_j=0 siées e<0 
a Ma ” y Y >0 
_j=0 ” on r<Xo0 
E0=1=1 2... .>0 


En las particiones que no tengan el origen como punto de división, 
es 81 =0 y Sr =1, por pequeña que sea la norma. Sin embargo, eli- 
giendo O como punto de división es $=0, S =0, luego existe la integral 
y vale 1=0. 

Salta, pues, a la vista la ventaja del método de las clases y el del 
límite según las particiones x, sobre el método de la igualdad de límites 
ordinarios para las diversas sucesiones y sobre el método del límite según 
la norma (ver ejercicios). 

En algunos textos (por ejemplo HoBson, citado en Cap. IX, nots 
VIII, 3) la integral definida según [78-2] suele llamarse integral gene- 
ralizada de RIEMANN-STIELTJES. Caso particular de ésta es la integral 
restringida de RIEMANN-STIELTJES (sólo considerada en muchos textos 
clásicos, por ejemplo LEBESGUE, citado on Cap. XIII, nota V, 3), definida 
cuando existe límite según la norma y que expresaremos así; 


5 
[78-3] (R-St) il £ (2) de (2) = lim 3prb,. 
20 


a 


2. Relación con la integral de Riemann. — Entiéndase bien 
que en la notación [78-1] significa dg(x%)=Ag(x), esto €s, 
incremento y no diferencial, pues la función g(x%) puede no 
ser diferenciable ni siquiera continua y, por tanto, esta nota- 
ción es más general que la de LEIBNIZ. Este nuevo concepto 
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coincide con el clásico de integral (R) cuando g(x) tiene de- 
rivada integrable (R). 


En efecto, si es g'(x)=a(x), es ($ 385-1): 
[78-4] 8 (2,) — g(2,1) = a(é,)Axr >», 
y las sumas: 
[78-51]  Sf(E,)lg(x0,) — g(2,1)] = Xf(é)a(£,)Ar , 


que están comprendidas entre s y S, llegan a diferir de [78-1] 
menos de e, desde una partición 1”; pero esas mismas sumas, 
desde una partición x posterior a a, llegan a diferir menos de 
s de la integral de RIEMANN: 


b 
[78-6] S f(x)a(e) de 


si ésta existe: tal es el caso cuando se suponen ambas funcio- 
nes f(x) y a(x) integrables (R) ($ 49, ejercicio 2); luego 
las integrales [78-11] y [78-6] difieren en menos de 2s, y como 
e es arbitrariamente pequeño, deben ser iguales. 

Más general: aunque g(x) no sea derivable, si es integral 
eS de una función a(x*) (continua o discontinua), es 
ecir: 


L 


[78-7] g(x) = $ a(ajdz E 


subsiste [78-4] sustituyendo a(¿,) por un valor u, compren- 
dido entre los extremos m, y M, de a(x) en el intervalo par- 
cial; y al multiplicar por f(£,) se obtiene una suma interme- 
dia entre las s y S que conducen a la integral [78-6] si es 
1(£,)> 0, y por tanto, la integral (St) coincide con la [78-6] 
si ambas existen. Cualquier caso se reduce al f(x) > 0, por la 
propiedad aditiva, expresando Í como diferencia de dos fun- 
ciones no negativas: i= |f| — [|f| —f]. 

En particular, si a(x) es continua, es g'(x)=u(x) y re- 
caemos en el caso anterior. 

La integral de tipo (St) es, pues, una generalizatión de la 
(R); y es legítimo usar la notación [78-1]. 


NorTas: 1. No basta que f(x) sea integrable (R), ni aun continua, 
y Rí(r) derivable, para que exista [78-6]. Por ejemplo, si se toma 
f(x): . 1 y como g(x) la función de VOLTERRA (Cap. XIII, nota IV), 
que tiene derivada acotada no integrable (R), entonces no existe la in- 
legral [78-60], mientras que existe la integral de STIELTJES: 


b 
f de(=) = g(b) — gla) , 


dondo g(x) es de variación acotada ($ 78-6), según se comprueba al 
auplienr [78-41 (cfr. $ 56-9, nota 1). 
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2. Se puede considerar a g(%) como medida de una masa repartida 
en el intervalo (a,b) y entonces Ag(w) será la masa en [%.,, tr]. Si 
g(x) es continua, la masa de cada punto es nula;pero cabe que existan 
masas puntuales aisladas, y si o es la masa del punto xs», la función 
e), aho un incremento o salto o al pasar de la izquierda a la dere- 
cna de Xo. ' 

Por esta interpretación, en que reside la importancia de la integral 
de STIELTJES en Física, se llama g(x) función de repartición (o de dis- 
tribución) ; y cuando existe a(x), ésta es la densidad (lineal). 


3. Condiciones de integrabilidad. — Son las mismas ya es- 
tudiadas en la integral (R), consecuencias inmediatas del cri- 
terio general: 

Condición necesaria y suficiente para la existencia de la in- 
tegral [78-1] es que para cada e > 0 exista una partición tal 
que sea 


[78-8] Zo,Le (2,) q £ (271) 1 X£ , 


donde como siempre es 0, =M,—m,. La [78-38] equivale a 
poner que el límite según las particiones es lim Xw,5,=0 
($ 78-1, nota 1, definición 1). " 


En cambio para la existencia de [78-1] no es necesario (cfr. ejem- 
plo $ 78-1, nota 2) que sea nulo el límite según la norma 
[78-9] lim Y w,3, = 0; 

h>0 

dicha condición [78-9) es necesaria y suficiente para la existencia de la 
integral restringida [78-83]. Ésta permite formular la condición análoga 
a la de LEBESGUE (Cap. XIII, nota III, c). Diremos que un conjunto de 
puntos es de medida (g) nula si puede encerrarse en un número finito o 
infinitomumerable de intervalos abiertos de medida 5,, tales que 3$8-< e. 
Entonces, la misma demostración del Cap. XIII, nota III, prueba que 
para la existencia de la integral restringida [78-3] de RIEMANN-STIELTIES, 
es condición necesaria y suficiente que el conjunto de puntos de diaconti- 
nuidad de f(x) sea de medida (g) nula. Pero esta condición no es nece- 
saria para la existencia de la integral (generalizada) [78-13] de RIEMANN- 
STIELTJES. Así, en el ejemplo de la nota 2 del $ 78-1, aunque f(x) tenga 
un solo punto de discontinuidad, éste no es de medida (g) nula. 


En particular, se obtienen los dos casos capitales, suficien- 
tes de integrabilidad, para [78-1] : , 
I. f£(x) continua. Siendo 0, < w desde una partición, es: 


S—3=XY0,9, < 029, = olg(b)—g(a)] <e , 


eligiendo w suficientemente pequeño; luego existe la integral 
[78-1] de STIELTJES, aunque g(x) sea discontinua, si es monó- 
tona. 

IL. f(x) monótona. Suponiéndola, por ejemplo, creciente, 


es: 
S—3=X=0,5, < hYlo, = h[£(b)—f(a)] 


si son todos los 5, < h, o sea glw.)—g(r,,)<h; y esto se 
verifica desde una partición en adelante si g(x) es continua, 
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En $ 78-6 generalizaremos estos dos tipos para funciones 
de variación acotada. 

NOTA. Ambos casos: I, f(%) continua y g(x=) monótona, y Il, f(x) 
monótona y g(x) continua, son suficientes para la existencia de la inte- 
gral restringida [78-3], pues los razonamientos subsisten para una norma 
h=>0 en adelante ($ 49-1). 


4. Propiedades fundamentales. — Basta repasar $ 48-5 (que 
ya fué desarrollado con miras a esta generalización) para ver 
que subsisten sin modificación las propiedades siguientes con 
sólo interpretar ahora 3, = g(x,) — g(x,-1). 


a) Teorema del valor medio: 


> 
[78-10] f tíwdag(e) = ule()0—E(0)] , (m<pu<M) 


siendo my M los extremos de f(x) en (a, db) 
b) Permutación de extremos: 


a b 
[78-11] f timagta) = — f tía) 
1 a 


[78-12] f rimastz) 0 


c) Aditividad respecto del intervalo: 


ra fe. Jefa foo 
a a E a e 5 


NoTA 1. En conexión con la 1% [78-13] observemos que para la in- 
tegral restringida (R-St) ($ 78-1, nota 2), la existencia de las dos 
integrales del 2% miembro no implica la del 1% Por ejemplo, si 


¿¡— 31, (0<%<1) _f0, (0<x<1) 
19= ¿> , (1<x%<2) á s= 47 (1<x<2 , 


so tiene 
1 2 
(R-St) S f(x)dglx)= 1 , (R-St) Í f(x)dg(x)=0 , 
0 5 
pero 


2 
(R-St) f f(x)dg lx) 
0 
no vxiste, 


dy) Lincalidad respecto del integrando: 


h b 
[78-14] $ kt(x)dg(x) = k $ tíx)dg(=) ; 
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b b 
[78-15] Al ¿ t,(2) | dina $ El (1) dg (o). 
1 1 
e) Linealidad respecto de la distribución g(x): 


[78-16] f toa [ teta] A taste, : 


[78-17] fia 3 gn(x) | = $ a 1 (2) den(x). 


103 
f) Propiedades de monotonía. — Para g(x) creciente la 
integral de una función >0 es > 0; resulta entonces de d) 
por sustracción : 


[78-18] Si f(x) < p(o) S £(x) de (x) < f p(dg(e) , 


le (e) erec.]. 
De aquí pi observando qye —|1(0)] <f(0)<|f(0))|: 


=$ (2) |dg() < finas ESOS | 


lg (x) creed , 
o sea (cfr. ¿48-29]) : 


ea | t(2)ag(z)| < ES ,  [g(z) erec.]. 


También resulta de a), o bien de [78-18], por ser |f(x)|< 
< Máx |f(x)1, que 
asz=sb 


nes f |E(2)] dg(=) < Máx |1()].[1£(09—2(0)7 , 


le(=) crec]. 
g) Continuidad de la función integral: 


[78-21] F(a) = f £(=)dg(=). 

É Su incremento, según [78-13] y [78-10], puede expresarse 

así: 
z+h 


[78-22] F(a+)—F(e)= f f (2) de («) = 


= ule(x+h) —g(x)1 , 
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siendo m < uy < M si g(x) es creciente; si además es continua, 
este ineremento es arbitrariamente pequeño tomando h suíi- 
cientemente pequeño; luego F (x) es continua si lo es g(x), y 
f(x) es acotada. En cambio, es importante hacer notar que la 
función integral de STIELTJES es discontinua en los puntos don- 
de f(x) es continua y no nula, si en ellos es g(x) discontinua. 


NoTA 2. El cociente AF/R tiene límite para h—>0, si existe g'(x) y 
f(x) es continua; pero este caso especial, que da F'(x)=f(r")g"(x) ha 
sido tratado en $ 78-2, 


5. Distribución discontinua de 1* especie, — Consideremos 
el caso más sencillo, con salto o en é£: 


g(x) = y para =<g, 
glz)=p+0u para x= >é¿ 


Cualesquiera que sean log puntos x, de partición, el salto 
se presenta en un solo intervalo y en él es Ag = 6, mientras 
en los restantes es Ag = 0, luego las sumas por defecto y por 
exceso son s=M,5, S= M,o, y si f(x) es continua tienden 
m, y M, hacia f(£); por tanto, existe la integral, y vale: 


b 


$ tm 4g(a) = ote). 


En general, si son variog los puntos é, de discontinuidad 
de la función escalonada g(x) con saltos c,, en número finito, 
resulta análogamente: 


6 
[78-23] al f(a)de ta) = af(E) + ett) +... of (£,). 


La integral de STIELTJES permite, pues, expresar sumas fi- 
nitas; y cuando estudiemos intervalos infinitos veremos que 
funde en un solo algoritmo las series y las integrales conver- 
gentes ($ 80). 


6. Funciones f(x) ó g(x) de variación acotada. — a) Aun- 
que hemos supuesto g(x) creciente, la descomposición de JOR- 
DAN ($ 55-9, d) permite generalizar la integral (St) al caso 
en que g(x) sea de variación acotada, es decir, diferencia de 
dos funciones crecientes: g(x)=g8,(1)—egez(x), pues basta de- 
finir: 


> b 5 
[78-24] al f(x) de (x) = $ t(dag(z) == $ 10 de.(z) 


o bien llegar a ella partiendo de las sumas [78-2], que se des- 
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componen en diferencias de dos, cuyos límites son estas inte- 
grales, si existen. Tal sucede, por ejemplo (criterio 1), si f(x) 
es continua; pero cabe también, como en la integral (R), que 
exista la integral (St) de función f(x) muy discontinua. 

Escribiendo las fórmulas [78-10] a [78-17] para g, y para 
£», y, restando las de cada par, quedan generalizadas las pro- 
piedades del $ 78-4 para distribuciones g de variación acótada. 

También el tipo I1 (f(x) monótona y g(x) continua) ad- 
mite análoga generalización, expresando Í(x)= f,(x)—f2(z), 
eS diferencia de funciones crecientes, si es de variación aco- 
tada. 

Resumen: Los dos tipos fundamentales de existencia de la 
integral (St) son éstos: f(x) continua y gí(x)- de variación 
acotada, o viceversa. Como de uno se pasa al otro mediante in- 
tegración por partes, como veremos en $ 79-1, ambos son equi- 
valentes, y tienen todas las propiedades a)-f) demostradas en 
$ 78-4 como inmediata generalización de la integral de RIE- 
MANN. 


5) En cambio, las propiedades de monotonía ($ 78-4, f), que exigían 
g(x) creciente, se generalizan así: 


TEOR. 1. Llamando Vx) a la variación total (8 55-9, a) de g(t) 
en [a, xl: V(x)=V.*g(t) en: 





b b 
[78-25] | S i(W)de(=)| < S 1£(0)|4V (0) < os |£(=)1.V (5). 
a a 


En efecto, si P(x) y N(x) son las variaciones positiva y negativa 
de g(t) en [a,*], de g(x)=8(a)+ P(x)—N(x), resulta por $ 78-4, e 
y la definicación [78-24] 


b b b 
[78-26] S 1(x)dg (x) = IN f(x)dP (x) — ' f(z)dN(x) , 


de donde, por [78-19] y [78-17] con P(x)+ N(x)= V (x): 


b 5 b 5 b b 
| 2d < | f sar | + $ sas] < S |£[dP + fieras =/ 12] dv. 
[o] a a a a a 
La segunda parte de [78-25] resulta de [78-20], pues 
Vía) = V*g(t) = 0. 


NoTA. La 1% desigualdad [78-25] suele escribirse, con otra notación 
para su 2% miembro, así: 





b 
[78-27] if 1(=)de (1) 


a 








d» 
< $ 1£()1.148(2)1. 


Aplicando [78-27] a cada intervalo de una partición cualquiera de 
[a, 4] y sumando las desigualdades se demuestra: 
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TEOR. 2, Si f(x) es continua y g(x) de variación acotada en [a,b], 
entonces 


F(z) = S £(0 de (t) 


es también de variación acotada en [a, b] y 
¡ z 
Ve) = FO < f 01 10. 
a 


c) En muchas cuestiones es de interés investigar hasta qué punto 
las definiciones de f(x) y de g(x) pueden modificarse sin alterar el ca- 
rácter y valor de 


b 
J í(x)dg(x). 


TE0R. 3. Si f(x) es continua en [a,bl, g(x) de variación acotada 
en [a,b] y toma un valor constante k en un conjunto C que incluye 
a y by es denso en [a,b], es 


b 
friso = 0. 


Por tanto, si ga(x) y gs(x), de variación acotada, difieren en una cons- 
tante k en el conjunto C, es 


p b 
[78-28] Jl f(x) dg, (2) = Ñ 1 (2) dgr(). 


Dem. Basta aplicar la definición de integral restringida (R-St) 
(que existe $ 78-38, nota), usando particiones con puntos de €, 

Como consecuencia del teor. 3, el valor de la integral no cambia al 
modificar g(x) en un conjunto numerable, con tal que siga siendo de 
variación acotada. 


TEOR. 4. Si es g(x) creciente en [a,b], y estrictamente creciente en 
u 4 1, puntos por lo menos, y 1Í(x)>0 es continua y tiene a lo más n 
ceros en (a,b) es 


b 
l £(a)de(=) > 0. 


Dem. Existe al menos un punto xv donde g(xw) es estrictamente ere- 
ciente y f(x) no se anula, Entonces existe un entorno E de xy, [semien- 
torno si 2m=a ó rob], de extremos «, fi, tal que 


ma = mín f(x) >0 , Ag(r)=8(B)—ela) >0 , y 
acrt<B 


b 8 
f 1(=)dg lx) > J f(x)dg(x) > ma.Ag(x) > 0. 


Drr. Llamaremos normalizada de una función de variación acotada 
Elx) en un intervalo [a,b], a la función g*(x) definida asf: 
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gt(a)=0 ; gt(0)= 3l[e(24+0)+ e(x—0)] — g(a) ; 
(a<Z2<b) ; B*(b) = g(b) — ela). 
La normalización de una distribución g(x) no altera el valor de la 
integral de una función contínua, pues por teor. 3 se tiene : 


b 
$ tmale(—e0)—g*(2)] =0 
a 


y entonces: 


TEoR. 5. Si f(x) es continua, g(x) de variación acotada en [a,b] 
y 2*(x) su función normalizada, es: 


b [-] 
S Í(x)dg (x) = ñ 1(x)de* (x). 


7. Nota sobre las funcionales lineales continuas. — El área del tra. 
pezoide determinado por f(t) sobre (a,b) es un número que depende de 
la función f, como también la longitud del arco, los momentos de uno y 
otra, etc.; tales variables dependientes de una función, se llaman funcio- 
nales, El área varía muy poco si f se incrementa muy poco *, y se llama 
funcional contínua, como lo son los momentos de la masa f(t), el volu- 
men engendrado al girar la curva alrededor del eje de abscisas, ete.; en 
cambio, es discontinua la longitud del arco (no se eonfunda con Cap. XV, 
nota 1, e), como salta a la vista en el ejemplo 3 de $ 55-1, multiplicando la 
función por el coeficiente k; pnes, por pequeño que sea k, la longitud es 
infinita; o bien en la familia  =(sen nat) :n; pues el arco sobre (0,1) 
tiene longitud mayor que su proyección vertical igual a 2 para todo n. 

Si la funcional P[f] está definida en el campo de las funciones con- 
tinuas en (0, 1), y de las discontinuas de 1% especie, sus valores para 
las funciones a(t)=1 para 0<t<x, a(t)=0 para x<t<1 depen- 
den del número x; es decir, forman una función glx). 

Si para cada partición finita por puntos «- llamamos f, a la función 
aft) que corresponde al punto x,, la función fr. —fr, es la escalonada 
elemental o función caracteristica del intervalo (%», *r+), en el cual toma 
el valor 1, siendo nula fuera de él. Si la funcional es lineal, su valor 
para esa función será: 

Pl —1,] = P[f,..) — P[f,] = Bl(2r) — B(xr) 5 

y por la linealidad supuesta, el valor de + para cada escalonada que 
aproxima a la función continua f(x), será: 3f(£-) [g (rra) —g(2-)]. Si 
además es P continua, el valor que toma para la función f(x) será el 
límite de estos valores, es decir: la integral [78-1]. Tal es, pues, la ex- 
presión de todas las funcionales lineales y continuas (Teorema de PF. 
Riesz). La demostración está más minuciosamente desarrollada en los 
libros de Ríos (Cap. XXII, nota 1V, 2), PerRON (Cap. V, nota IV, 4), 
LEBESGUE (Cap. XIII, nota V, 3), Banacn (Cap. XVIII, nota II, 3). 


EJERCICIOS 


1. Comprobar que, aun siendo g(w) creciente, puede haber sucesio- 
nes convergentes de sumas 3f(*-)AgB(xr,) al tender a 0 la norma, sin 
existir 


b 
f tias. 


* En el sentido de la convergencia wniforme, es decir | £,(t)—1(t)] <é para todo t. 


368 XXI, INT. GENERALIZADAS, SERIES E INT. MÚLTIPLES $ 78 -Ej. 
Utilizar, por ejemplo, las funciones: 
Í(=) = sen, g(r)=0, sies x* <0, 


f(0= 1 g(x)= 1, 3 x >0 


2. En el ejemplo anterior (integral inexistente), fórmense sucesio- 
nes de sumas $ y S convergentes hacia 0, hacia 1 y, en general, hacia 
cualquier número prefijado entre —1 y +1. 


8. Si sobre un segmento (a,b) hay una carga continua y cargas 
aisladas, la carga total en (a,x) es una función discontinua g(x). De- 
mostrar que el momento con respecto al punto 0 es la integral 


b 
fast) 


poniendo f(x)=ax". 
4, Calcular F(1 +0) para 
z 
F)= fedt+ tm, 
1 
donde [t] = parte entera de £. 


5. Calcular 
+1 


ÓN z dle). 


—1 
6. Calcular 


5 
Ó (x* + 1)d [x]. 
0 


$ 79, INTEGRACIÓN POR PARTES Y SEGUNDO TEOREMA 
DEL VALOR MEDIO 


1. Integración por partes. — a) El significado geométrico 
de la integración por partes 


b B 
[79-1] fu. ds =| 30 —añ0|-/ z.dy 
, z 


es inmediato cuando y es función continua y estrictamente cre- 
ciente de x, en cuyo caso es x función continua y estrictamente 
creciente de y: la suma de los dos trapezoides es igual a la di- 
ferencia de los dos rectángulos Bb y Aa (fig. 266). 

Aun dentro de este caso tan sencillo la segunda integral 


b 


f =.auta) 


1 
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carece de significado si se 
adopta, como de costum- 
bre, la variable indepen- 
diente x, salvo el caso en 
que la función y (1) tenga 
derivada integrable (R), y 
esta condición muy res- 
trictiva priva al Análisis 
clásico del fecundo recur- 
so de la integración por 
partes en cuanto se omite 
esa condición que es arti- 
ficiosa y completamente 
ajena al concepto de área. 

b) Es obvio que la sen- Fig. 266 
cilla relación geométrica 
arriba indicada es independiente de que la curva tenga o no 
tangentes. Tan grave inconveniente de la teoría riemanniana 
de la integral queda subsanado muy sencillamente con el con- 
cepto de STIELTJES sin necesidad de presuponer la teoría sles- 
arrollada en $ 78 *, 

Llamando por brevedad f, =Í(x,). e, = ge (x,) y sumando 
las dos sumas: 


E, = £i(g8.—€£0) + folez—B1) +... + fa (En — En-1) >» 
Ga, = gol£i — lo) + rl — 1) +... + Enrlfa—fo) , 
que conducen a las integrales 


ff.de ] fe.at , 
sale simplificando 


[79-21 F, + Ga = £18n — foBo = f(0)g(b) — f(a)gla) , 
luego pasando al límite resulta: 





b b 
[79-3] f t0.deto + / go). at(x) = 
= f(0)g(b) — f(a)g(a) 
que es la misma fórmula básica de integración por partes ge- 

neralizada para integrales (St). 

En [79-3] se presupone que f(x) y g(x) son funciones de 
variación acotada y que ambas integrales (St) existen. 

He aquí un caso importante en que se utiliza la expresión 


* La hemos desartollado, sin embargo, con más extensión de lo ncecsario, por Bu 
importancia en muchas cnestiones de Análisis y de Física. 


370 XXI. INT. GENERALIZADAS. SERIES E INT. MÚLTIPLES 8 79 -1 


(St) de una integral (R). Si u(x) es integrable (R) y U(zx) 
es su función integral, 


U(o) = f u(x)az : 


a 


siendo a(xw) de variación acotada, resulta esta fórmula, que 
vamos a utilizar: 


5 b 
[79-4] $ aloJu(e) de á f alu) dU(x) = a(b)U(b) — 


b 
— f U(e)da(z). 


NoTA. Para deducir [79-3] hemos presupuesto la existencia de am- 
has integrales; pero la relación [79-2] muestra que la existencia de una 
implica la de la otra, estando ligadas por la sencilla relación [79-3]. 

Sin necesidad del artificio usado en $ 78-6, queda así demostrada la 
equivalencia de los dos tipos fundamentales de integral (St), en que una 
de las funciones es continua y la otra de variación acotada. 


c) Lema de ABEL. — Aunque no lo vamos a utilizar (pues preferi- 
mos su equivalente, llamado 2% teorema del valor medio, que ahora de- 
mostraremos), he aquí una de las aplicaciones de la integración por par- 
tes (St) en Cálculo elemental, para demostrar la proposición correlativa 
del lema de ABEL (3 22-4, c) en las integrales de RIEMANN:; 


Si la función integral de función real 


zx 


dl u (+) de 


está acotada entre los números fijos m y M para a < 2 < b, y el integran- 
do ge multiplica por la función positiva decreciente u(x0), se verifica: 


b 
[79-5] dm e atojule)da < a(amM: 


Efectuando la integración por partes [79-4], análoga a la sumación 
por partes que hicimos en [22-55], por ser decreciente y positiva a(w), 
san positivos los coeficientes a.(b) y —du(zx); y, por la ley de monoto- 
nín, el valor del binomio aumenta si se sustituyen Ut«w) y U(b) por su 
cota superior M, mientras que decrecen si se sustituyen por la cota in- 
raros m; luego la integral del primer miembro está comprendida entre 
ág cotnas: 


a(b)m + m[u(a) — a(b)] = alajm , 
a(b)M + M[o(a) — u(b)] = a(a)M , 


qnedando así probada la acotación [79-5], cuya demostración mediante 
integralon de RIEMANN sería mucho más complicada, pues «(w) puede 
entocor de diferencial, y lo mismo U(x), si u(x) es discontinua. 
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2. Segundo teorema del valor medio. — a) Si a(x) es mo- 
nótona *, es aplicable en [79-4] el primer teorema del valor me- 
dio a la integral sustraendo, y resulta —u[a(b)—a(a)]; el 
valor intermedio u lo toma U(z*) (por ser continua) en un 
punto intermedio é¿: 


pS 
p = U(E) = $ uta) az , 


luego el tercer miembro de ['79-4] es: 


«m[f— f] ne «ta / ; 


y simplificando, resulta : 


b t b 
[79-6] $ ato)utoJaz he a(a) ute) da de ato) $ ul) de 
a a E 


[u(x) integrable; «a(x) monótona *]. 


Vemos, pues, que este segundo teorema del valor medio, es 
el mismo primero, aplicado a la integral transformada por 
partes. 

Se puede dar a la fórmula anterior apariencia de mayor 
generalidad designando por A y B dos cotas de a(x) en el 
intervalo, es decir, dos números cualesquiera tales que 
A<a(zx)< B, si alx) es creciente; o bien, A >a(x)> B si 
es decreciente. Como la función a(x) conserva su monotonía 
al disminuir su mínimo y aumentar su máximo, cambiando en 
los extremos el valor a(x) por A y el a(b) por B, resulta 
esta fórmula, que suele preferirse: 


1) E b 
[79-7] fate) as =uA futoJaz + B Dl u(zx)dx 
a ¿ 


Tu(x) integrable; «(x) monótona * de cotas A, B]. 
Al elegir los números A y B varía también el número £. 
CASOS PARTICULARES: 


19 Si a(x) es decreciente positiva, puede adoptarse a(b)= 
=0 sin modificar las integrales, y en [79-6] desaparece el 
segundo término. Obsérvese que esta fórmula coincide con el 
lema de ABEL, cuya demostración puede omitirse, por tanto **. 


* Y aún de variación acotada. 

** El lema de ABEL y el segundo teorema del valor medio pueden usarse indistinta- 
mente para deducciones posteriores, El lema de ABEL, que, por ser correlativo del análogo de 
las series (mientras el teorema del valor medio no), será quizás preferido por algún lector. 
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22 Si a(zx) es creciente positiva, se puede tomar a(a)=0 
y desaparece el primer término. 


b) Aunque la función integrable a(x) no sea monótona *, 
si está acotada y son A y B sus cotas en [a, b], se verifica la 
fórmula [79-7] (o su equivalente [79-6]) cuando u(x) tiene 
signo constante en todo el intervalo. 

En efecto, formemos la función continua: 


faco)u(ojds Ea A utero > futnas 


a 


que para z=a y para x =b, toma los valores: 


b 
$ uto) fa(2)—Bldz f u(o)la(2)— AJós : 


cuyos signos son opuestos; luego existe algún punto interme- 
dio en que se anula esta diferencia; y, por tanto, se verifica la 
a [79-7], siendo indiferente permutar las dos cotas A 
y B. 

Como se ve, éste es un caso trivial análogo al expresado por 
la primera fórmula del valor medio y la fórmula [79-7] o su 
equivalente [79-6] vale con laa mismas hipótesis que aquélla ; 
a veces puede convenir, sin embargo, adoptar la forma [79-7] 
en lugar de la dada por el primer teorema de $ 48-6, c, que 
expresa: 

d 


b 
$ a(e)uo) de = 3) u(x) da 


G 
(A<u<B, o bien A>u>B) 
[u(=) integrable de signo constante; a(x) acotada entre A y Bl]. 


NOTAS: 1. Demostración directa del segundo teorema del valor me- 
dio, Sin necesidad de utilizar la teoría de integral de STIELTJES, puede 
obtenerse la propiedad del $ 79-2, correlativa del lema de ABEL ($ 22-4, 
e), por paso al límite de éste, y luego al lema de ABEL para integrales 
so le puede dar la forma equivalente constituída por el segundo tedrema 
del valor medio, 

z 
La función continua U(x)= fune tiene en a<x <b extremos 
a 
inferior m y superior M tales que para e > 0 arbitrario, corresponde una 
norma h de una partición todas cuyas sumas parciales a partir de a 
cumplan 


P 
m—e< Sy dsd SHE » (p=1,2,..., 1) , 


uupuesto dividido [a,b] en n subintervalos parciales, 


* Ni de variación acotada. 
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Si a(x) es decreciente positiva, al cumplir 
ala) > atx) > az) > ... > ala) > 0 
basta aplicar cl primitivo lema de ÁBEL ($ 22-4, c) para obtencr: 


note a. u(r.)Ja(e)ó. < (M+eJala). 


Para £>0, h>0, resulta [79-5]. Por ser continua la función 
U(x%), todo valor comprendido entre su máximo M y su mínimo m es 
alcanzado en algún punto ¿ del intervalo [a,b], deduciéndose de [79-51 
el caso particular 1% del segundo teorema del valor medio: 


b g 
[798] ——Í alejutoj dr = ala) f u(e)de , (a<t<b). 
a q 
[u(x) integrable; «(x) positiva decreciente], 


El caso general [79-7] se deduce también de [79-8], porque si a(x*) 
monótona es creciente, será B—autr*)> 0 decreciente y por [79-81 es 


d ¿ 
uo B—a(s) Jar = [B--a(a)1 / u(x)dx ; 


asignando el valor A a la función a(=) en «=a, queda así obtenida 
[79-7]. Si a(x*) monótona es decreciente, será a(=)—B > 0 decreciente 
y por [79-8] es 


b ¿ 
fate) lato) —B] de = [a(a) —B] / u(x)de 


a 


qne es la misma [79-7], haciendo como 
antes a(a)= A. 


vlx) a (a) 
2. Interpretaciones gráficas. La fi- 
gura 267 da la interpretación gráfica de vd) 
la forma restringida [79-8]. g 
La fig, 268 da la interpretación grá- ul) ax) 
fica* de la forma [79-6]. 
Los prismas 
AYAH,CC'H'A* y B'B,H.C.C'H”"B' a ¿ b 
se compensan. Fig. 267. — Las áreas rueyadas se 


compensan. 


¿ 
au (a) f u(x)de = Vol, aAA'A,H,H'H£ta. 
a 


5 
ato) f u(x)dx = Vol. ¿BB'B,-H.H”Héb. 
¿ 


b 
f a(x)u(x=)dx = Vol. aAA'A,C,B,B'Bbda. 


a 


* Debida a G, FERRARI-P0ZZO0LO, Bull. Un, Mat, Ital., 15, pág, 12-14, 1936. 
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3. Generalización (St) del lema de ABEL y del segundo teorema del 
valor medio. Con levísimos cambios de escritura quedan generalizados 
para integrales (St) en esta forma 


db 
[79-9] ala)m < $ alsrdU(a) < a(6)M 
a 
[a(x) positiva decreciente; U(x) de variación acotada; m< Úlx)< M]. 
[) 
[79-10] f ataraU(a) = [a(b) U(5)—a(aJU(a)1 + 


+ [a(a) —a(b)]U() = [B.U(d)—A.U(a)] + (A —B)U(i). 
La(x) monótona acotada; U(x) continua de variación acotada]. 





Fig. 268 


4, Nota histórica. El lema [79-5] no es de ABEL, pero es correlativo 
del que usó en las series (1826), 

El segundo teorema de la media es de BONNET (1849) en su forma 
rostringida [79-8] y de WEIERSTRASS y Du Borg REYMOND (1875) en 8u 
forma general [79-7]. 

Por no disponer del sencillo recurso de la integración por partes 
(quo exige ta noción de integral de STIELTJES) necesitan VALLÉE Poug8- 
HIN, BROMWICH, PRINGSHEIM, y otros, laboriosas deducciones del segundo 
teorema del valor medio, y HARDY se ve obligado a reducir considerable- 
mente ol alcance del teorema exigiendo que a(w) tenga derivada, lo que 
yn es mucho, y además que ésta sea continua. 


EJERCICIOS 


1, Resolver el ejercicio 5 de $ 78 mediante previa integración pot 
pArtoR, 


2, Lo mismo respecto del ejercicio 6 de $ 78, 
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3. ¿Cuál es la hipótesis restrictiva que debe cumplir a(x*) monótona 
para poder aplicar el mismo razonamiento que lleva a [79-6], sin utilizar 
el concepto de integral de S'TIELTJES? 


4. Demostrar que 


a 
sen Y 2 ; 
| a <A si a>p>0. 
D 
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1. Definiciones. Integral (R-C) para extremo singular 
único. — Las integrales impropias definidas en un intervalo 


a 00 00 
infinito, f u(x)dx, son análogas a las series Xu,, con la 
A a 
única diferencia esencial de ser necesaria para la convergencia 
de la serie la condición u, > 0, mientras que para las integra- 
les sólo puede decirse que “en caso de existir límite” de u(x) 
para 2 o, este límite es nulo; pero cabe la convergencia no 
existiendo límite del integrando y aun teniendo éste oscilación 
infinita, para > wo. (Ejemplo en $ 80-2, Nota). 

Otra novedad se presenta en la teoría de las integrales res- 
pecto de las series. Como la definición (R) de la integral en 
[a, b] exige la acotación de u(x) en él, es preciso extender el 
concepto de integral al caso en que existan en [a, b] puntos 
singulares. Llamamos así a todo punto en cuyo entorno no es- 
tá acotada la función. 


1 

T 1 L 
S texdx , $ maaz , ES , 
o 7 0 —1 


carecen de sentido según la definición de RIEMANN, por existir el punto 
de infinitud x=x/2 de la primera función, y el =0 de las otras dos. 


EJEMPLOS; 


2. Tampoco tienen sentido 


1 1 
f ( 7 ) de A du 
senil] , — , 
e x ñ 
0 o sen — 
(singular, += 0) (singulares, -= 1/2). 


En estos casos, como en los anteriores, no está definida la función 
en los puntos singulares, ni interesa el valor que en ellos se le asigne. 

En el ejemplo 1 el integrando tiene el límite infinito en uno de los 
extremos a, b o en un punto interior; y en el ejemplo 2 carece de límite. 

Obsérvese que en el segundo caso del ejemplo 2 hay infinitos puntos 
alngularos y quedará, por tanto, incluído en la teoría más general que 
eshoziremos después, 
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Como el extremo inferior a se transforma en el superior 
mediante el cambio de variable —x, supondremos casi siem- 
pre que sea )b el punto singular, siendo f(x) acotada e inte- 
grable en cada intervalo parcial [a, b—-831. 

Para dar unidad a los teoremas llamaremos también sin 
gular al punto impropio +0 o bien —«, cuando el intervalo 
tenga algunos de estos extremos, cualquiera que sea la función. 
Dentro del caso que estamos estudiando, en que hay punto sin- 
gular único, quedan incluídas las integrales en intervalo infi- 
nito, cuando f(x) es acotada e integrable en cada intervalo 
finito [a, b1. 


Der. 1. Puntos singulares de una integral son los extre- 
mos +«o y todo punto en cuyo entorno no esté acotado el in- 
tegrando f(x). 

Diremos que el extremo b es singular único (sea finito o 
infinito) si f(x) es integrable en todo intervalo parcial de 
[a, b) que excluya al punto b; y definiremos la integral (R-C) 
según RIEMANN, con este artificio de CAUCHY: 

b Ed y b 
f = tm f £uwd, y = lim ( f(x)de 
Y. xfb zla 
a zx 


a a 
(si es singular único b< + 0) (si es singular único 4 > — 00) 
Si existe este límite finito, la integral se llama convergente; 
si tiene límite infinito, divergente; y si no tiene límite, finito 
ni infinito, oscilante. 


NoTas: 1. En la teoría clásica de la convergencia carece de signi- 
ficado numérico toda integral divergente u oscilante. Decir que existe una 
integral expresa que es una integral propia según la definición dada en 
$ 49-1, o es convergente según Def. 1 (o según definiciones más genera- 
leg que daremos en $ 80-9), en cuyo caso suele llamarse impropia. 

2. Nótese que toda integral sobre intervalo infinito puede reducirse 
n otra de intervalo finito cambiando x—1/f, pero a costa de introducir 
In infinitud en el origen, por causa del factor 1/t”, También cabe hacer 
desaparecer la infinitud de f(x) en a, adoptando como variable $ un 
factor g(x) del integrando, que es infinito en a; pero, en lugar del 
extremo =a, aparecerá el t:=g(2), que es infinito. Resulta, pues, la 
equivalencia de ambos tipos de singularidad, que cabe transformar, pero 


no cludir en general. No así en particular, según sea el integrando. Tal 
0 
«*dx que por el cambio —1/t se transforma en la integral 


1 dl 
propia / tde. 
0 


2. Criterio general de convergencia. — Puesto que la inte- 
gral en [a,b], cuando es singular uno de sus extremos, está 
definida como límite funcional y lo mismo la integral en inter- 
valo infinito (a, o), son aplicables las propiedades generalen 
do los límites, demostradas en $ 24. 
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La más importante es el criterio de convergencia de BoL- 
ZANO-CAUCHY, que conduce a estos dos resultados: 
TEOR. 1. La condición necesaria y suficiente para la con- 


b A 
vergencia de la integral f Í(x) dx, con un extremo singular 


r . . , . . . a A 
único (finito o infinito), es que para cada número e >0 se 
verifique : 


[80-13 | f £taraz| <e 


para todo par de puntos p, q de un cierto semientorno del ex- 
tremo singular. 


Nora. Como hemos dicho en $ 80-1, cabe la convergencia aún no exis- 
tiendo límite de f(x) para x > b; basta, por ejemplo, formar la gráfica 
(fig. 269) adosando arbitrariamente sobre el eje « triángulos isósceles no 
rampantes de bases 1, 1/2%, 1/3%, ..., 1/2, ... y alturas 1. 2, 3, ..., 
Rf, ..., colocándolos alternativamente encima y 
debajo del eje. 

Si las bases ocupan intervalo finito (por 
ejemplo, si son adyacentes), resulta un extremo 
superior finito y, en caso contrario, el punto sin- 
gular es 4%, pero en ambos casos converge la 
integral. 


Lo análogo al término general de la 
serie es la integral [80-1], la cual tiende 
a 0 como condición de convergencia; ne- Fig. 269 
cesaria si la amplitud de (p, q) es fija 
por ejemplo q —p=l1, como en las series); suficiente si la 
amplitud es arbitraria, como también es suficiente para las se- 
ries ($ 22-1, g). 





3. Otras singularidades. Regla generalizada de Barrow. — 
a) Si son singulares los dos extre- 
mos a y b, finitos o infinitos, cabe 
definir (fig. 270): 





[80-2] 
B B b g 
= lim [y despué Sh = lim a 
, S en f y después ES 
Fig. 270 o viceversa, cabe hacer f$fb y des- 


pués aja. Si e es un punto interior 
de [a, b] y se descompone 


[80-3] le S+ Je 


378 AXJ, INT. GENERALIZADAS. SERIES E INT. MÚLTIPLES $ 80 -3 


haciendo variar aa, Bb, ambos métodos conducen al mismo 
resultado que podemos tomar como definición : 


Der. 2. 


,d c e e b 
1803] f=lim f +tm f= Ñ +. f 
ela . Bib. “ * 
n 4 c a e 

Es este el método que preferimos en lo sucesivo, y que pue- 
de tomarse como definición de integral de extremos singulares, 
E cual es independiente del punto e elegido, puesto que [80-3] 
O €s. 

En rat E que sea c es 


e 
a fa Pr Ja 


c 


de igual modo que las series Y se descomponen en dogs series 
—O 


fraccionándolas arbitrariamente. 


EJEMPLO 1. 
S 1 
ff -- a A, A 
y Vl— a? — 


eomo también se ve directamente por ser impar el 
-1 0 Yx integrando (fig. 271), 


b) Punto singular interior. — El caso 
en que existe un solo punto singular interior 
c no difiere esencialmente del anterior, pues 
se adopta como definición : 


Der. 3. 


wn fee 


Si F(x) es una primitiva, o bien casi ind en [a, b], 
esto es, función continua que tiene como derivada el integran- 
do, salvo en un número finito de puntos, subsiste la regla de 
BARROW 


Fig. 271 


b 
180-7] f tíadz = F(5)—Fía) , 

bien entendido que si a, b son infinitos o, aun siendo finitos, 
no existen F(a), F(b), pero sí lim F(x) a la derecha de a 
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y a la izquierda de b, éstos son los significados convencionales 
que designamos por F(a) y F(b). Basta, en efecto, tomar lí- 
mites en la fórmula de BARROW relativa al intervalo [a, f] para 
aja, Pfb, y si c es punto singular interior, la def. 3 da 


[F(c)—F(0)] + [F(b)—F(c)] = F(b) — F(a) , 
subsistiendo el razonamiento para un número finito de puntos 


excepcionales, a condición de que 
F(x) sea continua. 
EJEMPLOS: 2. Es erróneo este cálculo: 
T 
de T 
COS 








=10(5+3) 


=Ii()=Mmi , 


pues la primitiva es oo en el punto x/2. La 
integral carece de sentido (v. fig. 272). 


3. También es erróneo escribir 
T 


a 











de 5 
cos! y ts! E 
pues la integral es divergente. Fig. 272 
3. 
PS 0 2 
hd 3 yal 3 .—]2 3 B:. 
_—= + = — Ya! —*el = — — 
be J J 2 rada" y ty. 








—1 


Se observa que habría sido igual aplicar directamente la regla de 
BARROW al intervalo [—1, +2] 


_4, Valor principal en un punto singular. — La Def. 3, lo 
mismo que la Def. 2, exige la existencia de las dos integrales 
sumadas. 


EsemMpPLO 1. (Fig. 273). No es convergente 


Ea 0 1 
A f + 3 =liminjz=| — liminz , 
le “3 3 ls eps 


pues divergen estas dos integrales. Pero si toma- 
mos simétricos los dos intervalos excluídos a uno 
y otro lado del punto singular x« =0, es decir, 
si consideramos 


—h 1 h rd 

Er [(E-sfEs a 
z 4 zx x T 

—1 h 1 h 


resulta para h—>0 límite nulo, 
Este procedimiento nos conduce a la siguien- 
Fig. 278 te generalización : 
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DEF. 4. Valor principal (de CAUCHY) de la integral 
» 
] f(x) dz, que tiene el punto singular único interior c, es: 


J 


[80-8] — (VP) fas A [F+ JE ] 
s E c+h 


adoptando el símbolo (VP) antepuesto al signo integral para 
distinguirlo del valor ordinario, que sólo existe cuando cada su- 
mando tiene límite, en cuyo caso el valor principal es la suma 
de estos límites, es decir, coincide con el valor ordinario. Aná- 
logamente: 


DEF. 5. 


+0 
(80-91 (VB) f fado = lim f t(Jaz. 


EJEMPLOS: 2. He aquí un caso de aplicación de la Def. 5: 


a>+00 l+u 


—au 


00 a 
x A e 
af de = lim _—— de = 
—o 


+ua 
= 0. 


= lim + ma +0 
a>+0 


3. Menos trivial que Ej. 1 y Ej. 2 es el AS 


3 1—h 
du ñ de 
o [Pz + Y 227]= 
0 0 1+h 


= lim [(Ink—In1) + (n2—1n%)] = In2. 
h>0 








Obsérvese que ninguna de estas integrales converge, por ser suma de 
dos integrales divergentes, pero existe el valor principal en todas ellas, 


. Nora. Valor principal de series biláteras. — El concepto de valor 
principal de una integral, introducido por CAUCHY, es correlativo de otro 
yn conocido en las serjes del tipo: 

A A E 
Dircmos que la serie anterior es convergente con suma S cuando 
convergo cada serie A=34;, B=>3Di, y es S=A+B. Pero cabe que 
siendo Ya, y yd, divergentes, sea convergente la sucesión 
1 EE OR A 
on tal caso, su límite se llama valor principal de la serie. 
Ant, por ejemplo, no converge 
1 1 1 1 1 
A A A A A O 1 — + — dei 
6 4 FATE A 


pero uu valor principal es 
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1 1 

pe ES A 

1 2 3 

En general, toda serie alternada condicionalmente convergente puede in- 

terpretarse como valor principal de la serie bilátera formada por los 
términos positivos y los negativos. 


+ ... =1In2. 


5. Transformación de integrales en series. — Hay integra- 
les cuyo cálculo se reduce ventajosamente al de una serie. Sea 
b finito o +00, se tiene: 


y 
TEOR. 2. Si f f(x)dxw es convergente, y an b entonces 


a . . 
converge también con ¿igual suma la serie Yu, llamando: 


Un = Sto) dz. 


Recíprocamente: si esta serie converge y no soluomente tien- 
de q 0 su término general u,, sino también cada integral par- 
cial del mismo, también converge la integral, con igual suma. 


Directo. Las sumas parciales: 


La 
Md... + Una = frias 
q 


o 


b 
convergen para n >00 hacia Ú f(x=)dxw, luego converge la serie, y su 


suma es la integral. a 


Recíproco. La convergencia de la serie da la convergencia de una 
z 


sucesión numerable de la función continua F(1)= dl , y no basta para 
a 
asegurar la convergencia de ésta. Ejemplo: S sen x<dx, o en general, 
(e) 0 


f f(x)dw si f(x) es periódica no nula y su onda tiene área nula; la 
0 


integral es oscilante mientras que converge la serie de integrales sobre 
las ondas sucesivas: 0+0w+... 

Sin embargo, con la condición complementaria impuesta en el teore- 
ma, como cada integral parcial de la integral difiere de una suma par- 
cial de la serie en una integral sobre parte de (41, On), la cual tiende 
a 0, ambas convergen hacia la misma suma. 


EJEMPLOS: 1, 
[uo] (n+l)r 


00 
sen z sen x 
f dae Y ——dx , 
x 0 x 
my 
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pues esta serie es alternada y de términos decrecientes, ya que las orde- 
nedas de la sinusoide están divididas por la variable creciente x (fig, 274); 


además, siendo 2 el área de la semionda de sen x, el valor de la integral 
Un eS: 
y (a+) 


1 2 
E A Se pe OE , 
[80-10] lui < |senx«|de < 0 


ar 


27 





Fig. 274 


y también tiende a 0, con mayor razón, cada integral parcial de ésta; 
luego converge la integral propuesta, con igual suma que la serie. 


2. La integral convergente citada como ejemplo en $ 80-2, Nota, 
tine como suma 


1 1 1 1 
— == tt... )=—!In2. 
U— +3 )= 30 
Nora. He aquí algunos complementos al Teor, 2: 


a) Si la integral diverge, también diverge la serie; puts sus sumas 
forman parte de la sucesión continua de integrales y, por tanto, se con- 


servan superiores a todo número positivo desde un f en adelante, En 
cambio: 


b) Si la integral es oscilante, la serie puede ser corvergente u 08- 
cilante. 
le) 
Por ejemplo, es oscilante S sen x de, pero converge Sun =0 si los 
0 
puntoa de división son 0, 2x, 4, 6%, ... 


Recíprocamente: de la divergencia u oscilación de la serie sólo se 
doduce la no convergencia de la integral. 


6. Integrando de signo constante. Método de comparación. — 
Lo mismo que acontece con las series, las integrales de fun- 
ción u(x)> 0 desde un x en adelante, tienen propiedades muy 
sencillas. Como al ampliar el intervalo [a,x] ó [x,b] crece la 
integral, siempre existe límite finito o infinito; luego sólo ca- 
ben dos casos: 


TEOR. 3. Si el integrando Í(x) tiene signo constante en un 
5 
semientorno del punto singular, la S T(x)dx es convergente 


o divergente. a 
El problema de la convergencia o divergencia se reduce así 
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al de la acotación o no acotación de la función integral 


fea ó f toas, 


y para extremo superior «o resulta inmediatamente el siguien- 
te criterio de MAc-LAURIN, que suele atribuirse a CAUCHY: 


TEOR. 4. Si u(x)> 0 es decreciente en (0, wo), la serte 
00 
00 
Eu(n) y la integral S u(x)dx tienen igual carácter (Mac- 
0 5 


LAURIN). 


Sin restringir la generalidad, poderios suponer a =0; y 
siendo 
n 


Una = u(n—1) > 1 u(x)de > u(n) = Un , 
se verifica (fig. 275) : n—1 


4h < f ula)do < o + +. ho 


0] 

luego las integrales parciales están acotadas, si lo están las su- 
mas parciales, y recí- 
procamente. 

Este criterio es 
útil para asegurar la 
convergencia de se- 
ries cuyo término ge- 
neral y, está dado 
por una función u(x) 
decreciente de varia- 
ble real x, cuya inte- 
gral se conoce. Fig. 275 





EJEMPLOS. 


s 1 f ll de 
n(Inn)a ” «(Inse)a * 
Poniendo Inx=t la integral se transtorma en 
fe dt = 1 E tia o, 


— a 





sii es a=EF1; o bien, para a= 1 fe di=Int; luego resulta: si es 
a > D, convergencia, y divergencia para a <l. 
Otra consecuencia inmediata de Teor. 3 es ésta: 


TEOR. 5, Sea en un cierto semientorno de b: 0<ulzr)< 
« vízx), y sean sus respectivas integrales 
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b b 
Putas ; f víx)de ; 
a a 
si la segunda converge, también converge la primera, con suma 


menor o igual que ella; si la primera diverge, también diverge 
la segunda. 


Nora. La hipótesis del teorema puede sustituirse por esta equiva- 
a que quiere decir, u(x)<K.v(w%), (K>0), 


7. Criterio del orden de infinitud o infinitesimal. — Como 
corolario de Teor. 5, resulta: 


TEOR. 6. Si las funciones no negativas u(x) y víx) en un 

senmientorno de b son equivalentes para x=>b (sea d finito, 
> b 

o 3ea, +00), las integrales al u(x)de, $ vtords con el pun- 
to singular bd, tienen igual carácter. R 

Pues siendo desde un zx, 1—e<ulzr)/vixr)<l1+e, es 
aplicable el Teor. 5. 

He aquí el caso más sencillo en que la función es una po- 
tencia: 


b 00 co 


a a 4 


La primitiva, en el primer caso, tiene exponente — k-+1 
y, por tanto, tiene límite finito para x > b, si es k < 1; mien- 
tras que el límite es infinito para k > 1. 

En el segundo caso, la función x-** tiene para r>w0 lí- 
mite finito si es k > 1, e infinito para k< 1. 

En ambos casos, si es k=1, la primitiva es el logaritmo, 
que tiene límite infinito, luego la integral diverge. 

Resulta, pues, esta regla práctica, de uso muy frecuente: 


Teor. 7. La integral converge en un punto singular finito 
ai cl orden potencial de infinitud del integrando es menor que 
l; diverge si es >1; y en el punto x= «w converge si el or- 
den potencial infinitesimal del integrando es mayor que 1, y 
diverge si es <l. 


li símbolos: la condición suficiente de convergencia en el punto 
boom: 


u(x) < 0, (R<1) si Cs bo, 
er) < 0% (k>1) Bi Cs b=00, 
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designando por 0* los infinitésimos de orden k y por 0” los infinitos de 
orden k*, 


NoTas: 1. La regla no subsiste si el orden no es potencial. Así la 
función 1/(xlnx) es en x=0 de orden de infinitud menor que 1 y 
en =X es de orden infinitesimal mayor que 1, siendo sin embargo 
divergentes las respectivas integrales impropias ($ 80-6, ejemplo). 

2. Los dos tipos de punto singular propio e impropio se reducen uno 





a otro por el cambio de variable y = = Suponiendo, por ejemplo, 


—b' 
, se tiene 





1 
b= 0, a=+0, poniendo y= = 


L 
Del a 


0 a] ()2. 


4 
Si es ule)—x*, (k>1), es ula) —a*, (2—k<1), y existe 
perfecta correspondencia entre ambos criterios. 


EJEMPLOS; 1. Punto singular x=0: 





1 1/2 Y 
1— a "de sen q 
E E e rl 
0 0 0 
1 
aro cos orden 091 orden «2 
iv. Conv. Conv. 
2. Punto singular x= 0 
[ea] 00 Pe 
de Ve +1 — 
f Ey $ f PET de, il e-Yz de. 
e + y E sd % 
orden 0! orden 02 orden 00 
Div. Conv. Conv. 


3. Si en Ej. 2, 1? el origen es —00, la integral diverge en ambos ex- 
tremos. 

Tomando el origen -——1 en ejemplo 2, 29, el integrando es en él in- 
finito de orden 5/2, luego hay convergencia. 

En Ej. 2, 39 cualquiera que sea el origen finito, no es singular. Para 
a=— 0 la integral diverge. 

De igual modo en Ej. 1, 1% si el extremo superior es +00 el orden 
en él es 0, luego también diverge. 

En el Ej. 1, 2% si el extremo superior es 1 el orden es 00! (pues 
Inx—x-— 1), luego hay divergencia; y si es 00 el orden es 0* (e menor 
que cualquier número positivo) y también diverge. 


4. Sea, finalmente, la integral: 
on 


ME 3 
JJ ve—1 ” 


—owm 
es divergente en los puntos —0, +00 (orden 0*) y convergente en +1 
(orden q?). 


* Tixpresado con el símbolo de BACHMANN (5 24-3, b) tenemos este criterio de con- 
vergencia, que no consideramos ventajoso sobre el dado; 
Punto b< wm: f(x) 0tz—b)? , (A<1), 
un bx=ou0: fíx)= 0(2*) . (le>1D, 
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8. Integrales simples absoluta y condicionalmente conver- 
gentes. — a) Como el valor absoluto de la integral en cada in- 
tervalo no supera a la integral del valor absoluto, resulta del 
criterio de BOLZANO-CAUCHY : 


TEOR. 8. Si converge 


b b 
f |f(x)]| de , también converge f f(x)dx. 


a a 


DEr. 6. Las integrales convergentes, que tienen también 
convergente la integral del módulo, se llaman absolutamente 
convergentes; y, las que tienen divergente la integral del mó- 
dulo, condicionalmente convergentes, 


EJEMPLOS: 1, Si en el ejemplo de integral convergente dado en 
$ 80-2, nota, se toman valores absolutos, la integral en (0, x), es decir, 
la suma de las áreas de los triángulos, supera a toda suma 

1 ( 1 1 ) 

A AE 
y, por tanto, diverge. He aquí, pues, una integral condicionalmente con- 
ver gente, 





[»..] 
2. La integral / — de converge, como se vió en $ 80-5, pero 
y 2 
no absolutamente, pues, con acotación análoga, resulta: [un] > Dz 


luego la serie Y fun] diverge y también la integral del módulo; la conver- 
gencia es condicional, 
3. Análogamente convergen condicionalmente 
00 


00 
sen x 
de , sl sen 2 dx. 
y Vox : 

0 0 


La segunda se reduce a la primera adoptando x? como variable. 
un esta segunda integral vemos también (cfr. $ 80-2, nota) que el 
integrando no tiende a cero, 





4. Aplíquense $ 80-8, by cen0e % a: 


[re] 0 
Y et senado  ; if sen x” da. 
o ó 
Convorgentes absolutamente si es —2<4u<—l; m<—1, 
x condicionalmente ,, ,, —1is<0a< 0; m > 1, 
oscilamtos 2 a= 0; m=l, 
divergentes »» a<—2 6 a>0; —1<m<1l. 


b) Un criterio de convergencia absoluta para integrales de 
Integrandos de signo no constante, deducido del Teor. 7, es el 
siguiente; 
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TEOR. 9. Si puede determinarse y(x) tal que 
m< ylz) = f(2) (r—b)" < M |] m< y(z) = f(x) < M 


para b—e<x<b ]] q? Xx ., 
con e suficientemente pequeño || X suficientemente grande, 
entonces: 
: h<1 z Ñ a 
19) Si es k>1 ' la integral impropia es absolutamente 
convergente. 
: h>1 á R : ] 
29) Sí es y mM > 0, la integral impropia es di- 
k<1 


vergente, 


3%) Si es le . ii y mM< 0, nada puede afirmarse y el 
caso es dudoso. (Cfr. $ 80-5, ejemplo 
1, y $ 80-9, ejemplo 2). 

En efecto, por el primer teorema del valor medio ($ 48-6) 





es: 
q q 
_w(x)jde _ q a de 
a a—b)" S a" S EAT 
si u se toma PO en Mm<u<M y basta aplicar el 


criterio general de convergencia a 1) y la regla del or- 
den potencial (Teor. 7). 
Corolario inmediato de los casos 1%) y 2%) es: 


TEOR. 10. Si existe 
lim [£(x) (x—b)"] 340 |l lim [0.1 +0 , 
2>h > +00 


(es decir, ni infinito, ni nulo), entonces la integral impropia 


es absolutamente convergente si a 5 ] y divergente sí 
pi k>1 
h>1 1 
k<1ii ' 
Para el caso dudoso, es útil la escala de comparación de 
convergencia absoluta más lenta 
1 1 
(x—b)¡1n(b— x)j2 x ln zx 
dando convergencia si a > 1 y divergencia sí a<1 ($ 80-6, 
ejemplo). 
c) Criterio de ABEL y DIRICHLET para integrales simples 
condicionalmente. comrergentes, — Cuando la integral del mó- 
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dulo f(x) es divergente en un punto singular x = b, es preciso 
b 

un estudio especial para clasificar la integral Ñ Í(x) dz. 


a 

Hay, sin embargo, dos eriterios muy generales que permiten 
asegurar la convergencia en el caso muy frecuente en que el 
integrando se descompone en dos factores, uno de ellos cuya 
integral haya sido ya clasificada, y el otro, monótono. 

Basta, en efecto, aplicar el criterio general de convergen- 
cia, viendo si el resto en (p, q) tiende a 0 para p> 00, y para 
ello aplicaremos el 2% teorema del valor medio ($ 79-2) : 


a E q 
[80-11] f a(x)u(x)de = alo) f uta) de + ata) f utejdz , 
Pp p ¿E 


y resulta inmediatamente; 
b 


Criterio de ABEL: Si converge 0 ulx)dx en el extremo b 


e . L .. 9 £ 
(finito Ó +00) y la función o(x) es monótona acotada, con- 
verge 
» 


0 a(x)u(x)dxr. 


a 
Por la supuesta convergencia, las dos integrales que fign- 
ran en el segundo miembro de [80-11] son <e desde un p en 
adelante, y como los coeficientes a(p), a(g) están acotados, 
resulta que el primer miembro se hace arbitrariamente pe- 
00 
queño; y también, por tanto, el resto 'l . 


P 


Criterio de DIRICHLET: Si están acotadas las integrales par- 
b 


ciales de f u(x)dx en el semientorno de b< wm y la funeión 
a b 
monótona o(x) tiende a 0 para x>b, converge f alxjJu(x)dx. 


a 


Pues, en este caso, las dos integrales del segundo miembro 
están ancotadas y los coeficientes a(p), a(gq) son arbitraria- 
mente pequeños desde un p en adelante. 


Noras: 1. Si la función u(«*) es compleja, basta descomponerla en 
nun dos componentes y aplicar los criterios anteriores, los cuales conser- 
víar, por tanto, validez para este caso más general. 


2, 1l criterio de DIRICHLET es muy útil para las integrales trigono- 
vweluienmo del die 
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00 e 
$ acodsen teria 5 | a.(x) cos kade 


a Qa 


pues siendo seno o coseno la primitiva de u(x), están acotados sus va- 
lores y, por tanto, convergen las integrales si el coeficiente 0.(x) es de- 
creciente y tiende a 0. 

Son, pues, convergentes las integrales del tipo 


uy 


iy alaJetde , (e0) si ateo. 


3. Sobre la equivalencia de integrandos en la convergencia condicio- 
nal. — La equivalencia de integrandos positivos para x= % lleya con- 
sigo la igualdad de carácter de ambas integrales; lo mismo sucede cuando 
ambos integrandos tienen signo constante en un semientorno de “o, o 
o ad cuando la convergencia es absoluta; pero no si es condi- 
cional. 


EJEMPLO 5. (Fig. 276). 


—1) 
£(x2) = de BE (n—1X12<nm). 
rs | 
| I 
' 1 
ñ I 
A, 
1 
0 1 12 38 
l 1 
Fig. 276 
Si multiplicamos los términos (m=1,2,3,...): 
==] por —_— y los términos —=— en 
2m P Han y los términos 3 por E 


la nueva función g(x) tiene integral divergente, pues la suma equiva- 
lente tiene parte positiva ($ 22-6, ejemplo 2, 29): 


1 . —1 
——— = t R———— = — 
2 mi2m— 1) 2lIn2 y parte negativa > 2mIn(m + 1) 
Tenemos pues, dos integrales 
20 mo] 
il f(ujdo , S [£(2) + 8(0) lde , 
0] 0 


la primera convergente, y divergente la segunda. Sin embargo, los inte- 
grandos son infinitésimos equivalentes, por ser 


2 (2) | = 1/m > 0, en los intervalos de origen par. 
ETC 


= 1/in (m + 1) > 0, cn los intervalos de origen impar. 
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9. Generalización de las integrales impropias. — Como fre- 
cuentemente se presentan integrales que carecen de sentido se- 
gún la definición de RIEMANN, con singularidades más compli- 
cadas que las estudiadas en $ 80-1 a 4, veamos qué valor nu- 
mérico se les puede asignar en tipos muy generales y cómo se 
generalizan las reglas de cálculo demostradas para las integra- 
les propias en $$ 48 a 51, a fin de poder operar con estas 
integrales impropias. 

La generalización más amplia que cabe por el método de 
HARNACK (que sigue la pauta de CAUCHY), es ésta: 


DEF. 7. Si es C el conjunto cerrado de puntos singulares 
en el intervalo I, tal que puedan cubrirse con un número fi- 
nito de entornos de radio q, y es Ip el conjunto de intervalos 
que queda al suprimir tales entornos, se define la integral 


[80-12] (R-Ha) SES = lim (f(x)de , 
p>0 
1 I 
p 
donde la convergencia es uniforme respecto de los entornos y 
éstos contengan algún punto de C; si algún extremo a y b es 
singular, se tomará un semientorno de radio p; pero si es 
b = 0, el semientorno será una semirrecta x > 1/0. 
Obsérvese que en el caso sencillo, ya tratado, de uno o dos 
puntos singulares, esta definición coincide con la de CAUCHY, 
adoptada anteriormente, 


a) Veamos que esta Def. 7 de HARNACK da una integral aditiva res- 
pvela del intervalo: 

Si el punto c interior a [a,b] es regular, los puntos singulares que- 
dan repartidos en (a,c) y (c,b), luego 1¿ se compone de intervalos en 
(u, e) y (e,b) o solamente en uno de ellos; en ambos casos la integral 
un [¿ es suma de integrales sobre Py y sobre 1", , y el límite de la 


e .b 
suma es la suma de límites, o sea f + ] . 


Q e 


Si o es singular basta considerar separadamente sus dos semientor- 
nos y la conclusión subsiste. En particular, si hay » puntos singulares 
Uli, Ur, .., Gn, resulta: 


b 4 la b 
[80-13] Ñ e 4 $ ho +j 


quedando así generalizado el método de CAUCHY. 

Demostrada [80-13] según la definición general de HARNACK, o adop- 
tada como definición, se pasa a conjuntos más complicados por el método 
inductivo de DIRICHLBT: Sibx< 0 es singular, se define 


[40-14] al ES lim f : 
Btb 
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suponiendo que ya se ha definido en cada intervalo [a, 6]. Este método 
permite pasar de n puntos singulares a n +1 y por inducción complete 
a cualquier número finito. Además, si son singulares b<b<... >b 
permite pasar del número finito a la sucesión infinita, más el punto b, 
que por ser límite de puntos singulares lo es también *, 


b) La regla de BARROw se ha generalizado en $ 50-2, b, para las 
funciones que llamamos ($ 80-3, b) casi primitivas. 


a 
Veamos que la integral convergente il 1 (x) dx, cualquiera que sea el 


a 
número de sus puntos singulares, es casi-primitiva de f(x). En efecto, 
si x es regular, también lo es todo un entorno de xw y el incremento 
<+h 


| se hace arbitrariamente pequeño con kh. Si xy es singular, esta in- 


[o] 
tegral es precisamente el resto de una u otra de las sucesiones conver- 


gentes: 
ah = a” a 
lim f SS f lim If = f 
h=>0 0 
á a a ch z 


si a” y a” son los puntos singulares más próximos a x*, cuando hay nú- 
mero finito, y, por tanto, tiende a cero. También en el caso de infinitos 
puntos singulares b,—> x, en virtud de la definición [80-14] de DIRICHLET. 


c) La regla de integración por partes [a,b] subsiste para integra- 
les convergentes, pues es simple consecuencia de la regla de BARROW 
($ 51-5, b). 


EJEMPLOS: 1. 
e.0] 


[80-15] Isenxl*de 5 
; 


cualquiera que sea a, como el integrando es periódico, no converge la 
integral; si es au >0 el integrandc es 
continuo y el área de cada onda es fi- 
nita (< 2), y sia<O0 pero |a|< 1, en 
los extremos 0, x, es infinito (fig. 277), 
de orden menor que 1, luego converge; 
pero en (0,00) diverge, 

Si a es entero impar o fracción de 
términos impares, ticne (sen x)* signos 
alternados; y si es A el valor de su in- 
tegral en (0,), en cuaiquier intervalo 
es un número entre —A y +A, siendo 
oscilante la integral en (0, 00). 

Para a. < —1 diverge en (0,1) y 
carece de sentido en (0 00), 





2. Supongamos, como en ejemplo 1, Fig. 217 


* Can el símbolo de la Aritmética trasfinita el número ordinal de b en w, primer 


número trasfinito, Utilizando la inducción frasfinita se lega a extender la integral para 
conjuntos singulares más complicados, 
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de a sea entero impar o fraccionario de términos impares en la inte- 
gra 


[es] 


,T . 
[80-16] il (sen) ar do : o bien 'l (sen £)* de 


qe le 
0 1% 


Si a >— 1 las integrales parciales de (sent)" están acotadas como ya 
se vió; y si es B >-—-2 el otro factor tiende monótonamente a cero, 
luego, por el criterio de DIRICHLET, la integral [80-16] converge, mien- 
tras que para $ — —2 la integral es oscilante y para B <—2 el segundo 
factor crece infinitamente y la serie, de signos alternados, y términos 
infinitamente crecientes, diverge. 

Sies a< —1 en cada punto ¿ = ax el integrando es infinito de or- 
den mayor o igual que uno, luego la integral es infinita en cada inter- 
valo [nx, (rn 4 1)a1] y en (t,00) carece de sentido. 


NoTA, La regla de BARROW conserva su validez cuando el conjunto 
de puntos singulares es numerable ($ 50-2, nota 2), pero si el conjunto 
no €s numetable, aunque tenga longitud nula (Cap. XIII, nota III, c) se 
presentan delicados problemas que corresponden mejor a la teoría de la 
integral infinitamente aditiva ($ 95). Baste recordar (Cap. 1X, nota VI) 
que dos casi-primitivas con tal conjunto excepcional pueden no tener dife- 
rencia constante (ejemplo: la función de CANTOR y la función y = 0), y 
tampoco subsiste el teorema si las dos funciones tienen igual derivada 
(finita o infinita) en todo punto sin excepción, 


EJERCICIOS 


1. Aplicando lim Yn!/n"=e”* para n—> 0%, calcular directamente la 
1 


integral impropia fina az. 
0 


2. Hallar los valores de s para los que son convergentes absoluta o 
eondicionalmente las integrales 


+00 +0 


e sen x 
a) Bl rr f —= de, 
0 0 


En la integral b), para s=3, efectuar el cambio de variable x= y? 
y estudiar el límite del integrando para y >++0%0 (cfr, $ 80-8, ejemplos 
3 y 4). 











3. Calcular 
2 
x de 
vi—a? 
0 
4. Flallar el valor principal de las integrales 
r Y 
S de de 
cosx  ” cos* y 
0 0 


y obmervar que coincide con el valor obtenido aplicando directamente la 
regin de BARROW. ¿Cuándo sucederá esto? 
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5. Estudiar la convergencia de las integrales de 


sen kx cos kx 
qe , qe , 


en el intervalo (0, 0%), según sea el valor de «a. 


6. Demostrar que la integral de la derivada de toda función conti- 
nua que admita derivada finita integrable (R) en un intervalo finito, 
excepto en un número finito de puntos interiores, es convergente (cfr, 
$ 50-2, nota 4). 

7. El laborioso estudio hecho por BEPPO Levi en su prestigioso tra- 
tado (citado en Cap. VI, nota V1I-2; págs. 256 a 258 y 275 a 278) de la 


integral 
E 1 á o de 
' (sen —) xBde , o bien if (sen t)a 7 Pr 
0 


1/8 
le conduce a los coeficientes de acotación —21 y +21. Dedúzcanse, 


transformando la integral por partes, las cotas más aproximadas —2 
y +2. 

8. Generalizar los criterios de convergencia de integrales que hemos 
llamado de ABEL y DIRICHLET, al caso en que la función «(x%) es de va- 
riación acotada en (a,b). 

9. Demostrar que el conjunto de puntos singulares (R) de una in- 
tegral es cerrado. Aplíquese el teorema de BOREL para simplificar el 
método de HARNACK ($ 80-9). 


10, Constrúyanse funciones integrables (R) con conjunto no cerrado 
de puntos de discontinuidad. : ñ 
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1. Sucesiones doblemente indefinidas. — Una sucesión in- 
definida de sucesiones indefinidas de números reales o com- 
plejos 

Si Si Sia .o.o» Sin ..o.oso 
Sa Sa Sa +... Bin  ..... 
EE A A ion Pa 
Sn Smz Sma tr... Snin .o...o 


Puede engendrarse de dos modos: como sucesión indefinida de 
filas (cada una de las cuales es una sucesión indefinida simple), 
o como sucesión indefinida de columnas, que también son suce- 
siones indefinidas simples. Es decir: podemos comenzar fijan- 
do el índice m en el elemento general Sm, y dando a a los 
valores 1, 2,3, .....;o bien fijamos primero n, dando valores 
sucesivos a M. 

Se dice que la sucesión (S»,n) o la variable Su, tiene el lí- 
mite doble finito S, o tiende al límite doble S, si para cada va- 
lor de € > 0 corresponde un número natural y tal que sea: 


[81-2] |Sin—8S|<e, para m>v y n>v. 
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Si se verifica | Sn | > K, cualquiera que sea K, la sucesión se 
llama divergente. Escribiremos, respectivamente: 
[81-3] lim San =S , lim San = 0. 
m, n—>% m. R% 

Si la sucesión doble no tiene límite, finito ni infinito, se 
llama oscilante, indeterminada o discrepante. 

No debe confundirse el límite doble [81-3] con el límite 
SUCesivo: 


[81-43 lim [tim Sm Ñ lim lim San ) ] 
m>ozn ino rn>nim>os 
(por filas) (por columnas) 


en las cuales se hace crecer infinitamente primero un índice y 
luego el otro mientras que en [81-3] crecen ambos simultánea- 
mente. a 


NOTAS: 1. En [81-2] es equivalente en lugar de » poner en corres: 
pondencia de £ > 0 números naturales mole), no(e) tales que sea: 


(81-53) |Sm—S5|< e , para m > Mele) y no > mole). 


Si dirigimos ($ 2-7, nota 2) el conjunto de pares de índices a =(m, n) 
do manera que a[>]as si se cumple simultáneamente m > Mo Y N >M, 
lk definición [81-5] es caso particular de la correspondiente a un con- 
junto dirigido cualquiera dado en $ 78-1, nota 1, def. 1. 

También (81-5] expresa que tachando en [81-1] las m primeras filas 
y las n primeras columnas, los elementos que queden (en el ángulo in- 
ferior derecho) difieren en valor absoluto de S en menos de e. 


2. Los límites (81-3] y [81-4] pueden considerarse respectivamente 
como límite doble y sucesivo en el infinito ($ 65-1, nota 1. y $ 65-2), 
Jonde las variables independientes x, y tomen sólo valores naturales. 

3. Muchos autores engloban con el calificativo de “divergentes” a las 
uucostones dobles “no convergentes”, 


EsemMPLOS: 1. Sea la sucesión doble Shan =m/(m->mn), dando el 
cundro 








1 1 E 1 
a A a A , 1+n yo$.... 

2 2 2 2 
E A "Cn 

3 3 3 3 

AE AR AA E 
m mm m m 
ml m+2 * m+3 ” * mn 007 


oa ra as raro 


Il línito de cada fila es cero y el límite de cada columna es 1; luego: 


lim lim Sar] =0, lim lim Sn» ] ==; 
mos” M—e Y "n—% m— X 
Y, »in ombargo, no existe lim — os decir la sucesión deble cx 





man>n MA+Rn 
uxcilunto, 
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2. Para San =m-—n, compruébese que el límite sucesivo por filas 
es ——%, por columnas es 4-00 y el límite doble no existe. La sucesión 
doble puede ser oscilante, aún teniendo términos tan grandes en valor 
absoluto como se quiera. 


3, Para So =(—1)”"(1/m+1/n) no existen ni el lim Sm (08- 
m—> LS 
cilante entre +1/m), ni tampoco existe el lim Sm», es decir no hay 
mI 
límites sucesivos, ni por filas, ni por columnas. Sin embargo, existe el 
límite doble S =0, 


4. Para San =.mn/(m +2n)?, ambos límites sucesivos existen y son 
iguales a 0. Sin embargo, no existe el limite doble, como se comprueba 
viendo que Sam, m = 2/9, Sns m = 1/4 para todo m. 


TEOR. 1. (PRINGSHEIM). Si existe el límite doble finito o 
infinito y existe el límite de cada fila (columna), entonces exis- 
te el límite por filas (columnas) con valor igual al límite doble. 

De [81-2], al suponer existente lim San, será también 


n—+0) 
| lim San —S]|<e para m> v, lo que prueba que existe el 


n—>00 
límite por filas y es lim (lim S»a.)= 8. Demostración aná- 
, A O pe ; 
loya para el caso de divergencia, sin que para m fijo, lim Sun 
n—>0 
necesite ser infinito. 


Noras: 4. Compárese este teorema con el ejemplo 3. 
5. Para variables continuas este teorema es el visto en $ 65-2, nota 1. 


TEOR. 2. (STOLZ). Condición necesaria y suficiente para que 
una sucesión doble [81-1] sea convergente, es decir, tenga lí- 
mite doble finito, es que para todo e > 0 existan números na 
turales mole), nole) tales que 


| Sm+pr n+q — Smn | <X e para m > Mo Y N>Ro , 
con p y q números naturales cualesquiera. 


Es corolario inmediato del teor. 1 de $ 78-1 dado en gene- 
ral para límites dirigidos (nota 1). 


NoTAS: 6. Así pues, este criterio llamado de SroLz en el caso de su- 
cesiones dobles, no es sino el criterio general de convergencia de BOLZANO- 
CaucmY ($ 65-1, nota 2). 


7. Si los elementos del cuadro [81-1] son reales existen siempre los 
límites superior e inferior de oscilación finitos o infinitos ($ 20-5) res- 
pecto del conjunto dirigido de sus pares de índices según criterio dado en 
nota 1. Ambos límites superior e inferior coincidirán cuando y sólo cuan- 
do todos los límites de oscilación del conjunto dirigido según « —(m,n) 
(nota 1) coincidan en un número S de módulo finito (cfr. $ 21-6, b). 
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2. Series dobles y múltiples. — a) Dada una sucesión doble- 
mente indefinida de números reales o complejos: 


U11 UU  Ua O Un aja ia 

UU Ua Us ..... Un ad 

YU U: A ÚUzn  ..... 
[81-6] 31 32 33 ¿n 

Umi Uma Uma ..... Umn ..... 


...... roo»... ...... +... . 4. . +... .. 


se llama serie doble al algoritmo que resulta de combinar la 
adición con el paso al límite, del modo siguiente: de la suce- 
sión doble [81-6] deducimos otra sucesión doble [81-6] de ele- 
mentos ($ 4-8, b): 

[817] San = Y uy = uy = Y EW, 


i=1j=1 i=1j=1 j¿=1i=1 


43 


Ma 


donde cada uno es entonces la suma que llamaremos suma par- 
cial de la serie doble, de todos los términos [81-6] cuyos índi- 
ces no excedan a Mm y n, respectivamente. 

De otro modo: S,,n es la suma de los m.n términos en el 
rectángulo de diagonal 1 Unn. Según se verifique: 

lim Sm =$ 3 lim Sai == 0) 
m, RD m, 1n—>00 

o que no exista límite, la serie se llama convergente, divergente 
u oscilante, y en el primer caso, el número se llama S suma 
de la serie, y suele escribirse (induciendo a falsa interpreta- 
ción) :; 


Y 
Ss = y Yi = Un E Ur a E E 


a + Ua + Uso Y Usa TF... + Uan Te... 

[81-83] AI A e dela id : 
Him + Uma Y Umar +. «Uma Tr + 

A A o ara 


pero entiéndase bien que no se ha de sumar por filas, y luego 
éstas entre sí, como pudiera creerse por la estructura de este 
esquema; ha de entenderse solamente que S es el límite de 
Smn, como se ha dicho antes. 


Notas: 1. Al efectuar los pasos al límite doble y sucesivos por filas 
e por columnas, en [81-71] se obtendrá respectivamente (cfr. bz) 


un mn 00 00 00 [e.2] 00 
Y uy o; y SN | pS 47 | ; A Yo tuyo; 
7 1 i 1, 1 A E A j=1líi=1 
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de modo que no se conservarán en general las equivalencias de los tres úl- 
timos miembros de [81-7] al reemplazar m y n por 00, 


2. Recíprocamente, de toda sucesión doble de sumas parciales [81-1], 
se deduce [81-6] mediante 


[81-9] Umn = San => Sa, n-1 — Say n + Sm-1 n-1. 


Der. Una serie doble se llama absolutamente convergente 
si es convergente la serie doble formada por los valores abso- 
lutos | Um» | de sus términos. 


TEOR. Una serie doble absolutamente convergente es con- 
vergente. 

Para demostrarlo, basta aplicar la desigualdad triangular 
($ 9-5, ejercicio) al criterio de STOLZ ($ 81-1, teor. 2; cfr. 
$ 22-1, h). 


b) Series simples deducidas de una serie doble. — b1) Por 
ser numerable el conjunto de términos Um, dado en [81-8], se 
lo podrá ($ 2-11) ordenar en serie simple de muy diversas ma- 
neras, de las que al estudiar el producto de series numéricas 
($ 22-6, b) ya hemos visto dos importantes: 


Serie principal. Se recorre el esquema [81-8] por ángulos 
rectos sucesivos de lados verticales y horizontales con vértices 
en la diagonal principal (u;;), así: 


[81-107 Ur + Urz + Ugo < Uer + Ura H Uo3 E Ugaz L- Ugo | Ur. > 


Serie diagonal. Se recorre [81-8] por diagonales sucesivas 
perpendiculares a la principal, esto es, ordenando los términos 
por la suma de sus índices, as1: 


[81-11] 11 +12 + Uar + Una + Mao + Ugr H Una + og + 
TU Hart. 


. Nora 3. Con el mismo nombre se designan las series análogas, pero 
distintas de las anteriores que se obtienen recorriendo los índices en for- 
ma ascendente, en lugar de descendente. 


Asociando los términos en las series anteriores se obtienen 
las siguientes: 

Serie por cuadrados, Sus sucesivas sumas parciales son las 
que completan los cuadrados correspondientes a la ordenación 
principal, dando la serie de términos: 


QU =UÚx ,) l%=Ur bla + ta, 
da = Ura + Uog + Ugg LH Ugo + Ugo», 
y en general 
[81-12] Gn = Urn Y Uan + ... + Un-11 n Y Un, n + Uns mi ... + 
+ Uno + Una . 


Serie por triángulos. Sus sucesivas sumas parciales son las 
que completan los triángulos correspondientes a la ordenación 
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diagonal, de manera que sus términos se obtienen asociando en 
[81-11] los de suma de índices, constante, 'así: 


bh=U: , ti=UsLUa , ti= Us + Mes + U 
y en general 


[81-18] tl, = Ur + Ud) m-1 + ..o + Un-1) 2 + Un] +» 


bz) Otrá forma de sumar el esquema [81-8] no es ya for- 
mar con él una sola serie simple, sino una serie simple de se- 
ries simples, siendo importante considerar en particular las si- 
guientes, que corresponden a los límites sucesivos por filas o 
por columnas de la sucesión Sm» (ver nota 1): 


Suma por filas. Es la de la serie simple 
00 [0.0] 
[81-14] E fm , con fn= Y Umo , 
m=1 n=1 
supuestas convergentes cada una de las series formadas por 
las filas de [81-8]. 


Suma por columnas. Análogamente es la 
[o] Do 
[81-15] E Cn , con Ch = X Umn- 


n=1 m=1 


e) Series múltiples. —Sus términos dependen no ya de dos, 
sino también de tres o más índices naturales (pero no de in- 
finitos índices, pues entonces se obtendría un conjunto no nu- 
merable, con la potencia del continuo; cfr. Cap. Il, nota IT). 
El conjunto de sus términos da lugar a sumas parciales, ele- 
mentos de sucesiones múltiples, en forma análoga a la [81-7] 
y recíprocamente, como en [81-9]. Para estas sucesiones múl- 
tiples de sumas parciales se definen los límites múltiples y su- 
cesivos en forma análoga a la vista para el caso de dos índices 
(cfr. $ 65-2, nota 4), 


3. Series dobles de términos positivos. — Como en el caso 
de las series simples : 


TEOR. 1. Toda serie doble de términos positivos o nulos es 
convergente o divergente, pero nunca oscilante. 


Pues la sucesión doble de sumas parciales es monótona respecto del 
eriterio de dirección (m,n) [>] (mo 10) si es simultáneamente m > mo y 
w to ($ 81-1, nota 1; $ 78-1, def. 2) y por tanto ($ 78-1, teor. 2) 
existe siempre su límite finito o infinito. Esto mismo demuestra; 


'TEorR, 2. Condición necesaria y suficiente para que una se- 
rie doble de términos positivos o nulos sea convergente es qu: 
se conserven acotadas sus sumas parciales dobles, San < K, con 
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K número positivo independiente de m y n, y entonces la su- 
ma S no es mayor que dicha cota K, es decir, S < K. 

La propiedad fundamental de las series dobles de términos 
positivos que hace su manejo particularmente sencillo, es la si- 
guiente: ; 


TEOR. 3. Una serie doble de términos positivos o nulos, 
convergente, tiene convergentes y con igual suma cualquier se- 
rie simple deducida de ella, que contenga todos los términos de 
la dada, así como las series simples formadas con la suma de 
las series simples que forman las filas (columnas) de [81-6]. 
Reciprocamente, 8% Umn > 0, es suficiente que cualquiera de es- 
tas series simples sea convergente, para que lo sean las demás 
y la serie doble, con igual suma. 


En efecto, dada una ley de formación cualquiera de una serie simple 
de suma parcial S;, siempre podremos considera una suma parcial doble 
Smn que contenga todos los términos de Si y la Sp que pueda formarse 
con términos contenidos en S Por ser positivos o nulos todos ellos, será 
Sps < Si < Son, lo que prueba ($ 81-2, teor. 2, y $ 22-2, a) el directo y 
el recíproco del teor. 3 para el caso de series simples y la doble, Para el 
caso que relaciona la suma por filas con la suma doble, supongamos pri- 
meramente que se verifica la hipótesis del directo San > $. Si designa- 
mos por quí”? la suma parcial de los n primeros términos de la fila 
m-ésima de [81-6], por ser 


[81-16] Sm = Pa E a cc 7 BS, 
cada fila forma una serie convergente tal que 
00 
lim q" =fn= Y Um , 
n— A n=1 


y en el límite n-> 00 para el segundo miembro de [81-16] se conservará 


Sms S Aki... +fóm<S , 
que prueba que es convergente con suma S la serie [81-14]. 
Recíprocamente, si es convergente la serie [81-14] con suma 5, en- 
tonces la suma parcial doble se conserva acotada Sm, < S, es decir, la 
serie doble de términos positivos o nulos será convergente (teor, 2), con 
la misma suma $, en virtud del directo, 


4. Series dobles absolutamente convergentes. — Las series 
dobles absolutamente convergentes no se comportan exactamen- 
te como las series dobles de términos positivos (ver nota), pero 
sí subsiste la parte directa del teor. 3 de $ 81-83. Así: 


TEOR. Si una serie doble de términos reales o complejos 
cualesquiera es absolutamente convergente con una suma doble 
S, entonces, todas las series simples deducidas de ella, así como 
la suma por filas (columnas) son también absolutamente con- 
vergentes con la misma suma S. 


En efecto, por consideración de las series formadas por los valores 
nbsolulos de los términos y aplicación del teor. 3 del $ 81-3, se ve que 
seran absolutamente convergentes todas lax series simples deducidas de 
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la dada y por tanto tendrán entre sí igual suma (propiedades conmutati- 
va y asociativa, $ 22-5) y en particular la serie por cuadrados [81-12] da 


suma de la serie doble. Por otra parte, las series formadas por las filas 
serán también absolutamente convergentes, con 


oc 
Fm = AN Umn 5 
n=1 


por lo que existirá 
lim Sm =fi+f57+... +fn 


y podrá aplicarse el teorema de PRINGSHEIM ($ 81-1, teor. 1) y por tanto 
será 


00 
fa =S , 
m=1 

como queríamos demostrar. 

NOTA. En contraste con lo que ocurre con las series dobles de térmi- 
nos positivos o nulos ($ 81-3, teor. 3, recíproco), para las series dobles 
de términos reales o complejos cualesquiera se da el caso sorprendente 
de que una serie doble de filas que formen series absolutamente conver- 
gentes, con suma por filas también absolutamente convergente, pueda no 
tener suma por columnas y como serie doble no ser convergente y por 
tanto tampoco absolutamente, 

EJEMPLO (CESARO). Sea 


Um = (—1)7-1 (241 —1)>2/20+[()m 


es decir: 


156. 15 
Ta A EAT TA 
qa q 15* 15? 

e ir e TE TN 
1 E 

+ gi lago ye + 4 mE ge go 16' + 16* Es, 





ES AE RAI: A A A 
DATUM r 
ES E E 











euda fila, de suma 1/2”, forma una serie absolutamente convergente, 
siendo (1/2) +(1/4)+(1/8)+ ...=1 (suma por filas) absolutamente 
convergente. Cada columna forma una serie geométrica convergente (ab- 
solutamente) de sumas +1, pero no existe la suma por columnas, por 
rer oscilante, 1—1+41—1+p1—1+.... Además vemos que para m 
muy grande respecto de » impar (par), está Smn tan cerca como se quie- 
ra de 1 (0), lo que prueba que no puede ser convergente la sucesión do- 
ble Sua. 
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5. Series dobles de términos reales o complejos: propiedad 
conmutativa. — Las series dobles de términos reales con infi- 
nitos términos positivos e infinitos términos negativos, pueden 
estudiarse también formando separadamente la serie doble de 
los términos positivos (sustituyendo los demás por ceros) y la 
serie doble de los valores absolutos de los negativos (sustitu- 
yendo por ceros los positivos). Así de [81-8] se deducen: 


Gr + Gra +... Ora + +... Al bu +b12 Ho... + Din + 


[81 m4 ] —< Mr 5 22 o A gn ss. | dar ++ Doa A e er ds O 


Parar ss LT] a rr rr oso or rr o 


de iio no negativos, con sumas parciales Ann y Bm, tales 
que Sinn = Ámn — Bmn. Entonces: 


TEOR. 1. Si las dos series dobles componentes [81-171 con- 
vergen y sus sumas son A y B, la serie doble [81-8] converge 
hacia A — B, y además es absoluta e incondicionalmente conver- 
gente. Si la 2% [1%] converge y la otra diverge, la serie doble 
diverge hacia +o ó6 [—o]. Si ambas son divergentes, la serie 
doble puede ser convergente, divergente u oscilante y, al poder 
aplicar a las series simples deducidas de ella el teorema de 
RIEMANN ($ 22-4, b), en el caso de ser convergentes, su suma 
dependerá del orden de los términos. Así pues, aquí también 
(cfr. $ 22-4, bs) las denominaciones de convergencia absoluta 
y convergencia incondicional son equivalentes. 

Esto subsiste para las series dobles de términos complejos, 
Uinn = Úmn + ÚWmn (CON Uma, Mm reales), pues aquí también 
(cfr. $ 22-b): 


TEOR. 2. Condición necesaria y suficiente para que la serie 
de términos complejos 
00 


S= 2 Un 


monx=l 
sea convergente, es que lo sean conjuntamente las series dobles 


formadas por las partes reales Umn y las partes imaginarias 
Unos de WUnns Y si 


0 09 
V= S Um » W= Nm» 
mn-=1 mn=1 
será S == VH+1W. 
Kn efecto, basta considerar las desigualdades : 
IV o —Vinn |< 


| W Won |< S<|S—Smn | < | V— Vins | + | W-— Won | 
para Sun = Vinn + Wim 
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NoTA 1. Obsérvese que para la convergencia de una serie doble de 
términos cualesquiera se da el hecho sorprendente de que no es necesario 
que se conserven acotadas las sumas parciales dobles | Sn, | < K, si m y n 
no crecen simultáneamente, según se ve en el siguiente 


EJEMPLO. Sea la serie doble: 


(% +b0) + ( G—bi) + 0: + 03 + MA + ... > 

+ (—b + b) + (—01— bi) — (2 — la — QU — +... 
+ b. de ET O ED 
e rlraaiaaceiana tac E E 


Tomando m > 2, n >2 es Snn=0, y por lo tanto la serie doble es 
convergente con suma cero, cualesquiera sean las a; y b,. Si Ya, fuese 
divergente y 3b, convergente, las So, para 1 -—> 0%, no se conservarían 
acotadas y la suma por filas no existirá, aunque sí la suma por colum- 
nas. Por otra parte, la suma por triángulos vale a, + b, y eligiendo ade- 
cuadamente las sucesiones a,, by podemos hacer que la suma por trián- 
gulos sea convergente al valor que queramos, divergente u oscilante, a 
pesar de ser S=0 y del teorema de PRINGSHEIM (5 81-1, teor. 1, que 
sc refiere a suma por filas o por columnas). Si por ejemplo hacemos 
a,=2,b,=—1, la suma por triángulos vale 1,40 y la ordenación dia- 
gonal da una serie simple oscilante, la serie doble es convergente con 
suma 0, y las sumas por filas (columnas) no existen, 


+ 


NoTA 2. Una aplicación interesante de la teoría de las series dobles 
os la simplificación de la demostración del teorema del producto de se- 
ries simples absolutamente convergentes ($ 22-6, ba). Pues bajo esta hi- 
pótesis, la serie deble producto [22-69] es también absolutamente conver- 
gente (basta sumar por filas la de sus valores absolutos, $ 81-3, teor, 3) 
Y su suma será el producto de las sumas de las series factores (como 
también se ve sumando por filas [22-69] según Um + Ud +... + U% + 
+... =U.V y aplicación de $ 81-4, teor.). 


EJERCICIOS 


1. Expresión general de los términos Um,n (m > 1,1 >1) de la se- 
rie doble cuya suma parcial doble vale Sn,n=[(m—n)/(m-+ m1). Hálleso 
su suma por filas, por columnas, doble, por triángulos y diagonal, 

2, Dada la serie doble 


formar sus dos series dobles obtenidas al 


y + 00 cena el E le anular los términos de igual signo (ya sólo 
a _ 0 Si to Al pes —, ya sólo +) y estudiar para cada a 
04 0-140+1+ de ellas tres (la dada y estas dos), el valor 


y la suma por filas, por columnas, doble, 
diagonal y por triángulos, 


3. Demostrar que la serie doble 


E a A A 
—= 1 + 1 —1/2+ 1/2 — 1/38 + 1/8— ... 
+ 1/2 1/28 + 1/8 — 1/34 144 = 14H 6. 
2 3 A 
A E A A OS ses 


“a convergente y su suma es 0. 


4. Demostrar que la serie simple principal de la serie anterior es 
convergeute y tiene la suma 0; la serie diagonal es oscilante; la serie 
obtenida sumando por filas tiene la suma 0, y también tiene esta suma 
la serie oblenida sumando per columnas. 
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$ 82. INTEGRALES DOBLES 


1. Concepto de integral doble. — a) De igual modo que el 
problema del área de recintos planos condujo al concepto de in- 
tegral simple, el del volumen conduce a las integrales dobles. 
Vamos a definirlas por el mismo método de RIEMANN usado 
en 35 48 y 49. 

Sea 2 =Í(x,y) una función acotada en el rectángulo 

R(a<x<b ; e<y<d) 
y dividiendo éste en rectángulos parciales por abscisas y orde- 
nadas intermedias: 
[82-1] a 
c 


lo LX... <A =Ú0 , 

Yo < Y << Yn=4 , 
multipliquemos el área 5, =Ax. Ay de cada intervalo bidimen- 
sional, o rectángulo parcial, por el extremo inferior o superior 
de f(x, y) en él, y formemos así las sumas: 


[82-2] s=2EmS, , S=2MA, 


siendo, por tanto, s < S y verificándose la igualdad solamente 
si f(x, y) es constante en cada rectángulo, caso en que se lla- 
mará función escalonada. 

La suma inferior s nos da un volumen contenido en el 
cuerpo limitado por la superficie 2 = f(x, y), el plano xy y el 
cilindro cuya base es el rectángulo R en este plano, cuerpo que 
se llama cilindroíde por analogía al trapezoide ($ 48-2). La 
suma superior S nos da un volumen continente de dicho cilin- 
droide. Así pues, intuitivamente, el proceso de cálculo [82-21, 
trata de aproximar por defecto y por exceso, mediante la su- 
ma de volúmenes de log ortoedros elementales contenidos y con- 
tinentes correspondientes a cada partición [82-11, el hipotético 
volumen del cilindroide en cuestión. 

Si son contiguas ($ 7-6) las clases de las sumas s y S para 
todas las particiones del rectángulo R en un número finito de 
rectángulos parciales, el número frontera se llama integral de 
f(x, y) en R, designándose así: 


182.3] $$ teva ay 
R 


In 


y la función f(x, y) se dice integrable (R) en R. 

Si las clases no son contiguas, se define la integral inferior 
y la integral superior, así (cfr. $ 49-2): 
dl Í(x, y de dy = extr. sup. s 
[82.4] PNGPZ 
extr. inf. S. 


Il 


a Í(x, y) dx dy 
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b) La integral como límite. — Si en cada intervalo parcial se elige 
un punto cualquiera (x,, Yr), como las sumas 
2Í (%r, Yr) AYAY 


que están comprendidas entre las a y las S, difieren de la integral en 
menos de e desde una partición en adelante, luego la integral, si existe, 
puede considerarse como limite de estas sumas, respecto del conjunto di- 
rigido de las particiones ($ 78-1), cualquiera que sea el punto (%,,Y,) 
elegido en cada rectángulo. Más general: las sumas s convergen siempre 
ira integral inferior y las S hacia la integral superior ($ 78-1, 
eor. 

Estos límites lo son respecto de las particiones, pero se puede demos- 
trar que también lo son respecto de la norma. Si llamamos diámetro de 
un conjunto al extremo superior (8 23-14) de las distancias entre pares 
de puntos del conjunto, la norma de una partición es el diámetro máximo 
de las mallas del retículo formado por la partición [82-1]. La demostra- 
ción de este lema, de DARBOUX, es análoga a la ya dada en Cap. XV, 
nota I, bd. 


Nora. El paso al límite que se efectúa para obtener la integral do- 
ble es análogo al estudiado para sumar series dobles ($ 81-2), que están 
respecto de las series simples como las integrales dobles lo están respecto 
de las simples. 


2. Conjuntos de extensión nula y de medida nula. — La teo- 
ría de la integral fué creada para la medición de magnitudes 
geométricas de figuras representadas analíticamente por fun- 
ciones definidas en intervalos de E, o recintos sencillos de Es, 
Es; posteriormente se abordó la medida de los conjuntos de 
puntos cualesquiera y la exposición de la teoría elaborada por 
JORDAN, BOREL y LEBESGUE la haremos en los $$ 94 y 95. Hay, 
sin embargo, algunas nociones ya clásicas que conviene ante- 
poner. 


DEF. 1. Un conjunto de E, se dice nulo (R) o de extensión 
nula (en particular diremos longitud, área o volumen (R) nu- 
los) si puede encerrarse en un número finito de intervalos, 
rampantes o no (es decir, con o sin puntos interiores comu- 
nes), cuya suma de extensiones (longitud, área, volumen) sea 
menor que cualquier número positivo prefijado. 


EJEMPLOS: 1, De cualquier modo que se cubra el conjunto de los 
puntos racionales del intervalo (0, 1) con número finito de intervalos, la 
suma de las longitudes de éstos es mayor o igual que 1, luego no es nulo 
(R); pero tampoco diremos que tiene longitud 1. (Ver def, 2 y ejem- 
plo 3). 

2. Son nulos en Ex: el conjunto de puntos x=1/m, y =1/n para 
tados los valores naturales m, 7; cualquier conjunto finito de segmentoa, 
con o sin puntos comunes, trazados en el cuadrado; todas las curvas ele- 
meniales: cónicas, cicloides, espirales, ete., por ser rectificables (ver no- 
ta 1) y también las no rectificables como la y =xsen(1/%), que tienen 
longitud finita si so excluyen ciertos intervalos arbitrariamente pequeños. 


NoTA 1. Ejemplos de conjuntos nulos (R) en Ex (de área nula) son 
har curvua rectificables ($ 66-1). En efecto, si se dividen en n parten 
ignaler los lados a, db del rectángulo que contiene la curva, y también la 


$ 82 -2 INTEGRALES DOBLES 405 


curva cuya longitud suponemos ¿< a < b, como los puntos de dos rectán- 
gulos parciales no contiguos distan más que el lado a/a, cada arco de 
longitud 1/n < ajn no puede tener puntos en más de 4 rectángulos, nú- 
mero máximo de rectángulos contiguos, dos a dos; luego el área total de 
los rectángulos que contienen a la curva es menor que 4n(0/n) (b/n)= 
=4(ab/n), el cual puede hacerse arbitrariamente pequeño al crecer £. 
Si la curva tiene longitud mayor o igual que a, descompuesta en otras 
de longitudes menores que a, subsiste la conclusión. 


Der. 2. Un conjunto de E, se dice de medida nula n-di- 
mensional o nulo (L), si puede encerrarse en un número fi- 
nito o infinito numerable de intervalos n-dimensionales ($ 64-4), 
rampantes o no, cuya suma total de extensiones n-dimensiona- 
les sea tan pequeña como se quiera (cfr. Cap. XIII, nota III, e). 

Consecuencias inmediatas de las definiciones anteriores son: 


TEorR. 1. Todo conjunto en E, de extensión nula, es tam- 
bién de medida nula, pero no recíprocamente (ejemplos 3 a 5). 


TEOR. 2. Todo conjunto finito o numerable es de medida 
nula, Pues para cada e£ > 0, si se cubren los puntos Xy, X>z, 
Xs, ..., Con entornos de extensión e£/2, £/2?, e/23, ..., resulta 
una extensión total menor que e, número que puede elegirse 
arbitrariamente pequeño. 


TEOR. 3. La unión (en particular la suma disjunta) de con- 
juntos de medida nula, en número finito o infinito numerable, 
es un conjunto de medida nula. Basta aplicar la misma demos- 
tración que en el teor. 2. 


EJEMPLOS 3-5. Por ser numerables ($ 2-11), tienen medida nula: 
1%, el conjunto de los números racionales; 2%, el conjunto binario, forma- 
do por los puntos de la escala natural, sus puntos medios, los medios en- 
lve cada dos consecutivos, etc.; en suma todos los expresados en sistema 
binario (Cap. I, nota II) con número finito de cifras 0 y 1; 3%, todos 
tos puntos de la red decimal, es decir, expresados con número finito de 
cifras O a 9. 

Todos estos conjuntos son densog ($ 64.4, nota 2), es decir, hay pun- 
los del conjunto en todo intervalo; el complementario carece de puntos 
interiores; el derivado ($ 64-4, nota 2) es todo el intervalo básico [a, 5]. 
e tanto, ninguno de estos conjuntos de medida nula, es de extensión 
unta, 


NoTA 2. Todos estos conjuntos densos, son rumerables; y será buen 
ejercicio la enumeración efectiva de cualquiera de ellos (preferible el bi- 
nario), convenciéndose de que los infinitos intervalos con que se enbren 
“ns puntos, no solamente no cubren todo el intervalo (0, 1), como enga- 
hosmmnente nos hace creer la intuición, sino que cubren una longitud ar- 
hitrnriumente pequeña, por ser conjuntos de medida nula, aunque no son 
le extensión nula. Elíjase por ejemplo la amplitud a = 1/16 del entorno 
der 1 2 su mitad para 2.= 1/4, ete,, y se verá cómo quedan puntos 


(13, 106, V2:2, ...) sin cubrir, Recíprocamente: elegido un punto del 
“"mnplementario, por ejemplo V2/3, tómese un valor de a suficientemente 
puesto para que quede sin cubrir. 


Eembbo 6. Confporto de CANTOR, — Fué definido en $ 50-2, nota 3 
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como complementario del conjunto de intervalos centrales abiertos en la 
división ternaria del segmento (0, 1). Puesto que, al excluir el tercio 
central, la longitud total de los dos intervalos que cubren el conjunto es 
2/3; y, en general, la longitud total de los intervalos que contienen el 
conjunto en cada etapa, es (2/3)*, que puede hacerse arbitrariamente pe- 
queña, resulta: el conjunto de CANTOR es de extensión nula y, por tanto, 
de medida nula ($ 50-2, nota 3). 


3. Condiciones de integrabilidad (R). — Como en el caso de 
una variable ($ 48-3, b), por la continuidad uniforme de 
f(x,y) en E cerrado ($ 65-3, nota 2), toda función continua 
en un rectángulo cerrado será integrable (R), pues para cada 
e > 0 la oscilación ($ 49-1) será w, =M,—m,<e, en toda 
partición en intervalos suficientemente pequeños, por tanto: 


[82-5] S—3= 2(M,—m,)5, < e2Xó, , 


y siendo Xó, el área de R, resulta la contigúidad de las dos 
clases s y $. 

De igual modo que en el caso de una variable ($ 48-3, d), 
la existencia de integral en R subsiste para las funciones con 
discontinuidades de extensión nula, esto es, susceptibles de ser 
encerradas en número finito de intervalos de área total arbi- 
trariamente pequeña, y entonces, en la expresión [82-5] los 
sumandos que aportan esas mallas de áreas <e tienen suma 
menor que e.2K si en R se conserva —K< f(x, y) < K; luego 
subsiste la contigiidad de las dos clases. Por tanto: 


TEOR. 1. Es integrable en un rectángulo R toda función 
acotada cuyo conjunto de discontinuidad tiene extensión nula. 

En particular, si f(x, y) es continua en un dominio D, con- 
tenido en un rectángulo R, puede ampliarse a éste su defini- 
ción, poniendo f(x, y) = 0 en los puntos de R no pertenecientes 
a D, y resulta así una función que sólo es discontinua en la 
frontera de D; y, por tanto: 


TEOR. 2. Es integrable toda función acotada continua en 
el interior de un dominio D cuya frontera tiene extensión (su- 
perficial) nula. 

Tal sucede en el caso más frecuente en que la frontera está 
formada por una o varias curvas compuestas de número finito 
de arcos monótonos, o, más general, por una curva rectificable 
($ 82-2, nota 1). Su valor lo designaremos por 


(82-6] 0 f(x, y) de dy. 
D 


NoTA. Los teoremas anteriores dan sólo condiciones suficientes de 
integrabilidad (R), aunque sean las que más suelen aplicarse en la prác- 
Lica 

Las condiciones necesarias y suficientes de integrabilidad (R) en TY, 
son las núsmas que las vistas en el enso de una variable ($ 40-1 y Cap. 
X11T, nota JID), con tas imsmas demostraciones, Asi tendremos: 
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Para la existencia de la integral (R) de una función acotada 1(x, y) 
cn un rectángulo R, es condición necesaria y suficiente que se cumpla 
una cualquiera de las tres siguientes: 


19) Para cada e >0 existe una partición [82-1] tal que ses 
xo, < e (RIEMANN); 

29) Para cada número w>0, el conjunto de puntos x de oscilación 
w(x)>w es de extensión nula (Du Bois REYMOND); 

3%) El conjunto de puntos de discontinuidad (es decir, de oscilación 
w(x) > 0) es de medida nula (LEBESGUE). 


4. Cálculo de integrales dobles por integrales reiteradas. — 
El cálculo elemental de volúmenes a la manera de CAVALIERI 
(Cap. XITI, nota 1), por descomposición en discos, así como la 
suma por filas (columnas) de las series dobles ($ 81-2), su- 
giere que si la base es rectangular, el valor de la integral doble 
[82-3] vendrá expresado por la integral reiterada 


(82-7] $ ao f 2er , o bien ay f ttm 


c 





Fig. 272 


dende en cada caso (fig. 278) la integral interior 


d 
A(u)= f tad, 


renpectivamente 
b 
B()= f tay, 


representa el área de la sección del sólido con el plano x = const. 
| - const], y las [82-7] sc escriben 
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b d 
il A(ujdx , S B(y)dy. (Cfr. $ 54-4). 


Pero si prescindimos de toda consideración intuitiva se 
plantea el problema siguiente: 1% ¿Existen estas integrales? 
292 ¿Son iguales entre sí y a la integral doble sobre R? 

Analizaremos después ($ 82-5) tipos de condiciones que 
aseguran la existencia de las tres integrales, lo que implicará 
que deben ser iguales, incluso si estamos en el caso [82-6]; 
así se obtiene , 

[82-8] SS f(x, y) de dy = S def f(x, y)dy = 
D A Y (2) 
d 


= Jj ayf t(a,y)do , 


e xy) 
donde Y (x) designa el 
conjunto de intervalos * 
intersecados por el recin- 
to en la sección de abs- 
cisa x; en la figura 279 
hay tres secciones que 
dan 2, 2 y más (acaso in- 
finitos) intervalos. Aná- 
logamente, X (y) repre- 
senta uno o varios inter- 
valos secciones del recin- 
to con ordenada y. 

El caso más sencillo 
y frecuente en que cada 
sección es un intervalo, 





a Xx, X, xd) Xx 
Fig. 279 conduce a la fórmula: 


yilx) 


[82-9] 10 f(x, y) du dy = ¡E ds f(x, y dy = 
D a 


yo(x) 


x1(y) 


- fa f(x,yjdxe , 
€ xo (y) 


designando por yo(x) la función definida por el arco inferior 
del contorno e y,(x) por el superior; xo(y) está definido por 
el arco de la izquierda y x,(u) por el de la derecha. 


* De la dofinición de recinto dada en $ 64-5 results que la sección de un reoínta 
está formada por Intervalos en número finito a Infinito numerablo (f 04-2) como «om- 
luneta arlilerta: on urb caos exite de tema os dmple ¿H). 
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EJEMPLOS: 1. Si el recinto D es el triángulo formado por ambos 
ejes y la recta » de ecuación xu 9 =1, se tendrá 


1-34 


s/ f(x, y) de dy = 1 JE et y)dy = ef f(x,y) de. 


Por ejemplo, el segundo miembro resulta 
de sumar primero los elementos de volu- 
men correspondientes a una sección de abs- 
cisa x [integral interior entre y=0 (eje 
%) é y=1—x_ (recta r)] y de sumar 
luego (fig. 280) estas secciones de espesor 
infinitésimo dx, entre x—0 (eje y) y 
x«=1 (intersección de r con el eje x). 

2. Calculemos el volumen del cuerpo li- 
mitado por el plano «y, el paraboloide elfp- 
tico A /2q) y el cilindro 
(2*/0*) + (y*/0*) 1. 

Este volumen será: 


Y = E =— er ) de dy A Fig. 280 


que se descompone en suma 8 dos integrales sobre la elipse base, 


Para calcular la primera, integraremos primero respecto de y entre 
las ordenadas y. é ya que nds a cada x, y resulta: 


Y 
5 E al dy; 
—a 


separando el factor b/(pa) queda: 
+e 


di w% Va— ae de =2/ e Va — e de. 


—a 





La sustitución x—asent, la reduce a 
1/2 T/2 
2a* / sen*t cos? tdi = + a f sen" 2 tdi 

; 0 
que se calcula pasando al arco doble (% 51-4, b), y resulta na*/8, luego 
la integral doble vale na*b/(8p), y la otra nab*/(8q); por consiguiente: 

q 2 

vY==+ ES $ >. 


En particular, si los parámetros del paraboloide son p=a, q =b, 
remita: 


V= = nab(a +5) = base (a +5). 


Si el cilindro fuese el proyectante de la sección plana z=h, es decir: 
2ph, b?=2qh, resultaría : 


." 


V= mabk = 2, base x altura, 
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NoTA. Los miembros segundo y tercero de [82-9] suelen indicarse 
también respectivamente así: 


b Y b Y 
o il £(2,4)dy de = f l £(2.9)dy | da ; 
a Yo a Yo 

d fa d Y, 
[ Eh £(2,U) dr dy = | [f E(,4) de | dy ] 
AC o c Lo 


donde los segundos miembros indican el significado que en general se da 
a la notación del primer miembro: los límites del segundo signo de in- 
tegración corresponden a la variable cuya diferencial figura en primer 
lugar y a la primera integración (integral interior). Sin embargo, esta 
nueva notación puede inducir a confusión, tanto más cuanto que otros 
autores hacen que el primer signo de integración con sus límites corres- 
ponda a la variable cuya diferencial figura en primer lugar y el segundo 
signo, a la segunda diferencial, con orden de integración también confuso. 


5. Existencia de las integrales reiteradas y su igualdad con la in- 


tegral doble. — Demostraremos que si la integral doble existe, las inte- 
grales superior e inferior de DARBOUX ($ 49-2): 

Po b 
[82-10] 0 Í(<,ydx , il Í(x<, y) de 

e Ya 


pueden ser distintas sólo en un conjunto y de medida nula ($ 82-2). 
Aunque dichas integrales inferior y superior [82-10] tomen valores dis- 
tintos para ciertos valores de y, puede suceder que existan y sean iguales 
las integrales reiteradas: 


[82-11] ade dy f" f(x, y) de = a ay f(x, y)de , 


en cuyo caso diremos también que la integral reiterada existe con _valor 
[82-11]. Tal ocurre cuando existe la integral doble, por demostración del 
teorema siguiente: 


Teror. Si existe la integral doble de f(xw,y) en el rectángulo R: 
(a<x<b, c<y<d), existe la integral simple 


pS f(*,y)doe , 


txcepto, a lo más, en un conjunto y de medida nula en [c, d], y entonces 
exiate también la integral reiterada y es 


[52-12] e dy [" pls SS £(x, y) dz dy. 
(3 a R 


Anúlogamente para 


Je do f* f(x, y) dy = mE f(x, y) de dy. 


Ión efecto, respecto de la partición [82-1], con la notación de $ 82-1 


mr Alr <Á es, ds < [Ii ms < M,Atr , 


y por ser válida respecto de las integrales inferior y superior de Dan- 
novx lu propiedad aditiva respecto del intervalo ($ 48-5, a, con la misma 
demextración; íd. $ 49-2, nota): 


b “4 4 b, 
Yom, AR / (e, y) de € / "fe, pida < Y M, Azr. 
a »u va a 
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b 
AY 3 Mr ATr < Je dy f* f(x, y) de < 
a ¿Ye va 
Ra Pe d 
< y dy [| f(a,y)de < AY 3 MrA%r , 
, a a 


[82-13] a < pS af £(, yde < f dy $" f(a, yde < Ss, 


donde s y S son las sumas inferior y superior de la integral doble para 
la partición considerada, 

En el caso de existencia de la integral reiterada, la [82-13] prueba 
ya la igualdad de su valor con el de la integral doble, si ésta existe. 
Pero en todo caso, si son contiguas con frontera l las clases s y S res- 
pecto de todas las particiones, como los dos miembros centrales de [82-13] 
no dependen ya de éstas, debe ser 


[82-14] E dy f* (e, y) de = 0 dy [> ini=T 


que tiene como fácil consecuencia la existencia de la integral reiterada 
con valor L, como vamos a Ver. 


Si designamos por Mg al extremo superior de una función G(y), 
en un entorno de yo, es Mg decreciente con la semiamplitud $ del en- 
torno. Por tanto, existe ($ 78-1, teor. 2) el lim Mg para 5->0. que 


llamaremos máximo de G(y) en el punto yo. Entonces, al variar yo, re- 
sulta una función introducida mediante: 


Der. Se llama función superior G(y) de G(y) a la formada por 
los máximos de ésta en cada punto. Análogamente se define la función 
inferior G(y) de la G(y) como la formada por los mínimos de ésta en 


cada punto. 
Si llamamos 


E) = E £(2,y)de < E £(a,yda = Gm) , 


en $ 95-4, teor. 8, demostraremos que las integrales inferior y superior 
de DARBOUX son integrales de LEBESGUE de las funciones inferior y supe- 
rior del integrando, es decir, por [82-14] se cumple: 


is e(v)dy = (L) 19 £(u)dy = (L) 0 Ty) dy = e Gay, 


londe g(y) < g(y) < G(y) <G (y). 
También demostraremos ($ 95-2, teor. 9) que siendo 


(L) pS (C()—e (dy =0 , 


con integrando no negativo, es G(y)= g(y), a menos de un conjunto de 


medida nula ye[e, ]. Por lo tanto, ocurre lo mismo para g(y)= G(y), 
cea decir existe ($ 49-2) la integral de RIEMANN 


¡$ f(x, y) dx 
o 


xn menos de an conjunto de medida nula y e[e,d]. Esto no modifica el 
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valor y la existencia de la integral (R) en [c, dl] (Cap. XIII, nota 111), 
deduciéndose así de [82-14] la fórmula [82-12], como queríamos demostrar. 


NoTAs: 1. Obsérvese la diferencia con las series y sucesiones dobles 
(s 81-1, ejemplo 3). 


2, Pueden existir ambas integrales reiteradas y aun ser iguales sin 
que exista la integral doble, como demostró THoMarE. (Cfr, $ 81-1, ejem- 
plo 4). Cabe finalmente, que existan y sean desiguales las integrales rei- 
teradas cuando no hay integral doble, 


EJEMPLOS: 1, Sea la función f(x,y) definida en el cuadrado uni- 
dad Q(0<x<1; 0<y<1), tal que valga 1 si xy es racional y 2y 
si x es irracional. Entonces, para todo x existe 


o r1 
$, tanda 


1 1 
$ de ( f(x,y)dy = 1. 
0 0 


En cambio, para y 4 3, no existe 


NE: d 
, (0, yde , 


ni tampoco existe la integral doble 


Sh fío yde dy , 


pues los respectivos integrandos son discontinuos en todo punto ($ 82-8, 
nota). é 


2, Sea la función Í(x,y) definida en el cuadrado unidad, tal que 
valga 0, excepto en los puntos ¿=(2m + 1)/2”, yn =(2p 4 1)/2*, donde 
1(€,n)= 1/2”, con m, a, p, q números naturales cualesquiera, Aunque sea 


y por tanto existe 


Fi 1 
$, 16 y dy = 1/2 > m HEy)ldy=0, 


la integral doble existe y también con igual valor las integrales reite- 
radas en el sentido antes indicado, [Este ejemplo de Du Borg REYMOND 
(1883), fué impugnado por STOLZ (1899), injustificadamente, al no tomar 
en cuenta que pueda existir la integral de RIEMANN, aunque el integrando 
no estó ni definido en un conjunto infinito, si éste es de medida nula]. 


EJERCICIOS 
Vai— a 
1. Calcular dx $ (a + y)dy = 20*/3, 
"Val— ar 
2. Cnleular de NS ds (as — a?) “3 dy = 2a. 


"10 
x / "“Vay — a*dy = 65". 
1] 


d 
pa l con 9) 


4. Calcular r! sen () de dr. 


de 
0 
yl 

b 

3, Calcular y 
1] 

de 

¿20 


A 
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5. Calcular hi áÑ (2? + y) + de dy 


sobre el cuadrado l«| < 1, ly] < 1. 
yyy 4 Y) o 
6. Calcular dj TA du dy 
sobre el círeulo a+ y? < 1. 
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1. Reducción de integrales múltiples a integrales simples. — 
El concepto de integral doble dado en $ 82-1 es aplicable a 
cualquier número de variables, con leves cambios de palabras. 
Sea Í(2,, Ya, ...,%n,), O brevemente f(x), una función del 
punto x(x,, %z, ..., %,) definida en el intervalo r-dimensional 


Tr (ar < Li < bs) , (k=1,2,...,1) 3 


descompuesto por coordenadas intermedias en intervalos parcia- 
les 1”, llamaremos volumen de cada uno al producto Ax¡Az»z... 
.. Ax, de sus dimensiones, representándolo por 3,, y llamemos 
M,, M, a los extremos de f(x) en 1”,. Entonces, si las sumas 


s=3m8, , S=2EM)3, , 


para todas las particiones posibles de 1” forman clases conti- 
guas, su número frontera se llama integral n-ple de f(x) sobre 
1”, y se designa de estos modos: 


[83-1] f f(x) dx = IN 1(%y Ea +. ., 20) de, dez ... día ; 


con la primera notación es indispensable la indicación del nú- 
mero £ de variables o coordenadas del punto x. 

Como el teorema de HEINE ($ 65-3, nota 2) es aplicable a 
cualquier número de variables, resulta esta contigiidad si f(x) 
es continua; y también si existe un conjunto de medida nula de 
puntos de discontinuidad, es decir, contenido en número finito 
o infinito numerable de intervalos de volumen total arbitraria- 
mente pequeño ($ 82-83, nota). 

La misma demostración dada en $ 82-5 es aplicable para las 
integrales reiteradas y resulta el teorema fundamental: 


TEOR. Si f(x) es integrable en 1”, tumbién existe la inte- 
oral reiterada de cualquier orden, y .todas ellas son iguales a 
la integral múltiple: 


183-2] f,, 1004x = faz, (da... [7 de, (26042. 


Sif(G0 está definida en un recinto contenido en 1”, de tal 
modo que al fijar La, Xy ..., Ya y, Y Varía x en un intervalo 


414 XXI. INT. GENERALIZADAS. SERIES E INT. MÚLTIPLES $ 83 -1 


función de éstas, puede considerarse aplicable la fórmula ante- 
rior entendiendo que a, y b, son funciones de Za, lg, ..., Ln; 
tte y bz lo son de %z, ..., En; y, por último, a, y bn son los nú- 
meros extremos entre los que varía 2%,,. 

Refiriéndonos especialmente al caso n = 3, de máximo in- 
terés, y usando la notación zx, y, 2, la fórmula de reducción en 
el orden z, y, £, es: 


[83-3] pa f(x, y, 2) de dy de = 


= [da a a Y f(x, y z)dz , 
yy (x=) 


debiendo deducirse Zo(x, y), 2, (3, y) de la superficie frontera 
de D; yo(x), y,(7) de la frontera de la proyección sobre el 
plano xy; y, finalmente, los números Yo, Y, son los extremos 
de la proyección sobre el eje zx. 


EJEMPLO, Calculemos f$$zdxw.dy.dz sobre el octante de esfera de 
centro 0 y radio R limitado por el triedro de los semiejes positivos. 

La reduciremos a tres integrales simples, por ejemplo, en este orden: 
Integrando respecto de z resulta 221, y Mnitatido entre 2=0 y z2= 
= VE — x* —y* (frontera del octante de esfera) resulta 3(R*— x* — y?) ; 
inlegrando respecto de y (econ límites determinados por la frontera del 
cuadrante de circulo proyección sobre el plano xy) y luego respecto de x, 


regulta ; 
Lo A 2 2 = 
El do $, (RI—-22—y)dy = 
ES de[ VR. 2% Ri a0)— 3 (RP 109] = Se ER —- 9 de 


y haciendo el cambio de variable x= PR senq, se transforma esta inte- 

«ral en 

"72 

R* pl cos' p . dy 
alí 


cuyo valor se obtiene pasando al arco doble y después al cuádruplo 
($ 51-44, b); tomando el resultado de cualquier tabla de integrales (véase 
Cnp. XIV, nota 1 6 [53-7]), resulta 31/16, luego la integral triple que 
representa el octante esférico respecto del plano «y, vale xR*/16, Más 
ventajoso es emplear coordenadas esféricas ($ 84-2). 


Nota. También se suele indicar el segundo miembro de [83-2] por 
In notreión confusa (ver $ 82-4, nota): 


b b by f? 
ZU Ly 4 


dote los Hmites del último signo de integración corresponden a la va- 
riablo (0) indicada en próner lugar y a la primera integración, aun 
enaticdlo ciertos autores usan también otra convención en la corresponden- 
cia y orden de los signos de integración. 
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2. Generalización del concepto de integral. — En la defini- 
ción de integral doble ($'82-1) hemos supuesto, para mayor 
sencillez, que el recinto D se . 
divida en una red de rectán- 
gulos por paralelas a ambos 
ejes, pero igualmente puede 
adoptarse cualquier otra di- 
visión en mallas de forma ar- 
bitraria (fig. 281) y área ele- 
mental dada ($ 48-1), con la 
sola condición de que su diá- 
metro ($ 82-1, b) tienda a ce- 
ro. La contigiiidad de las su- 
mas s y $, por defecto y por 
exceso, subsiste si la función 
es continua, salvo un conjun- Fig. 281 
to de medida nula ($ 82-3, 
nota), incluído en él la frontera de D. 





NoTA. Teniendo en cuenta esta generalización del concepto de inte- 
£gYal doble, la notación de LEIBNIZ, que hasta aquí hemos usado y que 
tan ventajosa resulta en las integrales simples, puede inducir a trans- 
formaciones erróneas de las integrales múltiples al cambiar de variables, 


EJEMPLO, Sta x—U-+0, y =4-—V. Si llevados de la analogía sus- 
tituímos 
de = du + dv , dy = du — dv , dx.dy = due — dv” 
resultará una expresión sin sentido, 
Obsérvese en la figura 282 que el cuadrado de lado 1 en el plano xy 
se transforma en el cuadrado de lado 1 en el plano uv, con sentido opues- 


to, En $ 83-4 veremos el significado de esto y explicaremos cómo se efec- 
“ía el cambio de variables, 





Fig. 282 


Es preferible, por tanto, la notación más general: 
[ Í(x,y)dS y análogamente il f(x, y, 2) dV 
-D D 
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representando por dS el elemento de área y por dV el elemento 
de volumen, siendo por definición ($ 81-1, b): 


[88-4] a f(x, y)4S = lim Epf(x,, y,) AS, 


y análogamente para tres dimensiones. 

- Esta notación y la del primer miembro de [83-1] valen para 
toda clase de coordenadas, mientras que la notación del segun- 
do miembro de [83-1] vale solamente para cartesianas. 


8. Propiedades de las integrales múltiples. — Por los mis- 
mos métodos que para las integrales simples ($ 48-5), se de- 
muestran las siguientes propiedades importantes de las inte- 
grales múltiples : 


a) Propiedad aditiva con respecto al recinto de integra- 
ción. — Si D, D,, D2. son recintos cuyas fronteras tienen me- 
dida r-dimensional nula ($ 82-2), tales que D, y D2 son no 
rampantes y es D =D, + Do, basta que f(x) sea integrable 
(R) en D, y D, para que exista y sea 


[83-51] ye f(x)dx = 'M f(x) dx + El f(x) dx 


b) Propiedad lineal respecto del integrando. — Referida a 
funciones integrables (R) en D, subsiste la fórmula de $ 48-5, 
by, cambiando zx por x. 


c) Propiedades de monotonía. — Subsisten las fórmulas 
[48-28] y [48-29] referidas a un recinto n-dimensional D, 
cambiando x por x, con la observación subsistente de que si 
f(x) es integrable (R) en D, también lo es | f(x)], pero no re- 
cíprocamente ($ 49, ejercicio 1). 


d) Teoremas del valor medio, — Como en -$ 48-6, si 
p(x)>0 y f(x) de extremos m y M (m<íÍ(x)< M), son 
integrables (R) en el recinto n-dimensional D, con lo que tam- 
bién lo es su producto ($ 49, ejercicio 2), es 


[88-6 ”S, p(xJdx < y fp) dx < M/ p(x) dx. 


ln particular, para p(x)=1, existe un número p compren- 
dido entre m y M, (m<pyu<M), tal que 


183-7] $ f(xJdx =u]D| , 


donde |D| designa la “extensión n-dimensional” o “hipervo- 
lumen” del recinto D. En términos precisos, para un recinto 
cualquiera D, cuya frontera tenga medida n-dimensional nula 
(4 82-2), exiute ($ 88-1); 
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[83-8] (R) [dx =[D!, 


y entonces se establece : 


DEF. Al valor | D| dado por la integral [83-8] se le llama 
extensión n-dimensional de D, o su medida de PEANO-JORDAN 
(cfr. 8 95-1), diciendo que D es medible (R); también se dice 
que tiene (R) longitud, (R) área, (R) volumen o (R) hipervolu- 
men en E,, Ez, Es ó E, respectivamente. 


4, Cambio de variables en las integrales dobles, — Si entre 
los planos cartesianos uv y xy se establece una corresponden- 
cia punto a punto por las funciones continuas : 

[83-9] r=x(uv) , y=y(uov) , 
cada recinto se transforma en otro. Vamos primero a obtener 
la relación entre las áreas. 

Supongamos que dado un recinto £ del plano uv (fig. 283) 
cuya trontera esté formada por una curva rectificable simple 
cerrada, las funciones [83-9] tengan derivadas primeras con- 
tinuas en un recinto que contenga en su interior al recinto 
cerrado £% que forma la clausura de Q ($ 64-5), de modo que 
el jacobiano 

9(x, y) 


[83-10] J= ¿(u, y) 


nunca sea nulo en 2. Entonces, el recinto 2 se transforma 
mediante [83-9] en un recinto D del plano xy, de manera que 
se establece entre ambos una correspondencia que localmente ya 
es biunívoca (3 67-7), pero supongamos lo es también global- 
mente *, y llamémosla directa o inversa según sea J 2 0, conser- 


0 





Fiz. 283 


* No niempre ocurre así, Tal la 2 — u2—ov?, y = 2uv que aplica la corona circular 
10 p< 4 doblemente sobre la 1< 232449 < 16, con J — 4(u2 4 v2) >0, ya que 
Us PY Y Cs + y) tienen el mismo punto correapondiente (7, Mp). 
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vindose o cambiando el sentido de los respectivos contornos 
($ 64-1, d; cfr. $ 88-5, a) de 2 y D según uno u otro caso. Toda 
línca cerrada en D de extremos P, = P, es correspondiente de 
una línea cerrada en £Q, pues siendo biunívoca la corresponden- 
cia, deben ser también coincidentes en (2 los puntos correspon- 
dientes a los extremos Py =P,. Por tanto, se corresponden los 
puntos interiores de Q y D, y también sus contornos de manera 
que el de D será también una curva rectificable simple cerrada 
(8 56-9), Además ambos recintos Q y D serán medibles (R), 
es decir, tendrán (R) área o extensión ($ 83-83, d, def.). 

El área del recinto (£2 puede calcularse como límite de la 
suma de áreas Ao de triángulos eguiláteros cuyos lados tien- 
dan a cero ($ 83-2) o para su mejor generalización a espacios 
de más de dos dimensiones ($ 83-5), en cuadrados elementales 
de norma r, subdivididos en dos triángulos por una de sus dia- 
gonales; y el área de D como límite de la suma de las áreas AS 
de los triángulos formados por los vértices homólogos (sin que- 
rer decir con esto que los lados de uno se transformen en los del 
otro por las fórmulas [83-9]). 

La relación existente entre las áreas de los triángulos ho- 
mólogos es ésta: 


[88-11] AS = e Z +o ) as ; 


o sea: ad = a =J 
Ao D(u, v) 
siendo J 40 el jacobiano en un punto interior arbitrariamente 
elegido, al tender a 0 el entorno triangular del mismo. 

En efecto, en el entorno infinitésimo la transformación, 
salvo infinitésimos de orden superior, es lineal, con determi- 
nante o módulo ($ 15-7) J, con lo que es aplicable el teorema 
6 de $ 61-6, y resulta: 

Si las derivadas son continuas, el jacobiano en cada punto 
es el coeficiente de dilatación areolar de la transformación en 
ese punto. 

Daremos, no obstante, una demostración directa que será útil en el 
enso presente de integración : 

Las áreas de los triángulos homólogos son respectivamente en mag- 
nitud y signo ($ 60-6, e): 











1 Yi — Lo cae 1 Uu — Un U-— Vo 
2 | x—uo. ya— Yo , 2 |Ua—Un Va—Vo d 
o brevemente: 
_ 1ljAix Ary = E ALU A1v 
an 2 [Ax Asyi ” A0= "2 | asu Asu 











pero la fórmula del incremento finito permite escribir el primer determi- 

nato nf: 

ALU + Ze ArY YI A1U + YY ArV + ón 
Asu + Z06A9% — YrArU + YuAsv d 

puesto que los sumandos 0(7) (siendo »r da lengítud del lado del irián- 

sudo oquilíttero en 2 o de da diagonal del cuadrado clementad) que apare- 
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cen en cada elemento del determinante dan un término o(+%), por ser 
menores que » los incrementos de « y v; y siendo continuas las derivadas 
en el recinto cerrado 2, y, por tanto, uniformemente continuas ($ 65-3, 
teorema de HEINE-CANTOR), el coeficiente $ (función entera de infini- 
tésimos respecto de ») es menor que e tomando suficientemente pequeños 
los triángulos. Como + es menor que el triple (o igual al cuádruple) del 
área de cada triáugulo, resulta que la suma de esos términos es menor 
que e por el triple (o cuádruple) del área de 2, es decir, arbitrariamente 
pequeña, 

En cfecto, descomponiendo el determinante en producto de dos 
($ 13-6), resulta: 
Du Lo 


Ys Ye 





AS = 





1 A1Uu ArV 
"2 


rs +.” , Jól<e , 





o sea 

[83-12] AS =Ao[J(£,1)+8] con 06 —= /(A0) ,[0]<4 , 

pues el área de cada triángulo equilátero de la red en que se ha subdi- 
vidido Q, es |Ao| =3 V31?, o bien, para mitades de cuadrados elemen- 
tales es | 40] = 1/4. 

En el caso de tomar en el plano uv esta clase de entornos triangu- 
lares, queda así demostrada la fórmula [83-11], completamente análoga 
a la ya conocida del cambio de variable en la recta ($ B1-3): de= 
= (do /du) du. 

El área del recinto D puede calcularse como límite de la 
suma de triángulos contenidos en él, y al haber supuesto que 
J no cambia de signo en 2, por lo que se suman los AS con 
igual signo, resulta: 


183.18] |D] = ff, andy = ff 2 du do 


dE dS = de J(u, vjdo , 


fórmula completamente análoga a la de las integrales simples 
($ 51-3). 

En efecto, es | 23040 | < 4e2A9r< 4: | N | arbitrariamente pequeño, 
mientras que 2J(£,9)40 tiende hacia la integral de J.sobre Y Acaso se 
piense que los triángulos »ectilíneos homólogos en D pueden solaparse, 
pero esto no podrá ocurrir si se toma la norma » de la partición de U 
suficientemente pequeña, pues como J no cambia de signo en 2, basta 


o brevemente: 


tomar e < y min ¡J] en Y para que en [83-12] los AS tengan igual signo. 
Si en vez del área se tiene una integral doble cualquiera: 
$, £(2,4)dS = lim2f(2,y)AS , 
con f(x, y) = f[x(u, v), y (u, v)] acotada e integrable (R), to- 
mada en los vértices respectivos de ambas triangulaciones, y 


se efectúa la sustitución de AS por su expresión [83-12], re- 
sulta con igual razonamiento la fórmula general: 


(88-147 f, £t2,aS = f, £lxtu,0), y(0, 091 do, 
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que expresa la integral en el dominio D mediante otra integral 
sobre el dominio homólogo 2. 


NoTA. La red de triángulos eguiláteros (o mitades de cuadrados ele- 
mentales) considerada en la partición de 2, es sólo un medio auxiliar de 
demostración de [83-14] (permitiéndonos acotar 6 en [83-12]); sin em- 
bargo, por definición general de integral múltiple ($ 83-2), el valor de 
cada miembro de [83-14], y también de [83-13], no depende de la forma 
de la malla con que se calculan las integrales. 


EJEMPLO. Sea el momento polar de inercia del dominio D expresado 
en coordenadas cartesianas y en polares por las integrales ($ 84-7); 


SS (+y)dedy , lv rrdrdo ; 


esta segunda fórmula se puede establecer directamente, o bien deducirla 
de la primera por cambio de variables, introduciendo como factor el ja- 
cobiano, que se calcula así: 
Cos w  —+Senw 
sen w Y COS (0 
En el ejemplo de $ 83-2, el jacobiano vale —2, indicando el signo 
que los elementos de área homólogos tienen sentidos opuestos; como se 
observa en la figura 282 comparando los sentidos de los contornos ho- 
mólogos. 


L=YC00B0 , Y =rsenuw , 


=?, 








5. Cambio de variables en las integrales múltiples. — El mé- 
todo anterior ($ 83-4) es aplicable a toda integral múltiple, si 
se supone conocida la fórmula que expresa el volumen del te- 
traedro en E; o, en general, del simple en E, (hiperpoliedro 
de n +1 vértices), por el determinante de las coordenadas de 
sus vértices con su línea de unos, o bien por el determinante 
de orden 2 formado con las diferencias, si en vez de tomar mi- 
tades de cuadrados, se toman cubos o hipercubos descompues- 
los en 3! tetraedros o en 2! simples. 

Basta observar, en efecto, que la demostración anterior se 
basa en la regla de CAUCHY-BINET para el producto de dos 
determinantes ($ 13-6), según la cual al substituir cada incre- 
mento Ax por su expresión mediante las derivadas, equivale a 
multiplicar el determinante de incrementos por el determinan- 
to de derivadas, que es el jacobiano, siendo también uniforme- 
mente infinitésimo el coeficiente de 7? en el error, por la con- 
tinuidad de las derivadas. Resulta así, con la misma hipótesis 
de acotación e integrabilidad de f(x), conservación del signo 
de J y continuidad de las n derivadas: 


$, f(0dx = il JMtIx(wJdu , 


si los recintos D y N son homólogos en la transformación 
x «x(u), entre los puntos x y u de los dos espacios. 


6. Coordenadas espaciales curvilíneas. — a) Si el punto variable 
(1, 0, 104) recorre un ortoedro, y %, y, z son funciones continuas de u, %, w, 
el pnito (x,4,7) puede describir un cuerpo tridimensional, superficie, 
curva, y, on general, un conjunto conexo no clasificable en ninguno de 
estos tipos; pero ai las funciones son diferenciales o, más estrictamente, 
lienen derivadas primeras continuas y su jacobiano no es nulo, a enda 
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punto interior del ortoedro corresponde un punto interior del conjunto 
transformado, puesto que cada punto de un cierto entorno tiene homólogo 
(2,y, 2) en virtud del teorema de las funciones implícitas ($ 67-7). 

El volumen del dominio D, con demostración análoga a la hecha para 


dos variables, es: 
lo) 
[D| = JNE A AR 
2 d(u,v,w) 


sobre el ortoedro (Y del espacio cartesiano u, v, w. Análogamente se ex- 
presa la integral triple de cualquier otra función integrable (R). 

Los parámetros u, v, w se llaman coordenadas curvilíneas, porque los 
puntos x, y, z que tienen u—eonst,, forman una superficie, y estas su- 
períficies, con las v = const,, w =Const., dividen al espacio 'en celdas, que 
son los elementos de volumen de cada cuerpo. 

La diferencial de arco se caleula diferenciando x, y, 2 y sumando los 
cuadrados, obteniéndose así la fórmula: 


[83-15] del = gudul + 2gadudv + 2g9ududw + 
+ Ym du? + 2 Ya de du + 
+ Yau dw* 


donde los coeficientes g;, tienen expresiones análogas a los coeficientes 
[72-45] de Gauss mediante las derivadas de x, y, z respecto de u, v, W. 
Resulta, pues, que la métrica en el espacio x, y, z está determinada por 
estos coeficientes gi. Así, por ejemplo, el volumen de un dominio viene 
expresado por la fórmula: 


[83-16] Ys el Vg du do de 


siendo g el discriminante ($ 62-1) de la forma cuadrática, o sea, el de- 
terminante de los nueye números gis, en valor absoluto. Obsérvese que 
en el caso de dos variables u, v, el discriminante es [72-57], y resulta la 
fórmula [84-17]. 

Si en vez de considerar el espacio ordinario expresado en coordenadas 
curvilíneas se llama espacio a un conjunto de fernas (u, v,w) llamadas 
puntos, definiendo la distancia por una form adrática [83-15] de coe- 
ficientes cualesquiera, se tiene un espacio curvo de RIEMANN. 

b) Espacio cuadridimensional de RIEMANN y relatividad. — La Física 
estudia sucesos acaecidos en el espacio Es, cada uno de los cuales está 
determinado por tres coordenadas espaciales (x,y,2z) y una temporal £; 
entre dos sucesos considera la Física clásica una distancia espacial dada 
por la métrica pitagórica, y una distancia temporal t¿—t1; pero como 
no son invariantes respecto del grupo de LORENTZ, básico en la Relativi- 
dad especial, se adopta la forma cuadrática da? + dy? 4 de— dt*; y en 
la Relatividad general se adopta la forma Xg: dei de, análoga a la 
[83-15], pero con 4 variables, siendo x=, =t. Los coeficientes gis están 
dados por la distribución de materia en el espacio; y la Física relativista 
es, en esencia, la geometría riemanniana del espacio curvo cuadridimen- 
sional. 


EJERCICIOS 


2a z Y 
1, Calcular y de Ñ dy dl wyz dz = 4a'/3. 


bad — a2)2/2 1—( 1% —(4/b5)2 
o Calcular ("de [| , de ae Ar ON 


0 
3. Calcular ff fe de dy de 


nm el recinto 44yy<7 v+y4rca1. 
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4, Calcular 1 (a+ y + 2)3yYz2 de dy de 
en el recinto 2 + Yy4+2< 1; >0, y>0, 2>0. 


5. Calcular el volumen del elipsoide (1%/a*) + (9/0*) + (2?/c*) =1 me- 
diante la sustitución a =arcos O, y= brsen B. 


6. Calcular el e0-22/(6:2> des dy 


xolwe el triángulo de vértices (0;0); (0;1); (1;0) aplicando la susti- 
LUCIO Y EEUU, YE. 


7. Calcular SN (144% + y) 7? de dy 


Ms el recinto limitado por una hoja de la lemniscata (u*+y)*= 
-- 1" mediante la sustitución r =c0s (), y => sen b. 


8. Calcular la misma integral anterior sobre el triángulo de vértices 
(0,0), (2;0), (1; V3) mediante la sustitución «=rcos Q, y=rsenB. 


» hb A » MES y 
). Calcular Ara dy f A a in(w* + y)dx , 
y 


cotg 
con 0< b< ¿x, empleando coordenadas polares, 


$ 84. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MÚLTIPLES 


1. Volúmenes en coordenadas cartesianas. — a) Hemos cal- 
culado en $ 54-4 por integral simple el volumen de los cuerpos 
cuyas secciones paralelas tienen área conocida. Ahora el valor 
absoluto de la integral triple f f fdx dy dz es el único número 
comprendido entre los volúmenes de los ortoedros contenidos 
y continentes y, por tanto, es el volumen buscado. Todo recinto 
acotado tiene, pues, un (R) volumen si su frontera tiene me- 
dida espacial nula ($ 82-2)*, 

Si se trata de calcular la masa M, siendo o la densidad va- 
rinble, función de x, y, 2, resulta: 


[84-11] M $. o(x, y, 2) dx dy de. 


Nora 1. El concepto geométrico de velumen puede introducirse por 
ina mismos postulados que los dados para el área en $ 48-1, cambiando 
“arca” por “volumen” y “cuadrado” por “cubo”. Ellos bastan. para justi- 
Cienr que el proceso de cálculo explicado en $ 83-1, en caso de existencia 
do lu iutegval triple, da cl “volumen geométrico”, Pero desde este punto 
du vista geomúlrico, es fundamental buscar el grupo de transformaciones 
can respeclo al que se conserva invariante ($ 61-7) y así resulta ser una 
(raferild del espacio métrico propiamente euclídeo (Cap. XVII, nota 
101,4. 


* Au en «lo cano contrurio, ln integral inferior, o sen, extr. sup, s, expresa el vao- 
Msn pee ar he eres ode los volúmenes de los infinitos ortocdros que suman el recloo, 
presabodlerla del contorno, pero su cúteulo sóúdo puede hacerse en ciertos ensos (cfr, Unp. 
XXIV, nta 110. 
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EJEMPLOS: 1. Volumen V del tetraedro limitado por los planos coor- 
poi y el (x/a) + (y/b)+(2/c)= 1. 
Será 


v= $, dy = UE es 2, A 


abc 


6 


Si por ejemplo es 4 >0, 5< 0, c>0, para que la integración se 
haga positivamente debe tomarse: 


a ROO UE UE 
3 de ff, 214, y : as a 


2. Volumen común V al paraboloide y? +2*=2bx y al cilindro 
e” + y” =2a4x, con a >0, ¿>0. 

Efectuemos primero la integración respecto de z, luego respecto de y, 
y finalmente respecto de x, con los límites tomados en la forma dicha en 
$ 83-1. Pero en todo caso, es siempre problema delicado estudiar bien 
los límites de las integrales, en este caso debe cuidarse la integración res- 
pecto de y, considerando la situación relativa de la circunferencia x* + y = 
= 2ax y de la parábola y? = 2bx. Así resulta: 





= . 








Sib>aes 
84-2 La. 7 Vlax — e d EE 
[ -2] A = y . $, y o RO, 
mientras que si b< a es 
1 2(a —b) V2bz *V2 bz — Y 
[84-83] —V= jl de / dy | dz + 
4 0 ye ¿20 


2a a y Vlaz a Ñ V2ba — y? d 
xe 2z 
+ 2 (a — 5) 9 y 0 






(LIZ ZA 


x 
Fig. 284 


Por ejemplo, para b=2a (fig. 284), debe aplicarse [84-2] y es: 


2a í Var — ul 
Í. de 


Ly = Y dax — y” dy = 
4 JO 
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1 7 2 
= H/f *Yaa — e de + za Ñ x arc sen ele 2-— de = 
2 J0 0 2 a 


EAN 1 
==3 e-+ y » 
dando 
y =(H+2x)0" ; 
3 
pues con xi=t es ($ 52-2, a): 


1 la =— 1 fr 4 
+= / Veo x— utde = Í, Vda? — tdt 3 7 


mientras que con Y2a?—ax =2asent es ($ 51-5): 
2a 
2a / zare sen V2— (2/0) de = 
Ls 


4 
= 2a $, 4at sen 2t .(2a — 4a sen” t) dt = et, 


tl 
| 
a, 


En cambio, para b= la (fig. 284), debe aplicarse [84-3] y es: 
a Var 2 ada, 
o Vo= $, as $, aa — dy - Ús s dr f, PR Var — y dy = 
a 
a 1 2a (lá AA2= 
= $, — nax dx + +/ x V (20 —x) (2 —a)dz + 
a 


4 
2 
En af * e are sen vV2—(x/0)de = 
a 


+73 
= Lp o y AL E RR 
= gq AO 4 gg 0 + q? , dando V= R 
pues con Y (20 —..) (14-—a)=(—a)t es ($ 52-2, di): 
11% e isis o (442) 
2 14 x V (202) (x1—a)dx = es, FDO de, 
y aplicando el método de HERMITE ($ 52-1, c): 
c(r+4 2 _ d ¡A 3/18 


(64+1) ode NV 48(8 41)” PEL 
so obticne 
N *(é42) 3 
3 MRS, TA AN E A 
o an 
por otra parte, con Y2a*—ax —asent es ($ 51-5): 


2 
=> af "e aro sen V2 —(x/0) dx = 
a 


1 
3" 


ito, 2 A E: EUA 
= 30. f, t(2 — sen” t) sen 24 dt = TAGS 


En ente último caso veamos de integrar primero respecto de «x, luego 
respecto de z y finalmente rospecto de y, por resultar cuadraturas más 
soncillas, aunque deba cuidarse el tomar límites correctamente, Hemos de 
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tomar la x entre el paraboloide y el cilindro, la 2 entre 0 y la proyección 
sobre el plano yz de la cuártica intersección que es a+ Va —y= 
=(y4 +22) /a, y la y entre 0 y a, dando: 


A —— 
aL a ya — y 4 ayas — y? a + Ya — 8 
=YV= A av Í á2 | de = 
4 0 0 (442) a 


a pa yq << « + mz sn 
= Al (a— Ve —y — (yla) Vve—y4avae—y ) dy — 
ay +0 Va — y)" dy = 
2 a 
= 2 Ueyera Py = 
1 
2 0 
=x- a JN (cos* t + cost)" cost dt, para y=asenf. 
Si hacemos ahora cost— cos $ queda, según [58-7]: 
o 
“2 9 
Ep =p. (00804 con a ios 00 aa = 
4 3 20 vV1— cos' 0 


1 
uE 


4 ,(p? ¿ 4 (que 5) El 
=— 0 .g é= — qt EA 
q” $. cos” 0 (cos? 6 + 1)d 3 a + 6n a” 





81! 


es decir, resulta como antes Y — 25 ra”/16. 


b) Cuando a cada par (7,y) corresponden solamente dos 
puntos de contorno, es decir, cuando el cuerpo es diferencia de 
dos cilindroides definidos por sendas funciones 2 =f,(x,y), 
2=f(x,y) (con f(x, y) < fa(x, y), por ejemplo), el volumen 
de cada uno viene expresado más sencillamente por una inte- 
gral doble, y es: 


[84-4] Y >= Ae fo (x, y) da dy — ¡qe £, (x, y) dz dy, 


lo que equivale a haber efectuado la integración respecto de 2; 
y estas integrales dobles se reducen a simples integrando en 
uno u otro orden, según convenga en cada Caso. 


NOTA 2, Así como se ha introducido un signo para el área orientada 
(8 54-1, d), el signo del segundo miembro de [84- 4] puede interpretarse 
como valor de un volumen orientado, según veremos con precisión en 
8 90-23 y antes hemos sugerido en el ejemplo 1. Pero entonces el signo 
depende de la orientación de los ejes coordenados ($ 60-3) y así ya no 
pueñe decirse que el volumen orientado sea un invariante métrico euclídeo. 


EJEMPLO 3. Véase $ 82-4, ejemplo 2. 
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2. Coordenadas esféricas. — No siempre son las coordena- 
das cartesianas las más adecuadas para el cálculo de áreas y 
volúmenes. Para los cuerpos redondos son más naturales las 
coordenadas polares, también llamadas esféricas y las semipo- 
lares o cilíndricas ($ 84-3), 

Dado un triedro xyz todo punto del espacio está determi. 
nado dando: su distancia al origen o radio vector r; el ángulo 
q que éste forma con el plano xy; el ángulo 1 que el plano 
vertical rz forma con xz (fig. 285). 





Fiz. 286 


Por analogía con las coordenadas geográficas, a los núme- 
ros 1, p, 4 los llamaremos brevemente: radio, latitud y longi- 
tud. A veces se utiliza el complemento € de q, llamado colatitud, 

Las coordenadas cartesianas del punto se obtienen fácil. 
mente observando que la proyección de r sobre el plano xy es 
r cos p; y sus dos proyecciones sobre los ejes x, y resultan mul- 
liplicando por cosA y send: 


[84-5] x = r.cogqp.cosd , Y =7.CO0sSp.send , 2 = 7.senq 
de donde se despeja, recíprocamente : 


[846] ro + Vaya Y 


e A 


y. 


2 
+ Ve yq 
Con el sistema de coordenadas polares el espacio queda di- 


vidido del modo siguiente: los valores de r e[0; +00) dan es- 
feras concóntricas de centro O; los valores de 1 e(—x; a] dan 


sen q = 
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planos meridianos que pasan por el eje z; los valores de q 
e[—4x%; da] (o de 0) dan conos de revolución de eje z, 

Para pasar de coordenadas cartesianas a esféricas en la 
integración, formemos ($ 83-5) el jacobiano 


HAY 2) _ 
[84-77] J = MA) r2cosy , 
obtenido con fácil simplificación del desarrollo por su tercera 
fila. El signo positivo de J indica que el orden adoptado 
(7,1, y) es acorde con el (x, y, 2). Entonces para el volumen 
| D | del recinto tridimensional D (con frontera de medida tri- 
dimensional nula ($ 82-2)) resulta la fórmula 


[84-8] ¡D]=f S f, 72008 q dr dh dy 


que se resolverá por tres integraciones sucesivas en el orden 
que más convenga al caso estudiado, como haciamos con las 
coordenadas cartesianas ($ 84-1). 

Para la masa M, siendo o la densidad variable, función de 
r, A, y resulta 


[84-9] M = y8 1; ja o(r,1, p)r? cos y dr di de . 


NoTas: 1. Directamente se obtiene [84-8] al pasar de las coordena- 
das 1, A, pa las r+dr, A4+d4, y + do, pues las tres superficies que 
determinan cada uno de estos dos puntos limitan un cuerpo análogo al 
paralelepípedo de las coordenadas cartesianas. Las aristas (que son cur- 
vas) en el punto r, A, p son (fig. 285): 

AB = dr  (rectilínea) ; 
AC r,cosg.dkA (circulo de radio r.cos q); 
AD r.dq (círculo de radio 7). 

Considerado como paralelepípedo, su volumen viene dado aproxima- 
damente como producto de estas tres longitudes, es decir: 

cos p,dr.di.dq. 

2. La fórmula de rectificación de una curva en el espacio con tan- 
gente continua se deduce de [73-1] y [84-57], dando: 
[84-10] de" = dr” + +cos* p di? 4 y de. 

EJEMPLOS: 1, Calcular 


de dy dz 
_—_—————A 1 Í E » ¿<l 
a, PEF —2" en la esfera 1494 y 425 
Empleando coordenadas esféricas se simplifica el tomar límites y por 
tanto la integración sucesiva, Según [84-5] es «4 y 4+(2-2)= 
7 —4Argenq +4, de donde habrá de caleularse ($ 51-38, nota 2, 


$ 61-5): 
1 T 
1 zz " Y cos p 0 
Í dr f , do 7 => 
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2 


] 'N In|4 A Y 
== 37 *), r| In]4rsenp—r— 1]. A dr = 


=-——"w 


de [merma | dr =1(2-m2). 


2. Curva de VIVIANI. — Se lla- 
ma así a la curva de la superficie 
esférica r=R, definida por la 
ecuación A—q. De ella se deduce 
+9 =Rx, luego su proyección 
horizontal es la circunferencia de 
diámetro R; por esto suele definir- 
se también como intersección de la 
superficie esférica con el cilindro 
que tiene esa sección recta (fig. 
286). Su longitud viene ¡expresada 
por su diferencial así (dr=— 0, 
r=R, di= dp): 

ds = R V1 + cos" 9 do = 
Fig. 286 =R V2 Vi—ise?p.dp , 


y se calcula por una integral elíp- 
tica de segunda especie, mediante tabla ($ 55-83, b), siendo en este caso 
u = 460, 





3. Coordenadas cilíndricas. — Cada punto viene determina- 
do por los elementos siguientes: las coordenadas polares (r, 1) 
de su proyección horizontal, más la altura 2 sobre el plano xy. 

Las coordenadas cartesianas se deducen inmediatamente: 
[84-11] Y =Yrcosk , y =Yrsendk , 2=2. 


El elemento de volumen se calcula mediante el jacobiano 
J=0(x,y,2)/0(r,1,2)=7r ($ 83-5) : 


[84-12] Dp=V= ff), r.dr.d. dz. 
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NoTaAs: 1, Directamente (cfr. $ 84-2, nota 1): el área del trapecio 
circular de radios r, r+dr y ángulos 1, 1+di es exactamente; dr por 
el radio medio ”.d), es decir: 


Area = r.dr.di. 


El volumen del cuerpo prismático (fig. 287) limitado por el par de 
planos, A, A +4, por el par de planos z, 2 +d2 y por los cilindros », 
r+dr es exactamente: r.dr.di.dz, y por tanto el volumen de un 
cuerpo cualquiera viene expresado 
por la fórmula [84-12]. 


2. La fórmula de rectificación 
de una curva en el espacio con tan- 
gente continua se deduce de [73-1] 
y [84-11], dando 


[84-13] de? = dr + 1d + de”. 


3. En 8 54-3 se ha dado la fór- 
mula [54-10] de cubicación de un 
cuerpo de revolución, si la sección 
meridiana se toma en forma explícita 
con variable independiente sobre el 
eje de rotación. Si en cambio se toma 
sobre éste la variable dependiente 
que da la sección meridiana para cal- 
cular así el volumen del cuerpo re- 
dondo engendrado por el trapezoide 
determinado por 2 =f(r) entre ro y 
r, al girar en torno del eje 2 (fig, 
288), utilizando coordenadas cilíndri- 
cas, se obtiene: 


ñ T tr A 
[84-14] V-= 0 rar |. ar. f, ' dz = on |" rílr)dr, 
ro 0 0 A 


EJEMPLOS: 1. Volumen de la bóveda de VIVIANI. — Se llama así a 
la parte de superficie esférica limitada por el cilindro cuyo diámetro es 
un radio de ella. 

En coordenadas cilíndricas : 


V= NA rdr.d..dz = 2ffrar.a VR = 
*/2 Reosh A 
= sf ar Í Tr. VE—=Yrdr. 


La integral de rVR'—rdr es (—Risenti+R?:3, e integrando 
de nuevo entre 0 y x/2, resulta: 


7/2 : 
3Y = — AR” $ sendi.dl + are 
3VY = — (8/3)R* + 2nR* = 2R*(a— 4/3). 
2. En coordenadas cilíndricas, la ecuación de la hélice cilíndrica 


($ 72-6, ejemplo) es: r=ceonst, 2= ki, y aplicando [84-13] resulta la 
misma fórmula obtenida en coordenadas cartesianas ($ 73-1, ejemplo). 





Fig. 288 





T/2 
da 


3. Caleculemos el volumen del cuerpo de revolución engendrado por 
ln curva 2=e-"* al girar alrededor del eje z, limitado por el cilindro 
roo Es: 


a 
V = 2 Í, verdr = n(1—e-%), 
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4, Área de una superficie alabeada. — Parece a primera vis- 
ta admisible una definición análoga a la dada para la longitud 
de un arco, como extremo superior o como límite de los perí- 
metros de las quebradas inscriptas, al tender hacia cero todos 
los lados. Ocurre inmediatamente inscribir en la superficie dada 
poliedros de caras triangulares y hacerlas tender hacia cero 
mediante intercalación de nuevos vértices. 

Sin embargo, según observación famosa de SCHWARZ, el ex- 
tremo superivr es o y pueden resultar límites distintos se- 
gún como se hagan tender a cero las caras del poliedro (ver 
nota 1). Hay que poner tales restricciones a la elección del 
poliedro inscripto, que se complica mucho la definición. Re- 
cordemos, por otra parte ($ 55-1, b), que la longitud de un 
arco de curva resulta también como límite de la suma de dife- 
renciales ds, es decir, 
como suma de los tro- 
zos de tangente limita- 
das por las ordenadas 
sucesivas. Una defini- 
ción análoga es válida 
para las superficies, co- 
mo formada por “esca- 
mas”, 

Dividido el plano xy 
por una cuadrícula de 
lados paralelos a los 
ejes, cada rectángulo 
de dy determina sobre 
la superficie un cuadri- 
látero curvilíneo (fig. 
289) cuya proyección es 
dx dy, y, tomando el 

Fig. 289 plano tangente en cual- 

quiera de los puntos de 

use trozo «e superficie, determina con el mismo prisma pro- 

veclante de base dx dy, un cuadrilátero plano cuya área 05m 

dle «ly/cos(n, 2), siendo cosín, z) el tercer coseno director «dle 

la normal, que es igual al coseno del ángulo que forma el plano 

tangente con el xy, debiendo tomarse el ángulo agudo, cx de 
cir, el coseno positivo, pues todas las áreas lo son. 

El límite de la suma de todos los cuadriláteros así formmn- 
dos es, por definición, si la superficie tiene plano tangente que 
varía con continuidad, el área de la superficie y viene, por 
tinto, expresada por la integral doble: 


dz de 
[81-15] S =/f A A 
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La ecuación del plano tangente a la superficie 2 =f(x, y) 
en el punto (a,b, c) es ($ 66-5) : 


2—c= 2 (2—a) + (y—b) , 
y los cosenos se calculan así ($ 60-8, by) : 


£r Zy —1 V 1 + Zn + Z7 


cosímx) cos(my) cos(mz) , 
de donde resulta, aplicando la fórmula [84-15]: 


[84-16] So ¿ A VIFZ2 FA da dy. 


Esta fórmula subsis- 
te si en el plano xy se 
adoptan coordenadas 
polares, sustituyendo 
dx dy por r dr da. 

Si la ecuación viene 
dada en forma implíci- 
ta F(x, y, 2) = 0, tal que 
z toma dos valores pa- 
ra cada par xy del do- 
minio A (fig. 290), no 
conviene despejar z, si- 
no diferenciar F, calcu- 
lar 2z,, 2, y substituir en 
la fórmula anterior. La 
integral es entonces la 
suma de dos integrales 
de las funciones zz y 21 
correspondientes al cas- 
quete superior y al in- 
ferior. Fig. 290 

Si la superficie se 
expresa en forma paramétrica r =r(u, v), el área vendrá da- 
da, en virtud de [72-60], por 


[84-17] S= e W(u, v)du dv , 


donde KR es el recinto del plano paramétrico respecto del cual 
so extiende la superficie y es 
172-571] W(u,v) = |rAr,| = + VEn 222 —E1? = 

e + y138+I24d8 , 


según vimos en $ 72-7, b. 





NoTa. La definición analítica anterior puede aplicarse si la superfi- 
«lo tione plano tangente continuo, es decir, la función o funciones que 
expresan la superficio tienen derivadas primeras continuas en la clausura 
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del recinta de definición de la superficie. En casos más generales y aun 
cuando las integrales (R) de los segundos miembros de las fórmulas an- 
teriores existan, su valor puede no alcanzar Jo que en general se entiende 
por área de una superficie continua alabeada. (Ver Cap. XXIV, nota III). 


EJEMPLOS: 1, Área de la porción del paraboloide y? + 24 — 2px limi- 
tada por el plano 4 =a. Basta considerar la mitad superior, en la cual 


es: Za= pÍz, 2y=— Y/z, y resulta fácilmente: 
1 » + V2px Papa +p 
— = _— » d n 
2 Ss an de as yo dy ando 


iS=xw% Vo [(2a + p)— p/9] :3. 


Esto mismo se obtiene más brevemente por una integral simple, por 
ser una superficie de revolución ($ 54-5, ejemplo 2). Ponemos este ejem- 
plo porque las cuádricas que no son de revolución conducen a integrales 
elípticas ($ 56-4, b). 


2. Área de la bóveda de VIVIANT. — Puesto que la normal a la su- 
perficie esférica es el radio, el coseno del ángulo que forma con el eje z 


es z/R; luego: 
S=R fp A 


y, en coordenadas cilíndricas: 
S=R ss r dr d)/ VR*— r?, 


Fijando A e integrando respecto de r, resulta: —YR*— 7; pero fijado 
A el radio r oscila entre 0 y R.cosá, luego: 


VR Rcomd 


= — REseni + RP. 
Integrando respecto de 2 entre 0 y 7/2 para obtener la mitad de la bó- 
veda superior: 





1 1 
—= Y Lo E 
Nes R.dh— ee R'send.dl = Réa—1). 


Así, la superficie de la bóveda superior es: S=R*(x— 2). 


Es éste el problema florentino o de VIVIANL, discípulo de GALILEO, 
que propuso trazar en la superficie esférica una ventana cuadrable. 


5. Momentos de líneas, superficies y cuerpos. — Dada una 
línea, superficie o cuerpo material, dotada de densidad p., 0. 6: 
respectivamente, constante o variable *, puede considernrao 
como límite de una suma de masas rectilíneas, rectangulnron, o 
paralelepípedos, respectivamente. Calculada la sumu de mo 
mentos de estas masas componentes respecto de un centro, eje 
o plano, su límite se llama momento de la curva, superficie o 
cuerpo material respecto de este centro, eje o plano, y seguh 





* Jste concepto de densidad en un punto no se puede definir claramente sino de 
modo análogo a como ne ha definido la velocidad en un momento, la carga en un punto, 
etc., mediante la derivada. Pero tratándose de de dos o más verinbles hay que ostudiar 
previamente las funciones de recinto, 
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sean aquellos momentos de primero o segundo orden, es decir, 
según que cada masa esté multiplicada por la distancia o por 
el cuadrado de la distancia al centro, eje o plano, así resulta- 
rá el momento de primero o segundo orden (estático o de tner- 
cia) de la masa curvilínea considerada. 


En particular, si el cuerpo es homogéneo, es decir, su densidad y es 
constante, las masas son proporcionales a las longitudes, áreas o volúme- 
nes, y se pueden sustituir por éstas, resultando así momentos geométricos, 
esto es, sumas de productos de las longitudes, áreas y volúmenes compo- 
nentes por sus distancias o cuadrados de distancias al centro, eje o plano. 
Una vez calculados estos momentos geométricos bastará multiplicar por 
la densidad, para tener el momento mecánico. 


Si consideramos un elemento de arco ds, es decir, un trozo 
de tangente que suponemos tiene su punto medio de contacto, 
y es x la abscisa de este punto de contacto, el producto uz. ds 
es el momento M,, de ese segmento respecto del plano yz. El 
límite de la sumá de momentos, o sea el momento de un arco, 
es pues, la primera integral, y análogamente M..,, M.,: 


[84-18] My = fp.xds, M., =f n.yas, M,, al n.z ds, 


siendo p = u(s) la densidad lineal. 

Análogamente: el momento de un área plana respecto de 
su plano xy es nulo; respecto de los planos yz, 21, vienen ex- 
presados por las integrales 


[84-19] My = / 0.2.d8 o M.=f0.y.dS 


es decir, coinciden con los momentos respecto de los ejes y, %. 
Aquí es o = a(x, y) la densidad superficial. 

Estas fórmulas valen asimismo para recintos de superficie 
curva, pero en ellas ya no es dS el producto dx. dy, sino éste 
dividido por cos(nz), como se explicó en $ 84-4, y además apa- 
rece Ma, = $ 6.2.0dS. 

Análogamente, los momentos de un cuerpo homogéneo res- 
pecto de los tres planos son respectivamente: 


[84-20] My = f1.0.dV, M.. SJ 1. y.aY, 


Mo = /1.2.4V, 


niendo dV = dz. dy. dz. 


ha ecuación de un plano cualquiera a que pase por O, re- 
incida a su forma normal ($ 60-8, ba), es decir, después de 
dividida por la raíz cuadrada de la suma de cuadrados de los 
eveficientes, sea; 


a + ay + ar =0 0; 
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la distancia del punto (x,y,z) a este plano se obtiene ($ 60-8 
ba) sustituyendo estas coordenadas en el mismo, luego el mo- 
mento de un arco dado respecto de ese plano es: 


[84-21] M, = ol (a, 2 + a2Y + 032) ds = My. + 02M + a3 My ; 


la misma fórmula vale para las superficies y cuerpos. 

Calculados, pues, los momentos respecto de los planos coor- 
denados, se deduce 
fácilmente el momen- 
to respecto de otro 
plano, y resulta ser 
una función lineal 
homogénea en los co- 
senos directores de 
la dirección; por tan- 
to ($ 63-1, a), todos 
estos valores pueden 
sintetizarse mediante 
un vector My de com- 
ponentes M,,, M.,, 
M.,, cuya proyección 
sobre el vector nor- 
mal a x da M, (fig. 
Fig. 291 291). 





NoTa. Puede introducirse directamente Mo mediante una integral vec- 
torial. Por tal entendemos 


[84-22] A f(r)dV = limi f(r) AV, , 


e sentido de $ 83-2, para r; vector de posición de cualquier punto de 
AY. 

Entonces, el momento vectorial respecto de O de una masa elemental 
dm situada por el vector de posición r=xi + yi+2k, será rdm, con 
parámetros directores x, y, 2, y sumando se obtendrá 


[84-23] M. = SS rdm, 


donde de = 1dV (o bienoadS ó uds si se trata de superficies o lí- 
huas con integrales respectivas dobles o simples). Calculado Ms, se tiene 
M. proyectándolo sobre la normal ax. 


6. Centros de gravedad. Teoremas de Guldin. — a) Suele 
definirse el centro de gravedad o baricentro de un cuerpo, eo- 
mo punto de aplicación de la resultante de un sistema de fuer- 
zas paralelas aplicadas en los infinitos puntos materiales que 
los componen. Esta expresión incorrecta debe entenderse así: 
El momento del cuerpo, según se acaba de definir, respecto de 
todo plano que pase por el centro de gravedad debe ser nulo. 
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En particular, si el cuerpo es homogéneo, es decir, su densidad 
constante, siendo la masa proporcional al volumen, se puede 
sustituir el momento estático por el geométrico. 

Si G(£, q» £) es el baricentro en cuestión, la definición an- 
terior equivale a decir que debe ser nulo el momento estático 
vectorial Ma = 0, para lo que es necesario y suficiente ($ 63-1, 
a) que sea 


My = Muy = Mie =0, 


es decir, para la determinación del baricentro hasta imponer 
la condición de que sean nulos los momentos respecto de los 
tres planos trazados por él paralelamente a los coordenados 
(cfr, $ 60, ejercicio 33). 

Los momentos de un cuerpo respecto de los planos x = £, 
Y =p 2=£ son: 


fue —eY av =0, Sutu—wav = O, fr —iar 0, 


de donde se deducen las coordenadas ¿, y, £ del baricentro, que 
son (cfr. $ 60, ejercicio 32) : 


AAA MU av. 
E av? a AV 


Si el cuerpo es homogéneo, la constante t se puede sacar 
como factor común y después de simplificar resultan: 


1 1 1 
¿ y J=.av a fu. 5 c= 7 f2. av ; 
siendo V el volumen total del cuerpo. 
Nótese que dV designa el elemento de volumen, que puede 
tomarse en coordenadas cartesianas o polares, según convenga 
por la forma de la superficie-frontera. 


EJEMPLO 1. En $ 83-1, ejemplo, hemos calculado el momento del oe- 
Into de esfera respecto del plano «y. Hagamos ahora el cálculo en coor- 
dendas esféricas, y dicho momento vendrá expresado por la integral tri- 
ple de 2,7?cos y que se calcula muy sencillamente y vale a R*/16, 

Compárese la brevedad de este método con el cartesiano seguido an- 
lurlormente. 

Ens coordenadas del baricentro del octante de esfera, son por tanto: 


¿=== (8/DR. 


Nota. Análogamente se calculan las coordenadas del centro de gra- 








vee de una superficie o de una línea material, y son respectivamente: 
fax ds Soy dS fozds 
N4-20 = _ =- = - s 
| : a e O: A AA Y 
. fur des Suy de $2 de 
m4 20 = =— = —_— = =———— 
j l k fuds ? n Fuds ? Su ds 


Si por ejemplo la superficie es un recinto R en el plano xy de área 
lutal S, y ono const, se liene: 
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1 1 
[84-27] =3S, ds, n=34, yá , í=0 3 


pero sí se tiene un trozo de superficie curva z —=f(x,y), la diferencial 
de área es dS —= de dy/cosnz (3 84-4), 

En particular, es importante el caso en que la superficie es esférica, 
Para ella la normal es el radio y cosnz—z/R. Por tanto: 


_R _ BS» 
fi= ES S ám.ay= EE ; 


es decir: la altura del baricentro de una porción de superf: cie esférica de 
área S es igual al radio por la razón entre su proyección S, y 8u área S, 


EJEMPLO 2. La altura del baricentro de la bóveda de VIVIANI 
(5 84-4, ejemplo 2) es: 
¿=p MR _ 1 Ba 
TT AA 2D)R? 7 4 n—2' 
El baricentro del hemisferio superior de la esfera de centro O y de 
radio R tiene las coordenadas ¿=%Ú0, p =0, ¿—=R/2, 


b) Teoremas de GULDIN. — Relacionan las áreas y volúmenes de los 
cuerpos de revolución con la longitud recorrida por el centro de gravedad 
de la generatriz de la superficie o cuerpo, y tienen muy útil aplicación, 
directa e inversa. 

El área de una superficie de revolución alrededor del eje x viene ex- 
presada ($ 54-3) por 


[84-28] CAE Sua : 


pero obsérvese que esta integral es el momento de la línea generatriz 
respecto del eje x=, es decir, el numerador que figura en la fórmula que 
determina la coordenada y del baricentro, y cuyo denominador es la lon- 
gitud s de dicha curva, luego S =2mp .8. 

Y si se considera solamente un sector de superficie de revolución, es 
decir, si la curva generatriz gira un arco, bastará poner dicho arco en 
vez de 2. Es decir: 


El área engendrada por un arco ul girar alrededor de un eje de su 
plano, que no lo corta, es igual a su longitud por la longitud del arco de 
circunferencia descripto por el centro de gravedad, 

El volumen engendrado por un área al girar alrededor del eje y, 
según [84-14] es: 


[84-29] V= 2n | xy . de 


donde bajo el signo integral aparece el elemento de área y.dxw por la 
distancia x al eje y, luego es el momento total del área respecto del 
«jo y; y recordando la fórmula que da la ordenada del centro de grave- 
dad del área, esta integral resulta igual a: ¿S, luego V=5S,2nx£, es 
decir: 

El volumen engendrado por un recinto que gira alrededor de un eje 
no secante es igual al producto del área del recinto por la longitud del 
arco descripto por su centro de gravedad. 

Eslos teoremas de GULDIN (ya sabidos de PAPPO) sirven para calcu- 
lar árcas y volúmenes de superficies de revolución cuando se conoce el 
erntro de gravedad del arco o área móvil. Y también para calcular el 
contro de gravedad, cuando se conoce el volumen o el área engendrada. 


Espmrios: 3. Área y volumen del toro engendrado por la circunfe- 
roncia de radio r, siendo el radio de giro a. 


S = 2.1,2xa = 4Par; V = nn ,200 —= 20 Ya. 
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Compárese la brevedad de este método con el del cálculo directo en 
coordenadas cartesianas. 


4. Centro de gravedad de un arco de circunferencia. — Si R es el 
radio y 2o la amplitud, la longitud es 2Ra. Haciéndolo girar alrededor 
del eje y perpendicular al eje x de simetría, el área de la zona engen- 
drada es ($ 54-5): 


ex |” RcospR do —= 21R.2R sena = 2Ra.2xb ; 
E 


luego 
¿= Rí(seno)/a ; n=0. 


5. Centro de gravedad del semicírculo. — Por simetría debe estar 
en el radio perpendicular a la base a una distancia £ de la misma; ha- 
ciendo girar el semicírculo, engendra una esfera de volumen: 

4 
—nR* = 


5 aR?*. 20 


m]a 


de donde se despeja: 
E — 4R/(30). 

6. Hagamos girar el semicírculo alrededor del eje que dista a de su 
base. Aplicando de nuevo cl teorema de GULDIN, el volumen engendrado 
vale: 

V= 1. nato) =wer (a: 2.) 
2 3 x 
según que el eje esté situado del lado de la concavidad o de la convexidad. 


He aquí, pues, calculado el volumen de las dos porciones externa e 
interna del toro; su suma coincide naturalmente con la expresión 2 R*a 
arriba obtenida para el volumen del toro. 


.. EJERCICIO. Calcúlese análogamente el centro de gravedad de la semi- 
circunferencia y aplíquese a la determinación del área de cada una de las 
dos regiones convexa y cóncava del toro. 


7. Momentos de inercia. — Momento de inercia (o de se- 
gundo orden) de una masa aislada m respecto de un eje es el 
producto de m por el cuadrado de su distancia ál eje, es decir: 
Il mr, 

Tales momentos se llaman axiales y si r es la distancia a 
tin punto o a un plano, el momento se llama polar o plano, res- 
pectivamente, 

Si la masa es un hilo, superficie o volumen, las expresiones 
del momento de inercia se definen como límites de sumas de 
los momentos de sus elementos, es decir, por integrales. 


Si la masa es plana, resultan: 

Momentos polares son los momentos de inercia respecto de ejes per- 
prodieninres al plano o, lo que es lo mismo, respecto de puntos del plano, 

Mumentos axiales son los momentos respecto de planos perpendicula- 
vom ul dudo, a lo que es lo mismo, respecto de ejes situados en el plano. 

liouverente respecto de un punto O lo designnremos I, y respecto de 
hac oja glo designaremos I,. 
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Si el momento polar o axial de una masa plana m es l, se llama 
radío de giro al segmento q que cumple la condición 


[84-307 l= me es decir: q = YlIm. 

Representa, pues, el radio de giro la distancia del centro o del eje a 
que debe colocarse la masa concentrada m para obtener un momento igual 
al de toda la masa superficial, Obsérvese ($ 56-32) que no es sina la me- 
dia cuadrática de todos los radios u ordenadas del recinto, según sea el 
momento polar o axial, 

Si, como supondremos en lo sucesivo la masa es uniforme, es decir, 
proporcional al área, se puede sustituir en las fórmulas, masa por área, 
tomando como unidad de masa la masa de la unidad «de área. 

Las relaciones fundamentales a que satisfacen los mumentos de iner- 
cia son éstas; 

El momento polar respecto de O es la suma de los momentos axiales 
respecto de los ejes x, Y. 

En efecto, siendo 1 =x* + y?, integrando resnita: lo I, + LI. 

El momento de inercia respecto de cualquier eje es igual al momento 
respecto del eje paralelo trazado por el centro de yraredad más el pro- 
ducto de la masa (o del área) por el cuadrado de lu distancia entre am- 
bos ejes. (STEINER). 

En efecto, si adoptamos el baricentro como origen, y el eje dado es 


el x= d, tenemos: 
(ed)? = e — 2de + dl 
c integrando sobre la superficie resultan tres integrales. 
De estas tres integrales la segunda es el momento estático respecto 
del eje y que pasa por el baricentro, y, por tanto, es nula, Queda, por 
consiguiente: j 


[84-31] Ll. =L + Sé. 


EJEMPLOS: 1. Momento de inercia del rectángulo de base b y altura 


a respecto de su base. 
Adoptada ésta como eje 4 tomando elementos rectangulares de base 
b y altura dy, resulta: 





a 2 A 
L= Ñ by.dy = a = área por E 


Luego el radio de giro es q = a vV8. 


2. Ídem respecto de su base media o eje neutro. 
Adoptado éste como eje x resulta: 


a/2 3 a 
A ab e 
L= dea by dy = 2 = área por a? 


de donde resulta: q =0a/(2 Va). 


3. Ídem respecto de una paralela a la base, a distancia d del centro. 
Según la propiedad segunda: q 
Ll, = a*b/12 + abad” 
En particular para d — ¿a resulta el ejemplo 19 


4. Momentos polar y axial de un anillo circular respecto de su cen- 
tro y su diámetro. Sean r y R los radios interno y externo; tomando co- 
ronas circulares como elementos de área, resulta: 


R 
L = 2n | rdr=ia(Rt—r) , 
Y 
o = 3 (Ri: (PY) = 31004", 
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Puesto que los momentos respecto de los diámetros perpendiculares 
son iguales por simetría, y su suma es l,, resulta: 


L  = 1n(R*— 3). 
Para el círculo, resulta, por ser r= 0: 
ll= HR 5; qu=R/V2 0; ». == áinR'* ; 0. = ¿R. 


EJERCICIOS 


er cost + y), 


1. Volumen del sólido limitado por la superficie 2 

el plano «y y los cuatro planos verticales y = > 2 + 3x. 

2. Volumen del sólido limitado por el elipsoide (x%/4a?) +(y/0%) + 
+ (7/0) = 1, los planos coordenados y el plano vertical (x/a4) + (y/b) = 


dl 


3. Volumen del sólido limitado por la superficie cerrada + y7+ 
+ pr = ar 
_  %. Dada la esfera de centro en el origen y radio a, con densidad 
igual a la altura 2, calcular la masa del segmento esférico comprendido 
entre los planos z=h y 2=k 

5. Área de la superficie cónica 2? =2xy entre los planos «=0, 
x=, y=0, y =bd. 

6. Área de la superficie anterior entre los ejes Ox, Oy y el cilindro 
(2/0)? + (y/b)?=1. 

_ T, Área del casquete del paraboloide elíptico z=w 120 + y*/2b li. 
mitado por su intersección con el cilindro (x/a)?* 4 (y/b)?=1. 

8. Área de la superficie esférica, 

9. Baricentro del octante de elipsoide macizo en coordenadas carte- 
sianas; momento estático respecto del plano 2x + 34 + 62 = 0 y del pla- 
no 2x 4 3y + 62 =18, 

10. Baricentro del octante de superficie esférica hallado mediante 
coordenadas esféricas; momento estático respecto del plano 3x + 4y + 
l-122=0 y del plano 3x + 4y + 122 — 24. 

11. Baricentro G de una superficie cónica circular recta, entre el 
vértice Y y un plano normal al eje a distancia h de V, hallado mediante 
coordenadas cilíndricas. 

12. Dado ci toro engendrado por la circunferencia de radio +, con 
radio de giro a, hallar por el teorema de GULDIN el área y el volumen 
de sus dos partes separadas por el cilindro 14 y4=0. 

13. Volumen del toro de sección elíptica: 


AS AE con a<l, 


14. Calcular los momentos de inercia de un cilindro macizo circular de 
ridio R y altura a respecto de los ejes siguientes: a) Eje del cilindro; 
bh) Eje perpendicular a la dirección del cilindro, trazado por el baricen- 
tre; e) Diámetro de una base, / 

15, Momento de inercia de la esfera de radio R respecto de un diá- 
metro, 

18. Momento del toro engendrado por la circunferencia de radio + 
vuyo centro dista R del eje, respecto de éste. 

17. Momento de inercia de la superficie limitada por una elipse de 
nuniejer e y bh respecto del eje mayor. 

18. Uutre el radio de giro y respecto de nn eje que pasa por el 
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baricentro, el radio de giro q, respecto de un eje paralelo que dista d 
existe la relación: 04 =0+, 

19. Constrúyase el radio de giro de los recintos anteriores para ejes 
paralelos a los considerados. 


20. Momento de inercia de un cono macizo circular recto de radio + en 
la base y altura h, respecto de un eje baricéntrico oblicuo; hallar el elip- 
soide central de inercia. . 


NOTAS AL CAPÍTULO XXI 


l. Área de una superficie alabeada. — 1. He aquí ligeramente modi- 
ficado el clásico ejemplo de H. A. SCHWARZ (Sur une définition erronée 
de l'aire une surface courbe; Gesammelte Math. Abhandl, 1, pp. 309-811; 
1880) aludido en $ 84-4, que muestra que pueden resultar límites distintos 
con extremo superior +00, según como se hagan tender a cero las caras 
triangulares de una policdral inscrita, cuya área ($ 48-1) se tome como 
aproximación de la de una superficie tan regular y elemental como la 
cilíndrica circular, 


Sea S la superficie cilíndrica 


[XX1-1] r = cosu.i + senu.j + v.k ; 
(u,v)eR: 0S US Ll , 0S VEL ; 


la que cortada a lo largo de una generatriz y desarrollada sobre el 
plano uv, se adapta exactamente sobre el rectángulo paramétrico de defi- 
nición R, obteniéndose así el área elemental 2. Si dividimos los lados 
de R, paralelos a los ejes u y v respectivamente en m y n partes igua- 
les y trazamos por los puntos de subdivisión sendas paralelas a los ejes 
u y Y, quedará subdividido R en ma subrectángulos congruentes, en cada 
uno de los cuales tracemos ambas diagonales para obtener en definitiva 
la subdivisión de R en 4 mm triángulos, Tos puntos correspondientes, 
imágenes en S de los vértices de estos triángulos, determinan una polie- 
dral triangular inscrita en S, formando una especie de “almohadillado 
tipo Renacimiento”, poliedral cuyo perímetro o área elemental An, se 
calcula fácilmente y es: 





[XX1-2] An, = 2m. sen > E 


1 An a NE xn 
+ [E 22m. sen =) |?zm. sen e 


Kn efecto, las bases verticales de 2mnx triángulos inscritos tienen por 
longitud 1/1 y sus alturas valen 2sen (:/2m), longitud de cada uno de 
los 2m lados del poligono regular inscrito en la circunferencia unidad, 
Las hases horizontales de los otros 2mn triángulos inscritos tienen por 
longitud 2sen(1/m), que es la de cada uno de los m lados del polígono 
regular inscrito en la circunferencia unidad, y por altura la hipotenusa 
del triángulo rectángulo cuyos catetos valen 1/(2n2) y 1—eosla/m)= 
: 2seu (1/2m), este último, flecha del arco de cireunferencia unidad de 
muplitud 2x/m. Entonces, si escogemos n=”, resulta An > + % para 
mM >->-|. 00, mientras que si n —M, resulta que Am > 2x1 para m>+ 0, 
Aúb más, para cualquier número real k tal que 2xa<k<-. 0, puede 
hneerse que An, > mediante una adecuada relación que ligue m y 2 
en su crecimiento común. Esta ya nos dice que definiciones análogas a 
lug do $ B6-1, e, Def,, y Cap. XV, nota I, a, Teor,, no podrán subsistir 
para definir el Área, a menos de imponer a las poliedrales inscritas y 
A las superficies cuya área buscamos restricciones más o menos artificia- 
len (Cop. XXIV, nota 111). En cambio, si observamos que 
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xn z 
[XXI-3] Ann = 2m. sen + m.sen SEA 27 para m>+0 , 
el valor elemental 2x del área A(S) es un extremo inferior de los va- 
lores límites de An, lo que es ya una indicación de la posibilidad de ge- 
neralizar la definición de LEBESGUE dada en Cap. XV, nota Il, teor., para 
el caso de las superficies (Cap, XXIV, nota III), Un examen más dete- 
nido del proceso de convergencia estudiado en este ejemplo, hace que la 
intuición llegue a captar que si se toma 2 muy grande respecto de m, la 
oliedral triangular inscrita puede llegar a adaptarse uniformemente a 
a superficie cilíndrica, pero formando una especie de “plisado” al aplas- 
tarse horizontalmente las caras superior e inferior de cada “almohadilla”. 


M. FRÉCHET (Sur Paire des surfaces polyedrales; Ann, Soc, Polonaise 
de Math., 3, pp. 1-4; 1925) ha demostrado que puede llegarse al mismo 
resultado de SCHWARZ reemplazando la superficie cilíndrica de revolución 
por una poliedral, la que teniendo sus aristas como líneas singulares sin 
plano tangente, da el resultado paradógico de que su área elemental di- 
recta no quedará aproximada por la de las poliedrales triangulares ins- 
critas cuyas caras tiendan unifor- 
memente a cero, 


En efecto, basta adosar a una 
arista de la poliedral (que supon- 
remos es el eje z del triedro tri- 
rrectángulo de referencia, inter- 
sección de las caras xz é yz de 
la poliedral) un “plisado” obte- 
nido de la siguiente manera: Si 
mediante el plano x+y=1/m 
separamos entre los 2=0 y 2 =1 
nm trocito de poliedral (fig. 292), 
y en dicho plano consideramos 
m” horizontales intermedias entre 
<=0 y z=1, al unir dichas ho- 
rizontales con m*+1 puntos in- 
termedios del eje z, se formará 
el “plisado” de 2m* triangulitos, 
cuya área total será mayor que 
“né, (1/20) = m, tan grande co- Fig. 292 
hw se quiera con m. 





2. Desde el punto de vista geométrico y para superficies suficiente- 
mute regulares (por ejemplo, con plano tangente variando con continui- 
Ind), aparte de la definición directa vista en $ 84-4, también es intere- 
mate la siguiente definición axiomática: Dada un trozo S de superficie 
r  r(u,v) definida en el dominio D del plano uv, con r,, r. continuas en 
el, ue busca una función W(u, v) tal que el número 


A(S) = AÑ W (u, v) du du 


quede determinado por las condiciones: 1%) La función W(u,v) depende 
wlunente de u, Y, Y, T,, T.; 22%) El número A(S) queda invariante res- 
pacto de los movimientos ($ 61-7, c); 3%) El número A(S) queda in- 
variante respecto de un cambio T de parámetros p —p(u, 9), »=(u, v) 
de jneobiano no nulo (8 67-7) y que conserve la orientación ($ 54-1, d; 
Rod; cfr, $ 88-5, a); 42) Para el cuadrado unidad Q resulta A(Q)= 1. 

ll uúnero como el A(S) que depende de una función W se llama 
mie fenetonal. La función W que cumpla la condición 1%) es la más sen- 
villa «ue pueda dar lugar a una funcional que cumpla las condiciones 2%), 
4) y $), Venmos primero que la función [72-57] satisface los reque- 
timbentos dichos, 11 cumplimiento de las condiciones 1%), 22) y 4%) es 
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inmediato. Jara la 32) basta > did $ 67-7, teniendo en cuenta que 


Sua — Qé = (Yaya — yo) T* si = %(p, v) (Blu, v) es el jacobiano 
de la transformación T y las y son me coeficientes de GAUSS [72-45] res- 
pecto de los nuevos parámetros u, Y. En efecto, es 

[XXP4] | dr |? = Zgiu dudo = 





du du dv 
= Sm (e du -+ ac 1 ») = %*yuadud» , 


donde los gi. se comportan como los coeficientes de una forma cuadrática 
en una transformación lineal de coorder-adas, es decir, si consideramos las 
matrices 


Cl 


el último miembro de [XXI-4] puede representarse ($ 61-4, d) por VIV 
y siendo ($ 61-3) V=TU con 


0 (er). 
Da Dd 


resulta el segundo miembro de [XXI-4] representado ($ 61-4, a) por 
U'TTTU —U'GU de donde TIT= G, con módulos ($ 15-7) cumpliendo 
G =TT* como queríamos demostrar, 

Pero además dicha función es única, pues toda otra función W que 
origine el cumplimiento de las cuatro condiciones dichas es tal que hace 
W/ Y YuYa — Yui =1, 

Desde luego, por 2%) y 3%) en cada punto determinado, el primer 
miembro anterior es invariante respecto de los movimientos y cambios de 
parámetros, Si en particular, consideramos 4=H+0, v="-+f, con 
u, B constantes, las r, r,, r. permanecen invariantes y como para u, Y 
fijos pueden elegirse adecuadas a, $ para obtener cualquier u, », la fun- 
ción W (u, v.r,F., 1.) debe ser independiente de u y v. Pero además una 
traslación hace variar r, pero no T,, r., por lo que W es también inde- 
endiente de r, Mediante movimientos y cambios de parámetros de jaco- 
iano no nulo, el par de vectores r,, r, linealmente independientes puede 
tranaformarse en otro par cualquiera de vectores linealmente independien- 
tos ($8 60-2, b) por lo que Wi(ta,ro)/[r. x ro] se conservará constante, 
siendo esta constante la unidad por la condición 4%), 


II. Bibliografía. — 1. Los tratados generales de Análisis matemático, 
sobre todo los modernos, incluyen el tratamiento de la integral de RIE- 
MANN-STIELTIES, Un estudio muy completo incluye el tratado de E. W. 
llensan (citado en Cap. IX, nota VIII, 3). También se incluye en las 
obras especializadas sobre integración (cfr. Cap. XXIV, nota IV), parti- 
enlarnente on la clásica y fundamental de H. LEBESGUE (citada en Cap. 
XlMH. rota V, 3), Por su importancia en la matemática aplicada y en 
imneclas teorías matemáticas especiales, dedican sendos capítulos a la in- 
logcral de STIELTIJES muchas obras monográficas. Pueden citarse como 
rignvrosos y asequibles los incluídos en la obra de PERRON (citada en Cap. 
V, nota IV, 4), y en: 

S RBucHNER: Vorlesungen túber Fouriersche Integrale (Cap. IV; Aka- 
dentiseho Vurlagsges., Leipzig, 1932); traducción inglesa (ampliada con 
mia menoria del autor) : Lectures on FOURIER integrals, With an author'a 
anpplemento en menotone functions, STIELTJES integrals, and harmonie 
onulyxis (Princeton Untv. Press, 1959); 

D. V. WIDDER: The LAPLACE Transeform (Cap. 1; Princeton Univ. 
Prosx, 1941). 

Unn extensa bibliografía sobre el tema se encuentra en 

'P, TI, TIDLDERRANDT: STIELTIES integrals of the RIEMANN type (Amo 
rican Mathematical Monthly, 45, pp. 265-277). 
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Contiene una discusión detallada de la integral de STIELTIJES n-di- 
mensional la obra de exposición poco usual, aunque original, que inclu- 
yendo el estudio del espacio de HILBERT y de la integral de LEBESGUE- 
STIELTJES desarrolla las teorías modernas de carácter superior en vista 
de sus aplicaciones físicas 

M. PICONB y T, VIOLA: Lezioni sulla teoria moderna dell integrazione 
(Edizioni Scientifiche Einaudi, Turín, 1952). 

De menos alcance teórico, pero también extensa es 

N. GUNTHER: Sur les integrales de STIELTJES et leurs applications 
aux problemes de la Physique mathématique (Chelsea, Nueva York, 1949). 


2. De las obras especializadas sobre series citadas en Cap. V, nota 
IV, 1, la de KNoPP no trata las series dobles, pero en cambio sí lo hace 
en forma notable la de BROMWICH. 


3. Incluyen el estudio de las integrales múltiples los tratados de 
Análisis matemático citados en Cap. XVÍ1Il, nota 1V, 1 y 2, como ya di- 
jimos en Cap. XIII, nota V, 1 y 2 del volumen I, en cuya segunda edi- 
ción y siguientes se citan también el estudio excesivamente monográfico de 

R. L. GOMES: Integral de RIBMANN (Junta de Investigagáo Matem., 
Porto, 1949) 

y la didáctica obra conteniendo un tratamiento completo de la integral 
fe RDA y su generalización a la de LEBESGUE en el espacio euclí- 
eo de 

o W. RoGosiNsKl: Volume and integral (Oliver y Boyd, Edinburgo, 


CAPÍTULO XXI 


INTEGRALES PARAMÉTRICAS 


$ 85. INTEGRACIÓN Y DERIVACIÓN DE SERIES FUNCIONALES 


1. Integración de series. — En el estudio de las condiciones 
que legitiman un doble paso al límite, reiterado, de diverso 
tipo (tal el puramente funcional en $ 65, el de las sucesiones 
y series dobles en $ 81, el de la integración reiterada en $ 82), 
vamos a examinar ahora el que corresponde a combinar la in- 
legración con la sumación de series o convergencia de sucesio- 
nes funcionales. Veamos condiciones suficientes que aseguren 
la conmutabilidad de los signos [2=2f (integral de la 
serie = serie Sn las integrales), equivalente a la conmutabili- 
dad lim f = f lim. 

Para las integrales (R) ($5 49), las condiciones suficientes 
de aplicabilidad práctica que pueden darse son bastante res- 
tringidas y ésta es una de las razones que aconsejan la am- 
pliación del concepto de integral, según haremos en los $8 94 
y 95. 

En el $ 43-3 vimos que la convergencia uniforme de las 
series funcionales, no tan sólo acota el resto de la serie, inde- 
pendientemente de x (definición), sino que conserva en la su- 
mau de la serie la continuidad de sus términos; vamos a ver 
uhora que también conserva la integrabilidad. 


“PEOR. 1. INTEGRACIÓN TÉRMINO A TÉRMINO. — Si una serie 
funcional S u,(x) de funciones integrables (R) converge unt- 
=1 


formemente a su suma S(x*) en [a,b], entonces Síx) es in- 
teurable (R), la serie de las integrales de los términos es con- 
veruente y se cumple 


IRb1] dE Sí(x)dx = y Ni u, (1) dx. 
«¿a Ñ n=1 a 


Si designamos por S,(x) la suma parcial de los 4 primeros 
terainos de la serie funcional, por la aditividad finita funcio- 
tnlode la integral (R) ($ 48-5, b), se tiene que la integrabi- 
lUdad de dos términos de la sucesión u,(x) implica la de los 
lerminos de la sucesión S,(%) y recíprocamente, pues u, (2)= 

Su br)--8, (12), y en ambos casos es 


446 XXII. INTEGRALES PARAMÉTRICAS $ 85 -1 


R b 17 
Ñ ¿(2)dx = S, (2) dx. 
[85 2] 2 ñs y dh 


Así pues, el teorema 1 es equivalente a: 


TEOR. 2. PASO AL LÍMITE BAJO EL SIGNO INTEGRAL. — Si una 
sucesión S,(x) de funciones integrables (R) converge unifor- 
memente a su límite S(x) en [a,b], entonces S(x) es integra- 
ble (R), la sucesión de integrales es convergente y se cumple 


[85-8] lim de S,(2)de = e S (2) dx. 


Si designamos por R,(2)=S(x)—S,(x) el resto de la se- 
rie, su supuesta convergencia uniforme significa ($ 45-83) que 
para todo e > 0, existe un número natural N(e) independiente 
de xe[a, b] tal que 


[85-4] [B,(2) | < e/(b—a) 
sin > N, cualquiera que sea zx en [a, b]. 

Si 0,, 0, 0,” son las respectivas oscilaciones de las fun- 
ciones S(x), Sr(1), R,(x) en cada uno de los intervalos 
($ 49-1) de una partición a de [a,b], será wm, < 0, +0,”, y 
como la condición de integrabilidad (R) de S,(x) se expresa 
por Zw,'5, < e, de éstas dos y la [85-4], deducimos que para 


cualquier £ > 0, existe una partición xr de [a,b] respecto de la 
la cual se cumple 


Zo d <Eo/d +05 < 0472 28, =80, 
lo que asegura ($ 49-1) la integrabilidad (R) de S(z). 
Por otra parte, [48-29], [85-4] y el teorema del valor me- 
dio ($ 48-6) prueban que para n > Nes 
fe SíaJdr— f* S, (2) de | E 
= | Rumas |< f: Ra (2) | de <s, 


que asegura la existencia y valor del límite expresado en [85-3] 
para > 0. 





NoTA 1. La convergencia uni- 
forme es suficiente, pero no Re- 
cesaria para la (R) integrabilidad 
término a término de una serie 
funcional. 


EJEMPLOS: 1, S,(x)= x” en 
[0; 1] no converge uniformemente, 
pues la función límite S(x) = 06 
s30<xr<1, S(1)=1, es discon- 
Fig. 203 tinua ($ 43-3, b). Sin embargo 
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5 Ñ . 5 1 — — E 
lim f, w” de —= lim A TS 0= di S (2) de 
para n>0%, 





2, Satr)=1x/(14+ 1%) >0 para n>0%,.n0 uniformemente en 
[0; 11, pues S,(1/n) = 3 (fig. 293). Sin embargo, es 


nx de : dl 1 
: AH 1 E O yy | al 
0 < lim o TE < lim 2 + $S al 


=0= S Síx) dx. 


3, En cambio, para S.(x)=x2% enzz que tiende a 0 para n—>00, 
no uniformemente en [0;1] pues S,(1/V2n) =— Vn/(2e) (fig. 294), es 


1 1 

lim na e-nzl de = lim 4(1—e")=3%0= ás S (2) da. 
n—>0 ¿0 n—0 0 

Obsérvese que aquí Sx(x) no se conserva acotado respecto de n (cfr. 

$ 95-4). 


NoTA 2. El paso al límite bajo el signo integral se hace más senci- 
llamente en la integral de LEBESCUE ($ 95) que en la de RIEMANN, pues 
aunque el integrando se conserve acotado, puede ocurrir que la función 
límite S(x) no sea integrable (R). Así, 
si en la sucesión ($ 2-11) de puntos 


racionales Xi, lo, +..., %n, +. de [0;1] 
definimos S,(x)=1 en los n primeros 
Li Ye ».., En Y Snle)=0 en los otros ¡nn 
puntos de [0;1], la sucesión funcional 2e 


S,(x) tiende (no uniformemente, ¿por 
qué?) a la función de DIRICHLET S(x%) 
($ 23-3, ejemplo 4). Existe cada inte- 


gral A 
1 
Ba Saíz)de=0 , 


siendo 0 el límite de la sucesión de in- 
lugrales, sin que exista YV2n 


1 
yn S(a)de , Fig. 294 


integral del límite ($ 49-2, ejemplo). 





2. Derivación de series. — Aunque una serie (o una suce- 
ción) uniformemente convergente tenga derivables todos sus 
lérminos, no podrá afirmarse, en general, la existencia e igual- 
dud de la derivada de la serie y la serie de las derivadas. 


NJEMPLOS: 1. Las sumas parciales S,(%) —(1/n)sen nx tienden uni- 
Jormemente a S(x)=0 en [0; 1], cuya derivada es S'(x)=0, no coin- 
viálento con limS,'(x)=limcosnx para n-—>0%, pues éste vale 10 
pura «== 0 y no existe para x*e(0; 1]. 


2. WEIERSTRASS demostró (Cap. IX, nota VII) que la función 


un 
Sía)= Y a”cos(rabrzx) , 
y Ú 
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con 0<Za<1, b = entero impar tal que ab >3x +41, no tiene derivada 
finita ni infinita en ningún punto. Sin embargo, es uniformemente 
convergente ($ 43-3, c), pues Ya” es convergente ($ 22-1, b) y cada tér- 
mino es derivable, aunque la serie de las derivadas sea convergente en 
unos puntos (por ejemplo x= 0) y no en otros (por ejemplo «= á). 


Consecuencia inmediata del teorema 1 de $ 85-1 es el si- 
guiente: 


TEOR. Si: 1%) en el intervalo [a,b] las funciones un(x) 
tienen derivadas R-integrables uy (x%); 2%) la serie 3 Un (21) 
converge uniformemente en [a, b] a la función continua V (4) , 
39) en un punto c e[a, b] converge El Un (ec) = 8 (c); entonces, 


en todo el intervalo [a,b1 la serie Y u,(x) converge unifor- 


m=1 
memente a una función Sí(x), para la que existe derivada 
S(2)=V(x). 
En efecto, por el teorema citado, la serie de las derivadas 
os e cumpliendo 


[85-5] SÉ y (a) | de = cir 


Eo o 
= Y [an(2)—us(0)] 


y al ser convergente *u,(c), también lo es Zu, (1)= Síz), 
uniformemente o 


y Unlx) — Y E ano) ÍN [3 > uz (2)] dz | < elb—a) , 


”n 


mn 
si | Y u,-(7)| < e desde un m en adelante, independiente de x 


n.-.m 


en [a,b]. Entonces, por haber supuesto continua V(x) (ver 
nota 2), podernos derivar ($ 50-1, a) el primer miembro de 
[856-5] y resulta V (x) = S' (x). 


NoTas: 1. Obsérvese que para la derivabilidad término a término, la 
hipútesias de convergencia uniforme se refiere a la serie derivada (ver 
cjemplos 1 y 2). 


2, La aplicación del teorema 1 de $ 85-1 exige la R-integrabilidad 
de u'(x) (efr. $ 50-2, nota 4) y la continuidad de V(x*). Sin embargo, 
en el cnunciado del teorema anterior se puede prescindir de ambas con- 
dicioner y así subsiste con las mismas palabras, sustituyendo sólo “deri- 
vudnaa K-integrables” por “derivadas finitas” y “función continua V(x)” 
por “función rd aunque la demostración Es pueda entonces apoyarse 
ou el teorema 1 de á 85-1. Es la siguiente: 

Para e >0 arbitrario, existirá me independiente de x en [a,b] tal 
que para mi + mw y Lodo p sca: 
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m>+ p 
Y  u'(x) |< .e/(b—a). 
n= m 
De aquí deducimos, por el teorema de LAGRANGE ($ 365-1) aplicado a la 
m>+op 
función YN  untx): 
»n—=m 
m>+op m> y m+p 
SN Muir Y ute) = je—el].| Y u() <e, 
n>=m n=m n=m 
por lo que la serie 
lo) 
E unto) 


n=] 
converge uniformemente a una suma S(x). 
Para «e[a,b] y todo h40 tal que x + ke[a,b] es 





moy L la m>+op m tp 
y El ata +1) (a) | E Y ute+h)— Y» un(a) | = 
nm | nm nm 
m>+p 
=| 2 060401) | <e, 





poes 0<0<X1 y todo p y m > Mo independientes de h y €. Por tanto, 
n serie 


ee] 


uíx + 4)—u to) 
E h 


tiende al cociente incremental [S(x + hR)—S(x)]/R, uniformemente res- 
pecto de h3£0, por lo que para h—>0 existirá 


eo] 
O: Sta +h)-—8S(x) a: Ss ulx + h)—u, (a) — 
h—0 h A>0 n—1 h 
00 00 
= Y [im anto ta) = Y wt)=V0m, 
n=1 1h>0 n=1 


romo queríamos demostrar. 
Obsérvese que como 1/k > 0 para h—>0, de la convergencia uni- 
forme de 
[ea] 


Y un(x)= Síe) , 


n=1 


no se puede deducir sin más ($ 43-3 nota 2) la del cociente incremental 
Ste + h)—8S(0)1/h. 
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EJERCICIOS 


1. Dadas las sucesiones funcionales S,(x) siguientes: 
a) natens , 


D) nera, 


c) IT 
1+ntgs ? 
d) ln (1 A 


cstudiar en el entorno de x=0 su convergencia uniforme y la de sus 
derivadas S,'(x), viendo si las S.(x) son derivables término a término. 
Estudiar también la integrabilidad término a término de dichas sucesiones 
S(x) y la de sus derivadas S,'(x) en el intervalo [0; 1]. 


2. Estudiar en [0; 1] la convergencia uniforme y la derivación tér- 
mino a término de 
00 
S(x) = Y [(0k/k) — (x2k.1)/(k + 1)]. 
1 
Convergencia uniforme de la serie derivada. 


] 3. Demostrar que si en un conjunto X es f(x) — %u,(x) convergente 
uniformemente y g(x) se conserva acotada, entonces 
f(%).g(2) = Eg(e)un(x) 
converge uniformemente (cfr. $ 43-3, nota 2). 
4. Mostrar por qué en $ 85-2, Teor., la convergencia uniforme en 


[a,b] de Zu.'(x) con u,'(x) continuas, no implica que lu (.) converja 
en algún punto de [a,b]. Aplíquese al ejemplo u.(x)= cos(w.n). 


5. Compárense los valores de 
T 00 o x 
S (5 ut) | d y Y f us (t) de 
0 1 1 0 


21et a 2 (% + 13% 
(1 t)n(k +1) [1 + (k + 1)* ]in(k +2) * 
explicando el resultado. 


para 


Us = 


6. Probar que si S,(x) es derivable en [a,b], tal que ]S, (x2)| <K 
(con K constante independiente de 1 y x) y la sucesión S,(x) converge 
en todo punto de [a,b], entonces esta convergencia es uniforme, 


7. Probar que si la serie lu,(x) tiene las sumas parciales acotadas 
IS,(r1)] <K (con K constante independiente de n y x) y para todo 
BO 0 cs Zu,(x) integrable término a término en [a, c—8] y [c+8, bl, 
entonces también lo es en [a, b]. 


8. Bajo las hipótesis del ejercicio 7, probar que si g(x%) no acotada 
vn [a,b] tiene en este intervalo, integral absolutamente convergente 
($ K0-8), entonces Xun(x)g(x) es integrable término a término en [a, b] 
(elr. 8 43-14, nota 2 y ejercicio 3). 


5 86 -1 INTEGRALES PARAMÉTRICAS PROPIAS E IMPROPIAS 451 


$ 86. INTEGRALES PARAMÉTRICAS PROPIAS E IMPROPIAS 


1. Definiciones. Equicontinuidad. — a) En $ 80 hemos es- 
tudiado las integrales en intervalo infinito o con puntos sin- 
gulares (en cuyo entorno no está acotado el integrando), pa- 
ralelamente en lo posible a las series funcionales, y respecto de 
éstas, hemos visto en $ 43 y $ 85 condiciones suficientes suple- 
mentarias que permiten conservar las propiedades de límites 
funcionales, continuidad, derivación e integración de una suma 
de un número finito de funciones. En términos precisos: desig- 
nando por X, la suma de un número finito de sumandos y 


por f la R-integral en intervalo finito (a, x), se verifican es- 


tas permutaciones entre los símbolos 2, lim, $ y D: 
D lim;¿X*, = 2,lim, ; 


11) $: MEA f: : 
IID D,X, = X,D. , 


mientras que, al pasar de la suma finita *, a la serie o inte- 
gral, no subsisten en general, y así como lo hemos hecho para 
las series ($5 43 y 85), hemos de ver ahora condiciones sufi- 
cientes suplementarias que permitan conservar dichas propie- 
dlades, si se consideran integrales (R) paramétricas propias (de 
intervalo finito e integrando acotado) o impropias (de inter- 
valo infinito o con puntos singulares). 


DEF. 1. Integral funcional, o integral paramétrica, es 
toda integral en intervalo finito o infinito de una función 
(2, Ya, Ye, +», Ym) que además de la variable de integración x, 
depende de uno o varios parámetros y.. 

Para cada valor o grupo de valores de estos parámetros, 
resulta una función distinta de la variable x, y su integral de- 
finida en a < x < b, cuando existe, es un número que depende 
de los valores dados a Y1, Y2, »-. +, Ym, Ó sea: la integral para- 
métrica define una función de los parámetros, que son Sus va- 
riables independientes. ] 

Consideremos integrales de un solo parámetro, caso al que 
nc reduce el de varios, y veamos el caso más sencillo, en que 
inlos integrales ordinarias en intervalo finito tienen las mis- 
nus propiedades l, II, TIT, de las sumas. 


b) Demos nociones análogas a la de convergencia uniforme de las 
rerlem ($ 43-3) que nos ha servido ($ 85) para trasladar a éstas las 
penpiedades 1, TI. 


Dic, 2. Se dico que f(x.y) es equicontinua en yo para x« en [a,b] 
Laogue as contiena en quod formenitate respecto de y en [eo, db], si para 
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todo e > 0, corresponde 3 >0, independiente de x« en [a,b] tal que “sea 
f(x, y)— f(x, Ya)| < e, cuando |y—y!<8, 

Geométricamente esto significa que la curva f(x,y), donde x« es la 
variable independiente e y el parámetro, podrá a la vez, en todo [a, b] 
aproximarse tanto como se quiera a la curva f(x%,yo). 


Nora, En $ 65-3, nota 2, dimos ya este concepto, como caso parti- 
cular de paso al límite respecto de un parámetro, uniformemente en x 
(5 65-2, nota 2). Vimos también allí el teorema de HEINE, según el cual 
si f(x%,y) es continua en ambas variables superficialmente, también es 
equicontinua en una de ellas respecto de la otra, pero en cambio no basta 
que sea continua en y para cada xe[a, b], para poder decir que es equi- 
continua en y respecto de x« en [a,b]. 


EJEMPLOS: 1. La función f(x, y) =y/(y4 + x%) six 40, con f(0,y)= 

= 0, es continua en y para cada x, pero no es equicontinua en yo = 0 res- 

pecto de cualquier conjunto de « que tenga 

¡ x=0 como punto de acumulación. En cam- 

bio, es equicontinua para cualquier otro valor 

de yo 740, aun cuando f(x, y) no sea continua 
en x= 0 y cualquier y 40 fijo (fig, 295). 


2. Para cada x fijo, la función y” es con- 
tinua ($ 27-4) en y =1; pero dado e >0, 
no es posible encontrar un 58=Ay>0 tal 
que |1—(1+8)"|<e válido para todo 
x>1 ($ 27-1), es decir y” no es equicon- 
tinua en y=1 para 1<x< +0, En cam- 
bio, lo es para 0<x<1, y además, en 
y=1- (a la izquierda de 1) es y* equicon- 
tnua en 0<x< +0, En y = 0", es y” equi- 
continua para 1<x< +0 y no lo es para 0<x<l. 





Fig. 295 


Der. 3. Se dice que f(%,y) es derivable en y = Yo, uniformemente 
reaperto de « en [a,b], si el cociente incremental Ayí(x, Yo) Ayo con x 
constante, converge a su límite f,(x, yo) uniformemente respecto de x en 
a,b] (8 65-2, nota 2), es decir, sí Ayí(x, y) /AYo =f, (2, yo) + € con 
E | < eo para | Ayo| < 5 independiente de x en [a,b]. 


EsEmPLO 3. Sea f(x,y)=(y*/x%)sení(x/y) si ay >0, con 1(0,)= 
:-F(r,0)=0. Para yo=0, Ay=k>%0 es Af/k—=(k/x)sen(x/k) > 0, si 
x / 0, siendo Af/k=0 si 2=0. Por tanto, existe f,(x,0)=0 para todo 
ee*[0,1], pero no uniformemente respecto de x en [0,1], pues para todo 
k por peyúeño que sea, se puede hacer Af/k tan próximo a 1 como se 
quiera, tomando x« 740 suficientemente pequeño (3 28-2). 


2. Continuidad, integración y derivación de integrales pro- 
plas paramétricas. — a) TEOR. 1. Si f(xw,y) es continua res- 
vecto del par (x,y) en el rectángulo a<*<b, c<ys< d, 
la función 


pm = $" 10d 


ea continua en todo punto y de (c,d). (DINL, 1878). Pues 
alendo 


Aq (y) = 0 [f (e, y + k)—1(x, y) Td, 
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por el teorema de HEINE ($ 65-3, nota 2) sobre funciones con- 
tinuas de dos variables, el incremento entre corchetes es, en 
valor absoluto, menor que e para |k|<3 independiente de x 
en [a,b], y por tanto 


|ap(N| < e(b—a). 
COROLARIO. Para cada yo en [e, d] es 


[86-1] lim f*£(2,y)dx = ff 4jde , 


YY Y? 


quedando así probada la permutabilidad [86-1] de límite e in- 
tegral, es decir, la continuidad de la integral en el punto yo. 


Notas: 1. El teorema subsiste para extremos variables: 


TEOR, 1%, Si a(y), b(y) son continuas en [c,d] y f(x,y) es conti- 
nua en un dominio D que contenga en su interior el R=4Ja(y) < x < b(y), 
c<y< dh, es 


b(y) 
p(y) = y: a f(x,y)dx continua en (e, d). 
aly 


_ Sean goe(c,d) é y =yo+ke[c,d]; llamando a(y:) = %:, b(y:)=b,, 
(10;1) se tiene: 


9(yi) — el) = J 


b, da 
f(x, y) dx — S f(x, yo) de = 
' Ly 


= dd lan) Lt Td + $ runas de ' ley) de, 
e a, /b 


0 0 


pudiendo las tres últimas integrales re- 
ferirse a intervalos no contenidos en el 
dominio R (fig, 296), aun cuando para 
le suficientemente pequeño estarán den- 
tro del interior de D que lo comprende. 
Entonces, estas tres integrales tienden 
n Q con k—>0; la primera por lo visto 
en el teorema 1, las otras dos por ser 
lf(x,y)| acotada en D, y la; —a. | —>0, 
lbi—b| >0 para k—>0 por la conti- 
vuidad de a(y) y b(y). (Cfr. nota 7). 


2. Con la noción de equicontinuidad 
($ 86-1, def. 2), el teorema 1 puede ge- 
neralizarse en la siguiente forma: 





TEor, 1?, Sta 


“b(y) . 
v(y) = ! 1 (w, y)de Fig. 296 


donde suponemos a constante, b(y) variable con y, f(x, y) integrable 
a respecto de x en [a,b(y)] para log valores de y de un entorno 
te a. Para que p(y) sea continua en yo es Suficiente que simultánea 
miunte;s 
1%) Sea f(x, y) cquicontinua en yo para « en [a, bo] con bo = b(yo); 
20) Erista K tol que ¡f(x,y)| <K para todo xe[bo b(y)] é y en 


454 XXII. INTEGRALES PARAMÉTRICAS 8 86 -2 


un entorno de yo, siendo en éste f(x,y) integrable (R) respecto de x% 
en un intervalo que contenga en su interior [a, bo]; 

39) Sea b(y) continua en yo. 

La marcha de la demostración consiste en ver que Ap = Ap + Asp 
(fig. 297) tiene el primer 
sumando A:p de base deter- 
minada y altura tan peque- 
ña como se quiera, y el se- 
gundo sumando Arp existen. 
te y de altura acotada y 
base tan pequeña como se 
quiera. Pues dado e > Ú ar- 
bitrario, existe 5(8), inde- 
pendiente de x en [a, bol, 
tal que sea simultáneamen- 
te |1f(x, y) —f(e, y)| < 
< de/(do —a) para xe[a, bol, 
| b(y) — b(yo) |] < e/(2K). 
Entonces, existen las inte- 
Fig. 297 grales siguientes y es: 


bo bo b(y) 
S Ha yy0a = S £(x, w)de 1 1(2,y) de 
a a 6) 


S [O 116) — 1240 1de + Kld()— be] < e 





lap(m)] < + < 














para | Ayo] < 5, como queríamos demostrar. (Cfr. nota 7). 


La conclusión puede expresarse también en la forma del paso al lí- 
mite bajo el signo integral: 


E D(y) "be 
lim al f(<, yde = Al f(x, yo) dx. 
na a 


y > UY 


EJEMPLO 1. Para la función de $ 86-1, ejemplo 1, es 
1 
(y) = de 1 (x, y) de 


discontinua en y=0, pues siendo p(y)= Arctg(1/y) si y 40, resulta 
w(0)=4x, p(0)=0, p(0)=—ix. 


'TEOR. 2. Si f(x, y) es continua respecto del par (x, y) en 
el rectángulo a <x<b, c<y< d, se puede integrar 


p(y) = El f(x, yde 
bujo el signo integral, es decir 
86-21 [7 dy f” 12, mde = e de | *£(x,y)dy. 


ón efecto, siendo f(x, y) continua, existe su integral doble y 
por tanto las dos integrales reiteradas, que son iguales ($ 82-5). 


Queda así generalizada la permutación (II) Je f: = 


: | : / Y para integrales propias. 


TR 
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NOTA 3. Este teorema admite una amplia generalización, pues aun- 
que f(x,y) no sea continua y no exista la integral doble, LICHTENSTEIN 
ha llegado a demostrar que basta la existencia de 


Je £(«, y)de 


d 
1 (o, 4) dy 


Yo 
para todo xe[a,b], para que existan ambas integrales reiteradas y sean 
iguales, 
Teorema (FUBINI) más sencillo y completo se consigue en la teoría 
de la integral de LEBESGUE (cfr. 8 95-6) 


para todo ye[c,d] y la de 


EJEMPLO 2. 


] 1 7 
f sen EY ./ cos E =f' JN cos A = 
El y Y 4 Yy 420 Y Y 
rr 


27 
= $ (sen 2x — sen a) — dle = Ú 2 TE 
0 x T x 





TEOR. 3. Si 


p(y) = e E(z, y)dz 


existe en c<y< d, y el integrando admite derivada f,(x, y) 
continua respecto del par (x,y) en el rectángulo a << d, 
c<y<d, entonces la función p(y) admite derivada para 
todo ye(c, d), obtenible derivando respecto de y bajo el signo 
integral (regla de LEIBNIZ) : 


[86-31 y (y) = as: f(x, y)dx = E f(x, y)dz. 


En efecto, por el teorema de LAGRANGE ($ 35-1) es 


209) - UN [£(a, y + k)—£(x, yde = f? £,(2,0) de 


donde y es un punto intermedio entre y é y +k, que aunque 
pueda depender de x, tiende hacia y para k-—>0, y por la su- 
puesta continuidad de f,(x, y), se podrá aplicar el mismo ra- 
zonamiento empleado en [86-1] a la última integral para obte- 
ner [86-83]. 


Queda así generalizada la permutación (III) : 


A A 


para integrales propias. 





Neras: 4. El teorema anterior se generaliza, si en lugar de la con- 
linuidud de f,(x, y), suponemos sólo que existe derivada parcial f,(% yo) 
nuifomemente respecto de x en [a,b] ($ 86-1, def, 3), tal que f,(x, yo) 
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sea integrable en [a,b], cumpliéndose también entonces la [86-3] para 


Y= Yo. 
En efecto, para Ayo = k menor en valor absoluto que 3, será 


ap = AS * £,(2, y) de 0 | att tute, y) | de 


d 
S ede]| < eolb—a) , 
A 3 


tan pequeño como se quiera con £o > 0. 

















5. Continuidad, integración y derivación de integrales múltiples, — 
La integral múltiple de una función, que contiene uno o varios parámetros, 
define una función de estos parámetros: 


Plis, «+ Ym) = dE (2%, -.-, To Ya, « « Ym)ÚLzo o... den. 


Con ligero cambio de notaciones quedan generalizados los teoremas 
1,2, 3, en esta forma: 


TEOR. 1. Si f(%,..., ln, Ya -.,Ym) es continua respecto del grupe 
do m>+mn variables para 


Ar << br , C<y<d (r=1,2,....n38=1,2,....m) , 
la integral n-ple sobre un dominio X contenido en el ortoedro 4r < x, < br 
define una función q(Y,,...,Ym) continua en el ortoedro €, < y. < d,. 


En particular, es función continua respecto de cada una de las m 
variablez Ya, ..., Ym- 


TEOR. 2. Con las mismas hipótesis, se puede integrar bajo el signo 
respecto de una o varias de las variables yz, ..., Yn en todo dominio Y 
contenido en el ortoedro e, < y. < d.. 


TEOR. 3, Si f(%,...,%n Ya -:: Ym) Admite derivada respecto de y, 
y feta derivada L,, (Ln Um Ya «+» Yn) es función contínua del punto 
(Ci... , Ln Ys. Ym), 84 integral en un dominio X contenido en el or- 


toedro a, < 2,<b, es la derivada parcial Pa, - 


Brevemente: es legítimo derivar bajo el signo de integral múltiple, 
cuando el integrando que así resulta es función continua del grupo de 
variables y parámetros. 


b) Regla general de derivación bajo el signo integral. — Se 
refiere al caso en que a y b son también función del paráme- 
lro y. Se tiene: 


'Pror. 3%. Si a(y) y b(y) están definidas en un entorno 
de Yo, existiendo las derivadas a' (Yo), db'(Y0), la función f(x, y) 
ena(y) xx < b(y) tiene derivada f,(x, y), siendo Í y f, con 
tinuas respecto del par (x,y) en un recinto que comprenda en 
au interior la región R dada por cada y del entorno de yo y % 
comprendida entre los valores homólogos aly) y b(y), enton- 
cox la función 

"hy 


e) = !' í(x, y)dz 


ny) 


tiene la derivada 
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[86-4] (y) = f/ £,(2, 90) dz + £(bo, 10) (10) — 


E Í (a, Yo) a' (Yo) > 
con bo= b(Yo), 40 = a(yo). 


Pues es 
[86-5] Ap = p(Yo + kh) — (Yo) = 
> loo tw + d)de — [7 (a, Yo) da = 


bo + Ad, 


= fla +0—H2,10)12 + [elo y + h)de — 


— [2,00 + hdén , 


pudiendo estas integrales del último miembro referirse a inter- 
valos que caigan fuera de la región R (fig. 296), aun cuando 
para k suficientemente pequeño estarán dentro del recinto que 
la comprende. Si se aplica al integrando de la primera inte- 
gral del teorema de LAGRANGE ($ 35-1) y a las dos últimas 
integrales el primer teorema del valor medio ($ 48-6), de 
[86-53] se deduce 


Ap =k [7 £,(0,m)de + Ada £(b,-+ 0, Abo, Yo + le) — 


— Ay Í (A) + 02 Ao, Yo +), 
con ne(Yo Yo + k) y 0<80,<1, (¡=1;,2). 


Dividiendo la anterior por k> 0, basta aplicar [86-1] a la 
primera integral, y la supuesta existencia de b'(yo) y a'(yo), 
así como la continuidad de f(x,y) a los dos últimos sumandos, 
para ver que existe y'(yo) y vale [86-4]. 


NoTaAs: 6. Por la supuesta continuidad de f(x, y) respecto de zx, si 
a y b son variables independientes, es ($ 50-1): q =1f(b,y), a= 
=—f(a,y). De ahí y el teorema 3, se recuerda fácilmente [86-4] por 
la regla de derivación de funciones compuestas ($ 67-1), pues el primer 
término del segundo miembro de [86-4] procede de derivar parcialmente 
bajo el signo integral respecto de y, suponiendo constantes a y b; y los 
otros dos se forman con las derivadas parciales respecto de éstos. 


7. Para la validez de [86-4], basta suponer sólo la continuidad de Í 
y fu en la región R, si se supone que en un entorno de yo existen y son 
rontinuas a'(y), b'(y). Pues entonces el teorema 3” se reduce al teorema 
Y von el cambio de variable (3 51-3, b): x=—a(y)+ [b(y)—a(y1t, 
dendo 


1 
ew=Í, (b—a)ft(x,y)dt , con derivada 


¿ cd b 1 a 13 (0 —a)t dt = 
van =/, (b —a)f, dt +), (b—a)Ya > + ae —«a = 
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1 de an zx 
= fs a Sl a 7 +) = 


=/, ea el JE . 


resultando ($ 50-2) la fórmula [86-4], válida para todo y del entorno de 
Ys donde se cumplen las condiciones de hipótesis, 

Análoga observación puede hacerse respecto de los teoremas 1* (no- 
ta 1) y 1” (nota 2), 


EJEMPLOS: 3. Para hallar la diferencial total de la función 
"mz  sen(yz) 
1)= Dl uz qe 
que no puede expresarse por funciones elementales, basta hallar 


ls e cos(yz) ¿,__.£osysen(y seny) 
Pr = sen y z zsen Y ú 


1 
de ==) nz sn, dao sen (y ln 2) 


Ben y zInz z 


y aplicar dp = q, dy + qa dz. ia que la integral que figura en 
y puede expresarse ahora mediante funciones elementales. 


4, Hallemos el momento de orden n del Área del trapezoide deter- 
minado por la curva f(x) en el intervalo [a, t] res- 
pecto del eje variable x=t (fig. 298) (cfr. $ 84-5 
y $ 84-7); 
pn(t) = qe £(2) (t—2)" de. 
a 
Derivando bajo el signo integral: 


Wa(t) = ml 1 (0) (t —x)"* de + 
+ E(£)0” = Rpn-r> 


a x dt b 
Fig. 298 


Partiendo de 
pc = f* rimas, 
a 


por integraciones sucesivas (cfr. $ 51-5, nota 3, y $ 106-1, nota 2), se 
van calculando ui(t), pe(t), ...; haciendo t=b se tienen los momentos 
de la función en [a, b] respecto del eje x=b. Para un eje a la derecha 
do bh dasta completar la función para x >b con valores nulos. 

Así puede hacerse un cáleulo gráfico rápido de los momentos suce- 
sivos, Si y =1f(x) representa la curva, con y =0 para x >b, sea 


E AS f(x) de 


la curva integral ($ 58-2), cuya ordenada y, representa el área (mo- 
mento de orden 0) encerrada por la curva, el eje x y las verticales 
r «d, a=f (fig. 299). Para t> b, se prolonga y, desde b hasta t por 
unn horizontal. El momento de primer orden (estático) se obtiene me- 
dinnte la curva integral y, respecto de ys, de modo que 


lo Je lo dx = f y dy == Ya. 
" “a 
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Para t > b, se prolonga ya desde b hasta t mediante la tangente en 
bala curva yz, con pen- 
diente dada por y, en b. 
La abscisa g del baricen- 
tro G vendrá dada por 
la intersección de esta 
tangente con el eje zx, 
pues ello indicará que es 
nulo ($ 84-6) el momen- 
to estático del área total 
entre a y b respecto de 
z=Y. 

Si integramos de 
nuevo la curva y», obten- 
dremos una nueva curva 
Ys, cuyas ordenadas mul- 
tiplicadas por 2 dan los 
momentos de inercia o de Fig. 299 
segundo orden: 


% 
d 
% 
4 
% 
4 
4 
e 
A 
LAR 





e 8 
du = af Muda = 2f yade — 2gy. 
a a 


Para t > b se prolonga y) con una parábola de segundo orden tan- 
gente a ella en x=), pues su derivada entre b y t es el segmento ya. 

Volviendo a integrar ys, se obtendrá el momento de tercer orden me- 
diante 


i 
=3f* pado = 31 $ yde = BY, 
a a 


donde y. se prolonga entre b y t mediante una parábola de tercer orden; 
y así puede seguirse sucesivamente. 


3. Integrales paramétricas impropias: convergencia unifor- 
me. — Como se ha dicho en $ 86-1, las integrales paramétricas 
pueden ser impropias, por referirse a intervalo infinito o tener 
puntos singulares (en cuyo entorno no esté acotado el inte- 
grando, $ 80-1). Para cada valor del parámetro subsisten los 
criterios de convergencia simple estudiados en 5 80. Pero aho- 
ra tiene particular importancia el concepto de convergencia 
uniforme de la integral impropia respecto de un conjunto de- 
terminado de valores del parámetro. 


Der. Dado el conjunto de funciones f(x, y) en el intervalo 
paramétrico c< y < d, se dirá que la integral impropia 


p(y) = e f(x, y) de 


con un extremo singular (finito o infinito) es uniformemente 
convergente respecto de y en [c,d] si se alcanzan uniforme- 
mente ($ 65-2, nota 2) respecto de y en [c, d) los límites que 
figuran en la definición de $ 80-1. 

En virtud del criterio de convergencia de BOLZANO-CAUCHY 
($ 65-1, nota 2) esto ocurrirá si y sólo si para cada número 
e +0, se verifica 
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[86-6] De f(a,ydel <s , 


para todo par de puntos p, q de un cierto semientorno, ¿nde- 
et de y en [c, d], del extremo singular (cfr. teor. de 

Análogo al criterio de WEIERSTRASS ($ 43-3, c) que asegu- 
ra la convergencia uniforme de las series funcionales, el cri- 
terio (suficiente) más sencillo en este caso es el siguiente de 
VALLÉE POUSSIN (cfr. $ 80-6) : 


TEOR. Si para un cierto semientorno del punto singular 
(finito o infinito) se conserva, cualquiera que sea ye[le, d]: 
186-7] |f(y] < elo 
y la integral impropia 


q eg(x)do 


es convergente, entonces 


UN f(x, y)de 


es absoluta y uniformemente convergente respecto de y en 
[c, d]. 

Pues por la desigualdad [48-29], el primer miembro de 
[86-6] será menor que el correspondiente a g(x), independiente 
de y. 


EJEMPLO, Sea f(x,y)=eY” si 2 > y; f(x,y)=0 si r< y La inte- 
gral impropia 


+00 +0 : 
etm= [rane= era=4+1, 
pd . 


no es uniformemente convergente respecto de y en [c, +00), pues por 
grande que sea y, la última integral vale siempre 4-1, es decir, en [86-61, 
para cualquier p, tomando q suficientemente grande, el primer miembro 
ño acerca a 1 tanto como se quiera, 


4. Continuidad, integración y derivación de integrales para- 
métricas impropias. — El concepto de convergencia uniforme 
en las integrales impropias permite extender a éstas los teo- 
remas estudiados en $ 86-2. 


TEOR. 1. Si la integral impropia 
ot = f7 19d 


ez uniformemente conruyrgente respecto de y en [c, d], siendo 
'(x, y) continua respectu del par (x, y) en todo rectángulo de 
altura cy: d, enpa base se obtenga excluyendo del inter- 
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valo a <x<b un semientorno cualquiera del punto singular, 
entonces p(y) es continua en todo punto ye(c, d). 

Probémoslo para el caso de intervalo infinito b=-—W o, 
pues la demostración es análoga si el integrando deja de estar 
acotado. Por la convergencia uniforme supuesta, dado e >0 
arbitrario, existe un p = p(e) independiente de y en [c, d] tal 
que para cualquier y sea 


[Par | < e. 


Fijado así p(e), por la continuidad de f(x, y), para ye(e, d) 
existirá un 5(e) tal que para |k|<ó y vela, p], será 


¡[f(x2,y+k)—f(2, 9! <e/(p—a) - 
De ambas acotaciones se deduce, para |k|<ó(e): 


[ey 01 =| [10,4 +1) ar — $ "Ea, y) de | < 
< |f7 l£G,1+0—1(2,01d0| + |["£(0,y + do | + 


+ INCOLA < Be, 
que prueba la continuidad de p(y) en todo ye(c, d). 





NoTA 1. Obsérvese que en la demostración sólo interviene la equi- 
continuidad de f(x,y) en y respecto de x en [a, p], por lo que puede 
establecerse también aquí el análogo del teorema 1* de $ 86-2. 


TEOR. 2. Con las mismas hipótesis del teor. 1, se puede in- 
tegrar bajo el signo integral, es decir: 


[86-8] $ dy S f(x, y) de = UN de ÚS £(e, y dy. 


Supongamos también la integral infinita: b=-+ wo. Apli- 
cando la permutabilidad en la integral propia probada en 
$8 86-2, teor. 2, bastará ver que 


[86-9] Nim $7 dy $ £(x, y)dx = e dy [2 was. 


Para cualquier e > 0, existirá Po(e) independiente de y en 
[c, d], tal que si p > Yo se cumple 
¡ + 00 e 
LS £(2,y da] < , 


siendo por tanto, para p > Pole): 
Si du $? tna — [*dy [tna] = 


2 Las amas] < fare 


quedando así probada [86-9] y también [86-8]. 








462 XXI. INTEGRALES PARAMÉTRICAS $8 86 -4 


NoTA. 2. Obsérvese que la demostración no es válida si también 
d>+0%, por lo que la permutación 


. Em + +0 
[af "rán = f “an Í dy 
e a a c 


requerirá en cada caso un estudio especial (ver ejemplo 2), 


TEOR. 3. Para la validez de la regla de LEIBNIZ de deri- 
vación bajo el signo integral: 


[86-10] a S. f(x, y) de = d £,(x, y) da 


en todo ye(c, d), es suficiente que la integral impropia del se- 
gundo miembro de [86-10] sea uniformemente convergente res- 
pecto de y en [c,d], que f,(x,y) sea continua respecto del 
par (%,y) en todo rectángulo de altura c< y < d, cuya base 
se obtenga excluyendo del intervalo a < xr <b un semientorno 
cualquiera del punto singular y que la integral impropa del 
primer miembro de [86-10] exista; entonces la derivada res- 
pecto de yelc, d) de esta integral existe y es igual al segundo 
miembro. 

Supongamos también integrales infinitas: b=+ w. Por 
$ 50-1, a, para Y e[c, dl, es: 


de fu(2,y)dy = f(x, Y) — f(x, c). 
Tomando integrales infinitas en ambos miembros: 


tame — [12,002 = [an $7 11,0 du = 


= 0 dy pe fy(x,y)dx , 


cuya última igualdad se justifica por el teorema 2 aplicado a 
f,. El último miembro tiene derivada respecto de Y (3 50-1, a, 
y teor. 1), luego también lo tiene el primero y es: 


d +00 E +0. r 
a f(x, V de = t,(x, Y)de , 


como queríamos probar. 


Noras: 3. Obsérvese que la convergencia uniforme se exige a la in- 
tegral impropia de integrando f,. 

4. Si las integrales dependen de varios parámetros, se pueden esta- 
blecer tcoremas análogos a los anteriores (cir. $ 86-2, nota 5). 


EsempPLOS: 1, Para la función de $ 86-3, ejemplo, no puede aplicarse 
ln derivación bajo el signo integral, pues es 


A) +0 
emo PU ntand= fear +1. 
sá Y 


ello no debo a que 
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+ 
if f (a, y)do , 
—00 


aunque existente, no es uniformemente convergente respecto de y. Obsér 


vese que al derivar 
"+0 +0 
f fde = f ev? de 
6 A 


el límite inferior es variable, y de acuerdo con [86-4] debería ser 
, +0 
y (y) = ev? de — 2 1210 
“y 


pues tomando una constante b > y, se aplica $ 86-2, b, a la integral en 
w e [y, b], y $ 86-4, teor. 3, a la integral en x e [b, +00]. 


2. En $ 61-5, a, se ha visto que 





[51-10] fe cos bx de = FF pe senbx + acosbre4 Co, 
de donde, para a=—1, b—y resulta: 
[86-11] dl A A SA 

0 14+yYy 


Por el criterio de VALLÉE POUSSIN ($ 86-3, teor.), esta integral in- 
finita es uniformemente convergente respecto de cualquier conjunto y, 
pues | cos(yx)| < 1, pudiéndose aplicar la fórmula [86-8] de integración 
bajo el signo: 


*Y +0 + 
[86-12] f. dy $, e” cos(yx)dx = f, A 20 de = Arctg Y. 


Por tanto existe 
+0 +0 

[86-137 3f dy $) e“cosílyx)de = lim Arctg Y = + én , 
0 0 Y>+0 


no siendo conmutable la integración infinita reiterada del primer miem- 
bro, a pesar de ser la integral [86-11] uniformemente convergente res- 
pecto de y en [O, +00) (ver nota 2). 

Obsérvese también que el segundo miembro de [86-12] tiene límite 
para Y >0, aunque oscile el integrando, es decir, ahí no podemos to- 
mar límites bajo el signo integral, que no podrá ser uniformemente con- 
vergente para Y > 0 (teor. 1). Sin embargo, se elude la dificultad por 
el cambio de variables Yx=—t, y llamando B=1/Y > 0, de [86-12] de- 
ducimos 


+0 t 1 
[86-14] fi nm? da — Arete, 
-0 t B 
cuyo primer miembro es ahora uniformemente convergente respecto de $ 
en (0, Bs), pues por el segundo teorema del valor medio ($ 79-2, a): 


q "Rp 13 2 
a, pm SEN ty 2/ sentdt| < A 
2 t Pp Pp 
independiente de B'>0 y que puede hacerse tan pequeño como se quiera 


prra p suficientemente grande, cumpliéndose así [86-6]. 
Por tanto, puede aplicarse a [86-14] el teorema 1 y será: 











+00 t 
48-15] lim ga EN? 
B>0 0 


10 sent : 1 
- lé =1 li a 
dl 1 , Pl Are tg) A si 


de = 
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De esta manera hemos conseguido evaluar la integral infinita que 
figura en el segundo miembro de [86-15], convergente ($ 80-5, ej. 1), y 
útil en muchas cuestiones. 

Con el cambio de variable t= kx obsérvese que es 


400 
[86-16] $, 2 a = dnsgk , 


por lo que [86-16] es ejemplo de integral impropia no uniformemente 
convergente respecto de k en un entorno de 0, al representar una fun- 
ción p(%) discontinua en k=0 (teor. 1). 


EJERCICIOS 


1. Estudiar el límite p(0+) para 


AOS ETS AMD 
p(y) = dl UF de. 


2, Supuestas existentes y continuas g.(x,Yy) y gsy(x,y) en el en- 
torno U de (a, b), aplicar $ 86-2, Teor. 3, y $ 50-1, a) a 


elx,y) = g(a,y) + $: gs (E, y) dé 


para demostrar que existe y es gs =Bsy en el entorno U de (a, b); 
(cfr. $ 69-2), 


3. Aplíquese $ 86-2, ejemplo 4, para demostrar que 


t L. Y, 1 é 
f de, | dina... J f(x) dx = —S f(x) (t—xw)"dxe ; 
va a a n!iva 


(cfr, $ 61-6, nota 3, y $ 106-1, nota 2). 


4. Demostrar que para y >—1 es posible de 


l = |" oras 
l1+y "Jo ; 


1 1 
ai 7 — f x* ln x de. 


5, Demostrar que para |y|<1 y |Areseny|< in, es 


(y) = de E de —= sn Areseny. 
o COS x 





deducir 


G. La fuución de BESSEL Jo(x) puede definirse por 
1 _Cos(at)_ 
Joel) = ZST dt, 
0 ñ a “Vie e 
Demostrar que J% + (1/2)J%+J,=0 (cfr, Cap. XXVII, nota 1). 


7. Vara r entero no negativo, puede definirse la función de BESSEL 
J,() mediante 


gr 
MM iD 


Demoatrar que se cumple 


Ae (1 —.1%)"3 cos (xt) dt. 
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7) =0 , (r>0) 


1. 7 
(rr>1) ; 


E 1 140 
ia 


8 86 -Ej. 
»” 1 , 
JJ” + e de + ( 
| = —Jí. 


Íra = nn ES 23, 3 


8. Demostrar que 
00 g22__ gras 
————— C08 ee due 
0 e 


9. Calcúlese 
e sen (ax) Jo (bx) de 
0 % y 


donde J, es la función de BESSEL definida en el ejercicio 6. 
10. Demostrar que 
co 
S ter di 
0 


converge uniformemente respecto de x >5>0 y deducir a partir de 
n! 


0] 1 0 
S ertát = — que S rertdt= A 
0 % 0 
Para x= 1 resulta la función (ver Cap. XXIX, nota VII): 


0 da 
HS Ñ tdi 
0 
(cfr. $ 53-2, ejemplo 1, y $ 53, ejercicio 8). 


proa 
m+1 
x 


con P(n + 1)=n! 
11, Por método análogo al del ejercicio 10 evaluar 


00 
f. in e-8 gt 
0 


teniendo en cuenta [63-15]. 


12. Derivando 
$ sE de 

o 44 72. ? 
rm (2n—-3)!! 1 


di e (2-3) 1! 1 
2.2 (Em—2Y! ar? 


obtener 
S 00 
o (+4) 
donde m!! es el producto de factores decrecientes de dos en dos unidades 


(8 53-2, ejemplo 2). Para —= Van, de e-* =lim(1—t*/n)" para n >00, 
uniformemente respecto de t, y [53-15], deducir la fórmula de WALLIS 


[53-13]. 
13. Teniendo en cuenta [53-15], demostrar que 
yet, (a>0. 
2WVa 


”- 


v (y) = ] as ax” eos (2yx) de 
vo 


14, Estudiar la existencia y convergencia uniforme de 
en An, 
S e-7%Y sen y dy 
0 


en el entorno de 7=0, Lo mismo para 
[29] 
f e-rty dr 
70 


on e) srmientorno Yy> 0 
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15. Demostrar que 
T Y Y T 

dl dr dl e-T% sen y dy = f dy ñ e-T% sen y dr = F(T, Y). 
0 0 o -9 


Probar la existencia de G(T)=limF(T, Y) para Y >0, y de H(Y)= 
=limF(T, Y) para T—> 0%, resultando 


0 T T 00 
G(T)= f dy E e-TYy sen y dr = S dr f eTugsenydy , 
0 o 0 o 


le) Y "Y 0 
H (Y) = IN dr f e-ru seny dy = , dy S ervsengydr , 
0 0 0 0 


A pesar del ejercicio 14, 
00 
16, Demostrar que si Y anu” es convergente para x >0, entonces 
0 


puede multiplicarse por e-% e integrarse término a término sobre (0,00), 
siempre que la serie resultante 
o) 


S nta, 
0 


sen también convergente, (HARDY). 


$ 87. INTEGRALES MÚLTIPLES IMPROPIAS 


1. Concepto de integral múltiple impropia. —a) Como en 
el caso de integral simple ($ 80-1), llamaremos aquí también 
punto singular del dominio D de integración a todo punto en 
cuyo entorno no está acotada la función. Si los puntos singu- 
lares son aislados, la integral imvoropia se define por un pro- 
teso análogo al visto para una variable independiente. Se en- 
cierra el punto singular P por una sucesión de entornos U, 
cuyo diámetro ($ 82-1) tienda a cero y supuesta f(x) integra- 
ble en todo dominio residual (conjunto cerrado): D, = D — U,, 
sue dice existe integral impropia convergente con valor l, si 
exiale y es finito el límite: . 


[87-1] I = lim f_ fG0dx . 
nm —>00 D,, 

indrpendientemente de la particular selección D, con fronteras 
de medida nula (8 83-3, d) que excluye el punto singular P. 

Análogamente se define la integral impropia sobre una re- 
gión infimita R, aproximando ésta por una sucesión de domi- 
nios D,, Do, ..., D,, ... acotados y con fronteras de medida 
nula, tales que cualquier dominio acotado contenido en PR está 
contenido en todo D,, desde un valor de n =m en adelante. 
Si existe el límite [87-1] independientemente de la particular 
scleceión D,, se dice que dicho límite finito es el valor de la 
integral impropia convergente. 


b) El criterio general de convergencia de BOLZANO-(AUCHY 
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(8 65-1, nota 2) es también aquí condición necesaria y sufi- 
ciente de existencia de integral impropia con valor finito y se 
vxpresa así: A todo e > 0 corresponde un ú = 5(«) >0 tal que 
respecto de dos recintos cualesquiera U, y Uz de diámetro 
menor que 3, con frontera de medida nula y conteniendo el 
punto singular P corresponden integrales propias sobre los do- 
minios (recintos cerrados) D—-U, y D—-U, que difieren en 
menos de e. Análogamente para una región infinita R. 


ce) Si la función f conserva su signo en D, es suficiente 
para asegurar la convergencia, que exista el límite para una 
particular sucesión D,, que puede aún suponerse monótona, es 
decir, D,(<)D,:,. Pues, si R, es otra sucesión arbitraria y 
f es no-negativa, para D, contenido en D, corresponde ro(p) 
tal que para n > Ro(P) es D,(<)R,. Reciprocamente, se cum- 
ple que todo R,(<)D,, desde un valor de m en adelante, y de 
la acotación 


J, t0ax < J, tna < f, far, 
se deduce que la sucesión de integrales intermedias tiene el 
mismo límite que la de los miembros extremos. 


NOTA. A veces un adecuado cambio de coordenadas transforma una 
2 


integral impropia en propia. Por ejemplo, si es f(w,y)=lIn Va” + y, 
uo acotada en el origen, excluído por un círculo de radio 3, si D es el 
circulo unidad, resulta al pasar a coordenadas polares ($ 83-4, ejemplo) : 


y * 27 1 
SS) Va+ y de dy = BN ¿o /, rinrdr , 


y por ser ($ 37-4) lim(rlnr)=0, la última integral deja de ser im- 
0 


7h 
propia, siendo por tanto, convergente la primera, 


2. Criterios de convergencia. — DEF. Una integral impropia 
us absolutamente convergente, si es convergente la correspon- 
diente al valor absoluto del integrando. 

Esta clase de integrales se reduce al caso de función de 
nisno constante ($ 87-1, c) mediante f=|f] —(|f | —1f). 

Por el criterio general de convergencia ($ 87-1, b), una in- 
legral impropia absolutamente convergente, es convergente *. 

"ara el caso de funciones de dos variables, con punto sin- 
gulur en el origen de coordenadas O, criterio suficiente (no ne- 
couario) de convergencia es el siguiente (cfr. $ 80-7) : 


"PEOR. 1. Si la función £(x, y), integrable en todo subdo- 


. Con la definición dada de integral múltiple impropia (debida a JORDAN) pe de- 
wmiostra Inmbién el recíproco, es decir, que una integral múltiple impropia convergente 
se onimolulamente convergente (véase HonsoN, vol. I, pág. 524, citado en Cap. IX, nota 
Vig1, 30, 13] modo particular de excluir los puntos de infinitud, incluso en el método de 
Hanmarki 05 80-09) posibilita la existencia de integrales simples impropias condicional- 
mebir eauvergentes; una definición menos restrictiva de integral múltiple impropia 
14 Eh) pasibiliducón tembión en éstas lan convergencia condicional (vennse ejercicios 
dot) 


408 XXI. INTEGRALES PARAMÉTRICAS $ 87 -2 


minio de D con frontera de medida nula que excluya el punto 
singular O, es tal que existe una cota M y un exponente posi. 
tivo h< 2 que cumplan 


[87-2] [M2] < M/(vet+ yy” 


para todo (x,y)e D distinto del origen Oe D, entonces la in. 
tegral [87-1] es absolutamente convergente. 





En efecto, podemos suponer ($ 87-1, ec) D y D, circulares de ra- 


dios R, 8», y siendo 
3 de dy 

aya] f/f, 1£m1érdy <a ff, E 

J an e D, | D, (Va + y)" 

al pasar a coordenadas polares ($ 83-4, ejemplo), queda 


SS _ dedy = [Pe eS, dr 
(Vat oy DG 


convergente ($ 80- e si h—1<1, es decir h< 2. 








Análogamente para una función de tres variables se esta- 
blece : 


TEOR. 2. La integral impropia en el origen Oe D de una 
función f(x,y,2), integrable en todo subdominio de D con 


frontera de medida nula que excluya el origen, es convergente, 
si existe una cota M y un exponente positivo h < 3, que cumplan 


[87-31] (ay 01 < M(Ve+yg+2) 
para todo (x,y,2)e D distinto del origen. 


Pues podemos considerar dominios estéricos ($ 87-1, c), y al pasar a 
coordenadas esféricas (8 84-2), resulta: 


de o dedydz e cospdrdido _ 
(Vas y +2)" ¿lí 
27 pa e R de 


n 


convergente ($ 80-7) si h—2<1, es decir A< 3, 


Notas: 1. Si el punto singular P es el (a,b) ó (a,b,c) en lugar 
del origen, se sustituye Vary y ó Ver+ y 42 por Víx—a)? + (y —b)'" 
Ó V (£— a)" +(y — by +(2—c)* en las consideraciones anteriores. 











2. Los demás criterios prácticos de convergencia o divergencia abso- 
lutas vistos para integrales simples ($ 80-6 y 7) pueden también trasla. 
darse fácilmente aquí siguiendo la pauta anterior. 

Así, si en lugar de integral con punto singular, se considera inte- 
gral extendida a una región infinita R de E,, será suficiente para su con- 
vergencia que el integrando (ya no infinito) sea infinitésimo potencial 
(cfr, $ 80-7, nota 1) de orden k >mn (número de variables independien- 
tes) en la parte de R exterior a un círculo, esfera, o hiperesfera de radio 
tendiendo a infinito. 


3. Las integrales múltiples impropias admiten generalizaciones aná- 
logas «a las vislas para las simples ($ 80-9) y aun en este caso el con- 
junta de puntos singulares pueden formar variedades de dimensión posi- 
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Livn, Así en Ez, si los puntos singulares de f(x, y) forman una línea 
aimndar o en general un conjunto de extensión plana nula ($ 82-2), se 
procede como en 3 87-1, a, excluyendo dicho conjunto por recintos U, de 
arena que tiendan a cero y pasando al límite. Por ejemplo, si un segmento 
del eje y es singular, basta que sea |f(x,y)| < M/x” con h< 1 sobre 
todo punto de D que no esté en le eje y para que la integral converja, 


EJEMPLO. Propongámonos estudiar los valores reales que deben to- 
mar 0, b, c para que sea 


uo 00 
a 9= [2 [% eri” de dy = + 1. 


Por ser el integrando positivo, debe ser infinitésimo (aquí exponen- 
cinl) en el infinito (nota 2), para lo que es necesario y suficiente que 
“it exponente sea una forma cuadrática positiva definida ($ 63-7) que 
pur un adecuado cambio de variables podremos siempre reducir a la for- 
un eanónica: 


Y p= ar + 2bdxy + ey = — (ax + by)" + (—)w. 
a a 


Debe ser ($ 63-7, teor. 1) a >0 con 
a b 





» =tue=b>(0, 
oliteniendo: ¿=(ax + by)/Va, n= vV(ac—b")/a,y, con jacobiano 
AC 
A 


Por ser (cfr, $ 87-3) 
J= qe ES e (E+r) did =. = Vae—b*I , 
O Ja 


($ 53-4), resulta en definitiva que las condiciones buscadas son a >0 
van ac—bi=x, 


3, Integral] de Poisson. — Es la 


Mes 
e-2 de 
0 


Impertante en el Cálculo de posibilidades y ya calculada en $ 53-5. Mé- 
tudo más sencillo es pasar a integral doble de integrando positivo para 
»ylicur la propiedad estudiada en $ 87-1, ec. Así, consideremos la integral 
da dí e-taty = e-7? sobre el círculo C: 0 <r<a, que vale (cfr. $ 84-3, 
ulemplo 3): 


E lr a > 
da= il A etiy da dy = q ae f, eryrdr = a(1—e-%), 
9 


Si llamamos 
2 
Il, =/ ebde o, 
0 


lx inlegral de e-z%-4* sobre el cuadrado 0<x% <a, 0< y< a es 


u a u a 
da da > - de —= 1,, 
dl dy de ext? de $, ev” dy ; e e 1 


Cumo el cuadrado a que se refiere el primer miembro contiene y está 
colenido en cuartos de círculo de radio R—>%0 para a —> %, podremos 
caubur; liarla =limiJ,=4x% para a >0%, de donde 


e 
Pro 41 $, erde = 4 Vx. 
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4. Integrales de Fresnel, — Para calcular 


90 11 sen 
[87-5] l= $. sen (a*%) dx = +4, mi dy 


co 4 | L cos y 
J= q cos (1%) de = / 5 dy , 
cuya convergencia condicional ya conocemos ($ 80-8), a pesar de no ten- 


der a cero los integrandos sen(x*), cos(x**) para x—> 00 ($ 80-2), expre- 
sumos 





e 
Vy  vVxJ0 ! 
poniendo ==" Vy en la integral de Porssow [87-4]. 


7 en ; 
Vimos en $ 51-5, a, que e” ca by deriva de 





ea a b 
el b Sen by = sn cos by ) 
y para a=—TX0, b=1, aplicados a [0, 00) dan 
[es] vu qe 
187-6] $ e Tv seny dy = 134 ; 4 eu cos y dy = T+** 


Aunque en [86-13] no era conmutable el orden de integración, a pe- 
sar de ser [86-11] uniformemente convergente respecto de y en [0, +00), 
en cambio ahora es conmutable 


ee) 00 e-Tu 2] "0 ery 
(87-7] 1 = 0 d al -— sen y dr = | ar | senydy , 
o. Yo Vx -l 0 o Vx 


a pesar de que 











0 a-riy E 
J — sen y dy 

o Vx 
no exista en 7=0, ni sea uniformemente convergente respecto de T en 
un conjunto que tenga 7=0 como punto de acumulación, pues no repre- 
senta una función de r continua en r=0 ($ 86-4, teor. 1). La conmu- 
tabilidad [87-7] es consecuencia de la existencia de la integral doble del 
integrando en la región infinita R=+4y>0; 7 > 0), probada por apli- 
cación del criterio general de convergencia ($ 87-1, b). En efecto, basta 
excluir de R sendas fajas de anchura 3 junto a r=0 é y=0 en la 
siguiente forma: Por el segundo tevrema del valor medio ($ 79-2) es 


S e-ru | IS e-Tp q | 25 
dr ij — = sen y dy | = dr sen y dy i< 
3 0 »— Vx rl 0. ya Y? des Va ” 


q 
para p y q cualesquiera, independientes de $; por el primer teorema del 
valor medio ($ 48-6) y [87-4] se obtiene 


ES q eTiy $ sen y mm 
dy / — sen y dy f. 2 ay <X VÓ , 
AY Dv Va 0 2 Vv3 


también para p y q cualesquiera, indepedientes de Ú. 

Por otra parte, en la región restante de R, la integral doble con- 
verge por ser el integrando infinitésimo exponencial ($ 87-2, nota 2, y 
E 37.4). Así hemos probado la existencia del límite doble de 


y (T, Y (EA d ES a a 11 e En 
y pa = T 
a o id 























— sen y Uy 
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para (T, Y) > 0 simultáneamente, Existen también los límites simples 





T)= li ra n= da 
A AS y AU O 
—enmY 
H(Y) =_lim F(T, Y) = [PIE o Y, a 
ER o Va (1 +71) 


pues la primera integral infinita converge (condicionalmente) por el erj- 
torio de DIRICHLET ($ 80-8), ya aplicado a los últimos miembros de [87-5], 


nl tender 
T 
f e-TY dr 
0 


monótonamente a cero para y >+0, y la segunda integral infinita 
converge absolutamente ($ 80-7), 


De la existencia de la integral doble infinita y de los límites simples 
G(T) y H(Y) sigue la existencia de ambos miembros de [87-17] y su 
igualdad con el valor de la integral doble ($ 65-2, nota 1). 


Los segundos miembros de [87-6] saben integrarse como funciones 
rucionales, pues derivan respectivamente de ($ 52-1): 
RV a VE 
4v2 "—vV2r+1 2 V2 1—7 





1 T—var+1 1 2r— Y2 2r + V2 
-— 1 te ——_—_—— ete ———— |» 
a aa a 


(ne entre [0, 00) proporcionan e: mismo valor x/(2 v2), el cual, apli- 
tdo a [87-7] y su analoga para el coseno da 


5-8] l= SP sen (ar) ds == $, cosas = Vaf3. 


» 


5. Integral de Cayley. — Si para [87-1] se toman límites excluyen- 
ls 1 número finito de rectángulos infinitésimos de lados paralelos a los 
vjvn, conteniendo cada uno al menos un punto de infinitud, obtendríamos 
"ae concepto de integral propia que por admitir convergencia no-absoluta, 
in comcide con el más restrictivo dado anteriormente. Análogamente 
wea el caso de dominio de integración infinito. Así para el cuadrante 
qunibivo, la definición rectangular sería; 


o fa ] 5 a 
pur 9] JA $, f(x, y) de dy = lim E ÍA f (2, y) de dy 


jnin (a, b) > 00, que por exigir menos, resulta más general que la dada 
ru 4 7-1, 

Así, CayLeEY dió el ejemplo f(x, y) =sen(x?*+ y*) que integrada se- 
uún rectángulos 0<x <a, 0<y<b, da mediante integrales de FRES- 


nm. ($ 87-4) el valor: 


a de sen (a? + y) de dy = 15 sentar) do. |. dos dy + 


+ Je cos(%) de. dl sen (y?) dy 


gra para (a,b) > tiende según [87-8] a i1. En cambio, si se inte- 
yla según an cuarto de círculo 0<8< ta, 0<7< R, con R > 0, pa- 
una a coordenadas polnres se obtiene: 
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R 
SS, sen (a? + y dS = dE de s rsenrrdr = ix(1—cos(R*)) , 


oscilante para R>0, 


Ni aun el concepto más general [87-9] dará convergencia “indepen- 
E del modo de tomar los rectángulos en integrandos de signo va- 
riable, 


EJEMPLO. La función escalonada que se conserva constante en cada 
cuadrado unitario, con los valores indicados en la fig. 300, integrada reite- 
radamente da 


Sis Sosa e Sora 1 
ó Y a e= +1  ; $, de > y==— 


Por cuadrados daría 
el valor cero; pero en 
realidad carece de sig- 
nificado numérico, 
por ser oscilante, ya 
que por grandes que 
se tomen a y b en 
0O<x<a 0<yxbd, 
hay rectángulos en 
que vale +1, en otros 

—1 y en otros 0. 
Tales distinciones 
desaparecen cuando el 
integrando es de sig- 
no constante ($ 87-1, 
c) y también cuando 
la integral impropia 
Fig. 300 se reduce por defini- 
y ción directa o indirec- 
ta a absolutamente 





convergente ($ 87-2). 


EJERCICIOS 


de ET 
1. Calcular de Vi q=>+ 


a) a dedy 
2. Calcular Da de TIFDUIM 


8. Calcular S a y clar" + 2bey + cu) (Ax? + 2Bxy + Cy) deu dy , 
—X —00 


(a > 0, ac—b* > 0), 
4. Estúdicse la existencia de la integral doble impropia 


are Lady 
o 


mobru el efrculo unidad: a) Excluyendo el origen por un entorno circular 
infinitósimo de centro en él; b) Aplicando la definición más restrictiva 
de $ 87-1; clíjase como dominio D, el conjunto de anillos circulares du 
contro origen que cortan al semieje x positivo en los intervalos 
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a e ES aa | 
(2n + Dx ? ; (21 + 3)a >? (2n+2)x , 


AS pra men ds 
(2n+b)Jr ? (2d) |” “7? (4n+1ija * 4ux |” 


anillos unidos entre sí por pequeñas regiones angulares de amplitud á, en 
los anillos complementarios, compensadas uniendo éstos por otras regio- 
nes angulares de amplitud e, en los anillos considerados, de modo que 





1 1 
2pr (29—1) 7 
e | — sen dr =— 8, | A á 
1 r Y 1 Y r 
QpDe 2pr 


(p=RnR+1,...,2n). 
5. Por método análogo al del ejercicio 4 demostrar que en el rectán- 


xulo limitado por =0, «=1, y=0, y=1, la integral doble de 
(l/x)sen(1/x) no existe según definición de $ 87-1, mientras que la 


htegral simple 
1 
Ñ L sen E, de 
0. e 


(h 80-9, ejemplo 2) existe según la definición de $ 80-1. Hacer ver que 
uxcluyendo la línea singular «=0 por el rectángulo x= 0, x—e, y=0, 


v 1, existe el 
; 1 11 1 
lim $ 3; — sen —- du dy 
e>0 YO € zx x 


6. Calcúlense en el cuadrante de coordenadas positivas las integrales 
SS sen (ax” + 2bxy + ey) deudy , 


$ $ costar” + 2b%u + cy) de dy , la >0,0a—b>0) , 


por rectángulos y por cuartos de círculo. Existencia de dichas integrales, 


7. Hágase estudio análogo al del ejercicio 6 para las integrales 


SS sentay) de dy > $ $ costenráo du 


sobra el cuadrante de coordenadas positivas. 


8. La frecuencia de un error y en una distribución normal es 
ha hs? lo que significa que la probabilidad de un error « entre « y b es 


b 
S ke-ha de, 
o 


Mendo segura la existencia de algún error de cierta magnitud, debe ser 
0 
$ ke-%*dxe =1 , 
—0 


de dende por [87-4] dedúzcase que k=h/Vx 
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9. Con la notación del ejercicio 8, el error medio cuadrático y se 
define por y 


Y? = 1 wm ke- de , con k=h/Vx. 
03 


Deducir de esto y de $ 86, ejercicio 11, que hn =1/(A v2). 
10. Definida en [57-9] la función error 


2 e 
— — ta 
ibi Va Jo * si 


demostrar con la notación del ejercicio 8 que la probabilidad de un error 
entre —e y c es p(ch). El error probable e (de probabilidad 3 de no 
ser superado) queda así definido por 4¿= $H(eh). Mediante la inversión 
de la serie [57-10] se calcula ¿= 0,4769/h, 


NOTAS AL CAPÍTULO XXH 


I. Bibliografía. — Incluyen el estudio de las integrales impropias y 
paramétricas los tratados penerales de Análisis matemático (citados en 
Cap. XVII, nota IV, 1 y 2) siendo muy cuidadoso en ésta como en las 
demás cuestiones el de HoBsoN. También les prestan particular atención 
las partes iniciales de las obras especiales dedicadas a las integrales de 
FOURIER y aparentadas (cfr. Cap. XXV, mota IV, Bb); entre éstas, con- 
tiene un desarrollo muy detallado la de 

Il, S. CARSLAW: Introduction to the theory of FOURIER'S series and 
integrals and the mathematical theory of the conduction of heat (3% ed,, 
Macmillan, Londres, 1931; reimpr.: Dover, Nueva York). 


CAPÍTULO X XIII 


INTEGRALES CURVILÍNEAS. ANALISIS VECTORIAL 


S 88. INTEGRAL CURVILÍNEA 


1. Definición y reducción a integrales definidas. — Como 
para las funciones de una variable, también para las de dos 
variables hay un doble problema de Cálculo integral: la inte- 
gral definida entre dos puntos (a, b), (a, b') (cír. $8 48 y 49), 
y el problema inverso de la derivación, o sea, el cálculo de una 
función conocidas sus derivadas (cfr. Cap. XIV). 

Lo mismo que allí ($ 50), el primer problema se reduce al 
segundo, pero la analogía no es completa, pues carece de sen- 
tido hablar de función primitiva de una sola función; en cam- 
bio, se dirá que U =U(x,y) es función primitiva o función 
potencial del par de funciones P(x, y), Q(x, y), cuando sea: 
U, =P, U,=0. 

Si el par P, Q admite dos funciones primitivas en un re- 
«into, la diferencia de éstas es constante, pues siendo nulas sus 
derivadas parciales, debe ser independiente de x y de y. 


0) Sean P(x,Yy) y Q(x, y) dos funciones continuas y uni- 
formes en un recinto D. Llamaremos arco elemental a un arco 
regular ($ 34-6) C, contenido en D, tal que exista una repre- 
sentación paramétrica regular 


1881] x=x(t) , y=y(t) , (To<t<Ty) , 
pura la cual las derivadas x'(t), y'(t) (existentes y no simul- 


iineamente nulas ni infinitas en un mismo punto) ($ 34-6), 
nenn continuas, y por tanto acotadas en dicho intervalo: 


|48-2] [x(t)|<M , |y'(t)| < M. 

Curva elemental es la compuesta por un número finito de 
arcon elementales. 

La observación de que en la curva C las funciones de dos 


vurinblos P(x, y), Q(x, y) se reducen a funciones compuestas 
dr tna variable €: 


pp8-3]  Plx(t), y(0)] = P*(t) , Q[x(t), y()] = Q*() 
suylore la siguiente definición de integral, análoga a la de in- 
leyvnl definida ($ 48-3). 
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Para cada partición del intervalo To <t< T;,: 


[88-4] To=t<t<t<..<t=T, 
y llamando x, = x(t,), y, = y(t,), podemos considerar las su- 


mas (cfr. [48-14]) : 
E Pe(r) (2, —%,1) = 
SPEx(r), y 007 + Is)—x (ba) 
EQ) (Y) = 


2Q[x(+7), y (791. lyGY—y(t-0)1 , 

cuyos límites cuando tiende a cero la norma 5 = Máx(t, — t,.1) 
de la partición [88-1], llamaremos (si existen) integrales cur- 
vilíneas de P(x, y) respecto de x, y de Q(zx, y) respecto de y, 
sobre el arco C, o a lo largo del arco C, llamado camino de 
integración, e indicaremos: 


[8s-6] f PGve ; fauna. 


TEOR. En las hipótesis hechas sobre P, Q y el arco C, las 
integrales curvilíneas [88-6]: 


19) Existen y están dadas por las integrales definidas 
T, 
DL. P (a, y) de = Je P*(t) xr (t) dt; 


[88-5] 


[88-7] z 
[f, ana - Fonyrwes 
que resultan de reemplazar las ecuaciones del camino de inte- 
gración en el integrando, la diferencial, y los límites; 

2%) Son independientes de la representación paramétrica 
elegida para el arco C. 

Dem. 1%) Por el teorema de los incrementos finitos 
($ 36-1) es 

Ef — Epi = X(t,) — x(t,) = (74) (t,— t7.1), 
con 
br < 7, < to 
y entonces la primera suma [88-5] se transforma así: 
3P* (r,)x' (r,) (t, — t7.1) + 
+ 2[P* (7,) — P* (7',)] x' (7,) (t,— t.1). 


Cuando 30, la primera de estas sumas tiende ($ 48-8) 
ula integral definida que figura en la primera (88-7] y la 


3 88 -1 INTEGRAL CURVILÍNBA 477 


segunda tiende a cero, pues dado e > 0 será para 3 suficien- 
temente pequeño, por la continuidad de P(x, y), x(t) é y(t); 
| P* (7,) —P* (7,)] < e /[M(T, —To)], y entonces 


S [P*(=)—P*(1,)] 0 (0/7) (E, — tes) |< 


r=l1 





€ 
S HUT, —T) 
Análogamente para la otra integral [88-67]. 


29) Resulta de [88-71 y $ 5123, b. 


. M(T, — To) = £, 


EJEMPLO 1, Calculemos /, ydx a lo largo de la elipse de semiejes 


a y b situados en los ejes coordenados, recorrida en sentido positivo. 
Las ecuaciones paramétricas de la elipse son: 
*=acogt , y =bsmnt 


desde ¿—=0 que da el vértice de la derecha, hasta t= 21 que vuelve a 
dar el mismo, después de recorrida en sentido positivo; la integral se 
transforma así: 


27 : 2A 
de yde = iS bsent(—usen t)dt = — ab y sentidt , 


y como la función primitiva de sent es ¿4t-— isen2t, limitada entre 
0 y 21 resulta —xab como valor de la integral. 


NoTas: 1. Las integrales de funciones irracionales cuadráticas cal- 
ruladas en el $ 51-4, e, son integrales curvilíneas a lo largo de circunfe- 
rencias, y el cambio de variables que se hizo para efectuar las integra- 
ciones ho es sino la expresión paramétrica de la respectiva circunferencia. 

Sea, por ejemplo: 


$ IZ. 02 = fu. 
poniendo 
y = Vie ose: a+ y9=1 
el cambio de variables : 
x=cogt , y sent 
en justamente la expresión paramétrica de la circunferencia. 
Lo mismo acontece en 3 52-2, ds, por ejemplo, 


fa VIT. de 


«ue es una integral curvilínea sobre la circunferencia: x* + y? y 2x2=1. 


2. La demostración anterior subsiste en virtud de $ 48-3, d, si sólo 
exigimos a X(t), y'(t) que sean continuas salyo en un número finito de 
quites, y la acotación [88-2]; en particular, para una curva elemental. 


8. Si A(a, as) y B(b, ba) son origen y extremo del camino C de 
tegración, suelen usarse para la integral curvilínea las notaciones 


q o (B e (b,, dy) a 
ISO ES " Ja Ple, v)de ; (a, 0) Plx,y)de ; ete; 
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pero debe tenerse en cuenta que la integral curvilinea depende no sólo de 
los puntos A y B, sino del camino que los une. 


EJEMPLO 2. Calcular 
f y de, A(0,0), B(1,1): 
AB 


1%) Sobre el arco C, de parábola y=x*, (0< x< 1); 
2%) Sobre el segmento Cz de recta y=xw, (0<x<1). 


En ambos casos puede tomarse como parámetro t la abscisa % y re- 
sulta 


1 1 1 1 
$ ayde = f ade =— ; f yda = f xd = — 
c 0 5 G 0 4 


b) Con las mismas hipótesis sobre P(x,y) y Qízx, y) se 
prueba la existencia de las integrales curvilíneas [88-6] como 
límites de las sumas [88-5], con sólo suponer que el arco C, 
dado por [88-1] con x(t), y(t) continuas, es rectificable 
($ 55-1). 


En efecto, en tal caso son x(£), y(t) de variación acotada ($ 5B-9, 
a y b); será entonces x(t) diferencia de dos funciones continuas cre- 
cientes en sentido estricto ($ B5-9, d): 


x(t) = u(t) — ví(t) , 
y entonces la primera suma [88-5] se descompone en 
[8-8] ZP* (7,) (Ur —Ur=1) —2P* (17) (0 — Vr21) » 
Por ser u(t) y v(t) crecientes en sentido estricto, existen y son 
continuas sus funciones inversas t=f(u), t—g(v). Entonces P*[f(u) 1, 


P*[e(v)] son funciones continuas de yu y de v respectivamente, y en 
virtud de $ 48-3 existe el límite de [88-8] dado por 


[88-9] £ P(x,y) dre = 7 P*[£(u) Jdu — dE P*lg(w) ]dv , 


siondo 4, =u(T,), VU =vV(T:), (¿=0;1). 
Anflogamente para la otra integral [88-6]. Ambas resultan ser in- 
tegrales de RIEMANN-STIELTJES ($ 78-1). 


NoTAS: 4. Para la existencia de /| P(x,y) dx, con las mismas hi- 
a 


pótenis sobre P(x,y) y x(t), sólo se necesita la continuidad de y(t); 
y anúlogamente para 

f ana. 

Cc 


B. Puesto que las integrales curvilíneas pueden reducirse a integra- 
len definidas, les son aplicables todas las extensiones del concepto de in- 
irgral definida en una variable. Así, se podrá generalizar el concepto de 
Ei curvilínea para el caso en que la curva C esté representada on 
KM forma 


e=xX(t) , y=y(b) , D<oó<+ wo, 
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siendo rectificable, para cada T > Tv, el arco correspondiente a To <t< T; 
o bien para el caso en que la función P[x(é), y(t)] deje de ser continua 
en un número finito de puntos, pudiendo tener puntos de infinito. 


2, Interpretación geométrica, — Nos limitaremos, en la integral 
P (x,y)dxw, al caso en que C sea un arco uniforme dado por 


Je 
y=0(%) , << bd. 


2 Ple pl] 






22 
Soo 


OOO: 
OOOO 
IRSA 


PSOsOSoSS 
Y 


¿> 


O 
IS 


250%, 


LS 


Fig. 301 


Iintonces puede tomarse 4 como parámetro, y así resulta 


¡Ha 10] e P(x, y) de = Pd S, = f Plx, p(x)]dwe , 


aldo 
(HA 11] Si = 2 á P[£», p(£-)] (Lr — Yr1) , (Cra < Es S Gr). 


lux función continua ¿=P(x,y) se representa por una superficie a, 
y oa lor puntos (x,y) de la curva C corresponden mediante 2= P(x,y) 
puelos de o que forman una curva C' (intersección de o con el cilindro 
vocttend de directriz C, fig. 301). 

('onsideremos también la proyección C” de C' sobre el plano (x,%), 
pes«lelnnmonte al eje y. Los términos de la suma [88-11] son las áreas 
Wu ivelángulos en el plano (%,2), de bases 2, —%r-1 y alturas iguales a 
osa arnelass 2 immtermedias sobre C”, Por tanto es inmediato que [88-10] 
du el Áren S del trapezoide en el plano (x%,2), limitado por el arco C”, 
vbomieoe, y lam rectas 2=4, y=0, y z=b, y =0. Esto resulta también 
del altimo miembro de [88-10] observando que C” tiene en el plano (x, 2) 
beoecimera Pla, 460). 
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3, Cálculo de integrales curvilíneas, El cálculo de las in- 
tegrales curvilíneas se hace por reducción a integrales defini- 
das ($ 88-1), pero como en muchos casos el camino de inte- 
gración tiene trozos con distintas expresiones analíticas, con- 
viene destacar que la propiedad aditiva de intervalo de la 
integral definida (8 48-5, a), y la definición [48-25] tienen 
propiedades análogas en la integral curvilinea. 


a) Si el camino de integración [88-1] se descompone en 
varios, mediante una partición del intervalo To <t< T;,, por 
ejemplo To < Y < t< T;, la integral sobre el camino [88-1] 
es igual a la suma de las integrales sobre los caminos corres- 
pondientes a To<t<t, '<tx<t” 's<ts<T. 


EJEMPLO; A (a? + y) deu sobre el camino € formado por los ar- 
[0] 


cos: 
C) y=x% , 0<x*x1 ; 
C:) y=1/% , 1<x<2 ; 
Cs) x=2 , ¿>y>0 
Se tiene 


J, Emu = + LL > Jo 2.0 lx + 
+ $. (+4 dr + 0= E 


b) En particular, la integral a lo largo de un contorno ce- 
rrado se puede calcular como suma de las integrales a lo largo 
de diversos arcos abiertos en que éste se descomponga, o bien 
por una sola integral de To a T,, si To y T, son los valores 
del parámetro que determinan el punto inicial y el final de la 
curva, siendo ambos coincidentes ($ 88-1, ej. 1). 


c) Si se cambia el sentido de la in- 
tegración sobre un camino abierto o ce- 
rrado, hay que permutar los extremos 
To, T,, luego la integral cambia do 
signo. 

d) Si la integral a lo largo de un 
camino cerrado es nula y A, B son don 
puntos del mismo, las dos integrales n 
Fix. 302 lo largo de los dos caminos AB son 

iguales; pues siendo (fig. 302) : 


d,., + dE 0 es: Íren = lbs pl 


Recíproeamente, esta igualdad para dos caminos entre dun 
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puntos equivale a la anulación de la integral en el circuito que 
forman. 


4. Generalizaciones. — a). Por lo general las integrales 
[88-6] no se presentan por separado, sino formando sumas de 
dos, una de cada tipo. Por ello convendrá llamar integral cur- 
vilínea completa a la suma de ambas [88-6], indicada por 


[88-12] Jl Pdx + Qdy = pa Pdr + Í Qdy. 


b) Sies s la abscisa curvilínea sobre el camino de inte- 
gración C, podemos definir la integral curvilínea f P (x, y) ds 
como límite de sumas análogas a la primera [88-5] pero con 
s(t,)—8(t,-,) en lugar de ,—%,-,. Esta integral represen- 
ta el área del trozo de superficie cilíndrica de la figura 301, y 
no la de su proyección sobre el plano (zx, 2). 

Esta definición sólo exige al camino C ser rectificable 
(cfr. $ 88-1, b), pero si imponemos a C las condiciones más 
restrictivas de $ 88-1, a, resulta la integral curvilínea de 


P (zx, y) V1I+ y” respecto de x, y entonces, con las notaciones 
de $ 88-1, a, se tiene 


[88-13] ñ P(z, y)ds =/ Play vIry de = 
= E MSN E OO 


c) Análogamente a lo visto en $ 88-1, se puede definir la 
Integral curvilínea /. P(x, y, 2)dx, sobre una curva, en ge- 
neral alabeada : 
| R8-14] x=xX(t), y =y(t), 2 =2(t), (To<t<T,). 


d) Lo mismo que en a, se define en tres variables el pri- 
ter miembro de la expresión siguiente, integral curvilínea 
rompleta, mediante el segundo miembro como suma de tres in- 
leyrales curvilíneas : 


[K8-156] / Pde + Qdy + Rdz = Í Pdx + 


+ Qy + / Rdz. 


h, Áreas y momentos por integrales curvilíneas, — a) En 
l, b4-1, d, vimos que si un recinto R está limitado por una cur- 
vu ximple cerrada C, al contorno orientado C, es decir con un 
auntidao de recorrido sobre él, corresponde el área orientada A, 
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positiva o negativa según sea el sentido de C (fig. 303). Para 
el área orientada A hemos hallado las siguientes expresiones 
que ahora podemos interpretar como integrales curvilíneas : 


EN a E — 
[88-16] A = — £ ida y ady =2 Í xdy — ydz. 
La definición 


DEF. a. El sentido 
de C es positivo cuan- 
do al recorrer C, queda 
a la izquierda el inte- 
rior del recinto, y nega- 
tivo en caso contrario 
(fig. 303), es sólo intui- 
tiva y no satisfactoria 
desde el punto de vista 
matemático, pues no he- 

Fig. 803 mos definido la expre- 

sión “a la izquierda”. 

Por eso la reemplazaremos por la siguiente, equivalente a la 

anterior sólo con la orientación elegida para los ejes de coor- 

denadas en el plano (la que lleva el eje x sobre el eje y me- 

diante un giro de ¿4x contrario al de las agujas del reloj; cfr. 
$ 28-1). 


DEF. f. El sentido de C es positivo cuando el ángulo orien- 
tado desde la tangente t en el 
sentido de recorrido hasta la 
normal interior n, es igual al 
que lleva el eje x a coincidir con 
el eje y: 

[88-17] ángulo (t,n;) = 
= ángulo (x, y), 


y negativo en caso contrario 
(fig. 303). 

Al mismo contorno € reco- 
rrido en sentido contrario al de 
(lo indicaremos —C. En la fi- 
gura 304 el sentido de C es ne- 
fativo y entonces Á < 0, el de Fig. 304 

C us entonces positivo y es 
- A -0, Si cambiáramos el sentido de uno de los ejes x, y, o 
bien los permutáramos entre sí, resultaría A > 0, —A<O0. 


by) Para las integrales curvilíneas tendremos ($ 88-3, c) 


[88-18] 0 a JA j 
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En adelante, cuando una integral curvilínea se tome sobre 
un contorno € lo supondremos orientado sin indicarlo en ne- 
grita, y mientras no se diga lo contrario, en sentido positivo. 


c) Para integrales dobles son útiles las siguientes conven- 
ciones: 


tes-19] f/f £(a, y)dudy = — Jl e f(x, y)dxdy, (A > 0), 


y cuando no se indique la orientación del área, se conviene en 
determinarla por el orden 
de las diferenciales en el 
elemento de área (figura 
305) : 


[88-20] 
a (e, y)dyda = 


== 5 Í(x, y) dxdy. Fig. 305 


Noras: 1. Con el convenio [88-19] se tiene ($ 83-4): 
Ss Ur y) 
[88-21] Ju 1(x, y) dedy = Ue f[x(u, v), y (u, v)] (0) dudv , 


pues el jacobiano de la transformación es positivo si se conserva el signo 
del área orientada, y negativo en caso contrario. En particular [88-20] 
corresponde a 0(%,y)/0(y, 4) =-—1. 


_ 2, La convención establecida para el signo del elcmento de área 
(fig. 305) es independiente de la orientación del sistema de coordenadas, 
y puede resumirse en las expresiones simbólicas 


[88-22] [dedyl = — [dydx] = dx. dy. 





d) Análogamente, los momentos de primero y segundo or- 
den del área S respecto de los ejes ($ 84-5 y 7), vienen dados, 
como ahora veremos, por las integrales curvilíneas: 


dz = [” [y?—y?]de = — 2M, 
«dy = de [x.?—x,2]dy = 2M, 


y dr = 0% [y 3 —y2]dx = — 3L, 
a 


ALO TA 


d 
wdy = f [2.3 — 2,5] dy = 3L,. 
o 
He aquí la demostración general, sin recurrir a las inte- 
yrales dobles, como suele hacerse. Para un trapezoide «ABb 
sobre |a, db] el momento respecto del eje y es ($ 79-1, b): 
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“B A e pr] — 1 B EN 
ol vada (5 A 14, en dy. 


Al restar. las dos expresiones para los dos trapezoides cuya 
diferencia es el recinto, se reduce el término integrado, común 
a ambas y queda la integral curvilínea sobre C positivo de 
qx". dy dividida por 1 + 1. Para los momentos respecto del eje 
x, las integrales curvilineas resultan sobre —C. En ambos ca- 
sos los índice 2(1) indican la coordenada: mayor (menor) en- 
tre ambos puntos que tienen igual la otra coordenada. 





6. Fórmula de Riemann. — Consideremos un recinto R cu- 
yo contorno está formado por dos arcos uniformes rectificables 
AB (fig. 306),y calculemos la siguiente integral doble: 


S/ P,(x, y) dxdy = ie de Je P,(x, y dy = 


.s ¿e [P (2, y2)—P tx, y.) ]d2. 


Ahora bien: la suma de estas 
dos integrales es ($ 88-1) la in- 
tegral curvilínea de la función 
P(x, y) tomada en el arco supe- 
rior AB y después en el arco in- 
ferior BA. 

Por tanto, si adoptamos como 
sentido positivo en el contorno 
Fig. 308 el que deja el recinto a la iz- 
quierda, resulta 


[88-28] qe P,y(x, y). dedy = a P(x,y).de , 


fórmula que transforma una integral doble en una integral 
curvilínea. 
Análogamente; calculemos esta integral doble: 


Nel Qy(x, y) drudy = de dy 7 Qu(w, y)dx = 
= A ady[Q (za, y)— Qílzs y] = 
y e Q (za y) dy — des Q (21, y) dy 


y como estas dos integrales componen la integral curvilínea de 
la función Q(z, y) a lo largo del contorno cerrado en sentido 
positivo, resulta : 


[88-24] A Q.(x, y) dxdy = de Q(z, y dy. 
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Reuniendo en una ambas igualdades [88-23] y [88-241 ob- 
tenemos la fórmula 


res-25] ff, (Q.—Pprdedy = f Paz + Qu, 


llamada de RIEMANN, que transforma una integral curvilínea 
en una integral doble y viceversa, válida para el contorno C 
rectificable, siendo P, Q, P,, Q, continuas en el recinto cerra- 
do R, 


Noras: 1. Aplicando [88-23] con P(x,y)= y, [88-24] con Q(x, y)= 
=xw, y [88-25] con P=-—y,  Q=xw, se reencuentran las expresiones 
[88-16] para el área de un recinto. 


2. Las relaciones [88-23] a [88-25] se generalizan fácilmente para 
el caso de recintos cuyo Con- 
torno, supuesto rectificable, no 
esté formado por dos arcos uni- 
formes. Basta con que R pue- 


y 
da descomponerse en un núme- 
ro finito de recintos, cada uno 
de los cuales tiene con cada 
recta paralela a un eje, a lo 
más un segmento común. Por 
ejemplo, para el recinto R: 
1<*+y4 <2 el contorno 


consta de dos circunferencias 
concéntricas, y el sentido posi- $ 
tivo en él (que deja el recinto 
a la izquierda, cfr. $ 88-5, a) 
es el indicado por las flechas 
llenas en la figura 307, 
Los ejes de coordenadas 
descomponen R en cuatro re- 


cintos a los que puede aplicar- 
se la demostración dada para 
cualquiera de las [88-23] a 
[88-25], y sumando las cuatro 
igualdades se obtiene una para el recinto total R y su contorno, pues 
las integrales curvilíneas correspondientes a las flechas punteadas se 
imulan dos a dos por estar tomadas en sentidos contrarios. 


Fig. 307 


3. Con el mismo recurso utilizado para deducir [88-23] y [88-24], 
n saber, la integración doble de una derivada parcial, se deducen de 
40, + 04, =(U4v), y 4Y, + VU — (uv), las siguientes fórmulas de inte- 
tración por partes para integrales dobles: 


uv .dudy = pl uvdy — yl vusdady , 
f ye dy + ls Y E dy, 
A uv ,dxdy = — Le uvde — sl vú,dedy 


4. La fórmula de RIEMANN, que muchos autores llaman de GREEN y 
otros impropiamente de GAUSS, fué extendida en diversos sentidos por 
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GREEN (nota II) y STOKES ($ 92-3, nota 1). Una expresión análoga en 
el espacio fué considerada por Gauss ($ 92-1, nota 2); ver $ 92-3, no- 
tas 2 y 3. 


EJERCICIOS 


1. Calcular $ w(x+2y)dx; A(0;0), B(2;1) a lo largo de los 
caminos: a) y—idx; b) y=x*/4, 


2, Calcular pe w"cotgrydy; A(0;0), B(2;241) sobre el camino 


Y =Aarc sen ¿x, 


3. Calcular la integral curvilínea A (y —x)dxe + y dy; A(0;0), 


B(1:2): a) Sobre el camino rectilíneo AB; b) Sobre una parábola de 
eje vertical con vértice A. 


4, Calcular / (2 + 4)de 422 dy; A(0;1), B(1;2) a lo largo de: 
ru) La recta y=x 11; b) La quebrada con lados y=1, «=1; ec) La 
quebrada con lados =0, y=2; d) y=x*+1, 

b. Calentar f. 2xy dy + 2" dy; A(0;1), B(1;2) sobre los mismos 


caminos del ejercicio anterior. 


6, Caleular /. ds/Vx* + y? siendo C el contorno del cuadrado 
[+131, iv1S1 


7. Calcular f,, ?0U—ZVw ás, A(a,0), B(0,b): 1%) Sobre el cua- 


drante de elipse (x%*/a?%) + (y?/b*)=1; 2%) Sobre la cuerda AB; 3%) De 
[R8-16] deducir el área del segmento de elipse limitado por la cuerda 
AB y el nrco. 


8. Aplicando [88-16] hallar el área encerrada por la hoja de estro- 
foide x= =acos2t, y=atgtcos2t, 


0. Área de la astroide x%/ + yY* —a%/ por una integral curvilínea. 
10. 1%) Calcular xy de a lo largo de la circunferencia de cen- 


tro (—1;0) y radio V2, en sentido positivo. ¿Qué significado tiene? 


2%) Lo mismo para = ay de. 


11, El momento de inercia polar ($ 84-7) de una curva C respecto 
de us punto P está dado por E ds siendo r— PM la distancia de P 


h un punto genérico M de la curva, Calcular el momento polar de la 
antroido (8 23-9) xP 4 gra" respecto del origen, y el radio de 
Kiro ($ 84-7) teniendo en cuenta $ 55, ejercicio 2. 

12. Culcular ¡8 Yi do sobre una onda de cicloide ($ 34-6, ej. 2) y 


. op. s a » 
dur an significado físico. 


13, Desarróllese la teoría de las integrales curvilíneas para curvas 
roctificubles no derivables, mediante integrales de STIELTJES. 
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$ 89. INTEGRACIÓN DE DIFERENCIALES EXACTAS 


1. Existencia de la función potencial. — Pasemos ahora al 
segundo problema señalado al comienzo del $ 88-1. A diferen- 
cia de lo que ocurre en una variable donde toda función conti- 
nua tiene primitivas ($ 50-1, b), dadas ahora las funciones 
P(x,Yy), Q(x, y) continuas e incluso derivables, no siempre 
existe una función potencial U = U(x, y) tal que 


[89-1] U.=P , U,=Q. 


TEOR. La condición necesaria y suficiente para que en un 
recinto simplemente conexo las funciones P y Q, con derivadas 
P,, Q,. continuas, admitan un potencial, es que sean idénticas 
esas derivadas cruzadas: 


[89-2] P, = Q». 


DEM. 1? Si existe el potencial U, derivando P respecto de 
y resulta U,,, y derivando Q respecto de x resulta U,,; y ambos 
resultados son iguales ($ 69-2), puesto que estas derivadas son 
continuas. 

2% Supongamos, recíprocamen- 
te, que la condición [89-2] se 
eumple en un cierto recinto simple- 
mente conexo y veamos que existe 
una función U(x, y) que satisface 
al sistema [89-1]. 

Formemos la integral curvi- 
línea [88-12] de la expresión 
P.dx+0Q. dy desde un punto fijo 
(a,b) a un punto variable (x, y) 
siguiendo el camino más simple, 
formado por sendas paralelas a los Fig. 308 
ejes (fig. 308), 


[89-83] V(w,y)= [” P(a,d)dz + IN Qu, máy ; 


ésta es una función de x é y puesto que a cada par (x, y) co- 
rresponde un solo valor de la integral, ya que hemos fijado el 
camino. 

La derivada respecto de y es inmediata, puesto que la pri- 
mera integral no depende de y, y la segunda tiene por derivada 
Q(r, y), es decir: V, = Qí(x, y). 

Recordando la regla para derivar bajo el signo integral 
($ 86-2. b) 

V, 


= P(2,0) + /, Qe, 1)dy = P(2,8) +, Pato, dy = 
= P(2,0) + [P(2.1)—P(2,0)] =P(2,y. 
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Resulta, pues, que la función V (x, y) definida por la inte- 
gral [89-3], suma de dos integrales simples, es una función 
potencial de P y Q. Cualquier otra función potencial tendrá 
la misma derivada respecto de x= é y; por tanto difiere de 
V(x, y) en una constante ($ 66-2). Es decir: la función po- 
tencial más general del par P,Q es: U=V (x, y) +C. 

Si no se pueden unir los dos puntos (a,b) y (x, y) por una 
quebrada de dos lados contenida en el recinto, se toma de va- 
rios lados y la conclusión subsiste, al ser el valor de la inte- 
gral curvilínea obtenida el mismo para todas esas quebradas, 
pues de una se pasa a otra (fig, 309) sustituyendo respecti.- 
vamente dos lados consecutivos de un rectángulo por los 
otros dos; luego define una función uniforme V(x, y). (Véase 
$ 89-2, nota 2), 


NoTAS: 1. A este mismo resultado 
se llega integrando el sistema de ecua- 
ciones diferenciales 


Us=P , v=Q, 
pues de la segunda ecuación resulta: 


de ¿3 Qe vldy + ala) 


siendo a(x) una función arbitraria de 
x que no contiene la y; derivando res- 
Fig. 309 pecto de x y sustituyendo U,=P, re- 
sulta la nueva condición: 





Py = de Q-(x,y)dy + a'(x) 


y nuntiluyendo Q,=P,, resulta: 


MS li: P, (0,0 dy + (2) = Ple, y) — Ple, b) + 0'(0) 


do dende: 


di=Ptesy  alN= Je Píx,bidx + C 


y obtenemon el mismo resultado. Este método suele convenir en la práec- 
Won. 


2, Con demostración más penosa, el teorema subsiste aún sin la con- 
tinuuind de ln derivadas P,, Q., suponiendo sólo la diferenciabilidad 
($ UB-4) de 1” y de Q. 


Premio. Las funciones Pr. y=—y/(* +4), Qley= 

v/ (et y 4) verifican [89-2| en todo punto distinto del origen. La 

tunción potencial vesulta U(r, y)= arctg(y/x), que no es uniforme si 
ul recinto contiene el origen 
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2. Integrales curvilíneas de diferenciales exactas. — Que el 
par de funciones P(x,y), Q(x, y) admite función potencial 
equivale a que la expresión diferencial Pdx + Qdy coincide con 
la diferencial dU de una función U=U(x, y), y se la llama 
diferencial exacta. En tal caso la integral curvilínea 


S, Pas +Q4y 5 Alaya) , Blbuda, 
se transforma asi: 
(b,. 5,) 
[89-4] Suda + Usdy = 


%, 2) 
(b,, b,) 


= , TU(, y) = U (b,, bo) — U (a,, a), 


(2, 4 
fórmula que talla la de BARROW y puede enunciarse: 


TEOR. 1. Si existe función potencial uniforme, el valor de 
la integral curvilinea, entre dos puntos no depende del camino 
seguido en la integración y es el incremento de potencial entre 
ambos puntos extremos. La integral es nula sobre toda curva 
cerrada. 

En efecto, con las notaciones de $ 88-1 y llamando U* (+) 
a la función compuesta U[x(t), y(t)], la integral de [89-4] 
se transforma así ($8 88-1, 67-1 y 50-2) : 


T,/9U de U dy T, E 
eS de a ar) e to la pi 


= U*(T,) — U*(To) = U(D,, b) — 0 2). 
También se verifica el teorema recíproco 


TEOR. 2. Si son nulas las integrales a lo largo de todos los 
contornos contenidos en un recinto, cuyos lados son paralelos 
a los ejes, existe función potencial, es decir: Pdx + Qdy es 
una diferencial exacta. 

Definamos la función siguiente: 


[89-51 Via) = f,, Pleu)de + Q(z, y) dy 


extendiendo la integral hasta el punto variable (x, y) siguien- 
do una quebrada cualquiera de lados paralelos a los ejes, con- 
tenida en el recinto (fig. 309). En virtud de la hipótesis, el 
valor de la integral es el mismo para todas esas quebradas; 
luego define una función uniforme V (x, y). 

Para derivar respecto de x hay que conservar fijo y, es 
decir, prolongar la quebrada desde (x, y) paralelamente al eje 
x, luego resulta nula la segunda integral y la primera es la 
primitiva de P, luego V,. =P; análogamente, para derivar res- 
pecto de y se prolonga la quebrada paralelamente al eje y, resul- 
anto V, =Q. La función uniforme V (.x, y) es, pues, una fun- 
ción potencial. 


490 XXI. INTEGRALES CURVILÍNEAS. ANÁLISIS VECTORIAL y 89 -2 


EJEMPLO 1. Calculemos la integral curvilínea 


EN (3x* + y)ds +(x—dy)dy ; A(0,0) ; B(1,2). 


Primer método: Puesto que P,=Q.—1, hay función potencial y la 
podemos calcular así: 


(x, 0) (e, y) E E 
Uay= + JE" = ara 
(0, 0) A (zx, 0) 


luego: 


S = U(1,2) — U(0,0) =— 5. 
AB 


Segundo método ($ 89-1, nota 1): 
U = xy — 2y + alu) 
día) =3i8"+y—yg ; ole)=xe* -C. 


Noras: 1. Obsérvese que no ha sido preciso exigir la anulación de la 
integral en toda curva cerrada; basta que sea nula en todos los contornos 
de lados paralelos a los ejes y contenidos en un cierto recinto, para que 
exista función potencial y, por consiguiente, la integral será nula en toda 
curva cerrada contenida en el mismo *, 

2. Los teoremas 1 y 2 son válidos aún si el recinto es múltiplemente 
conexo, pero en este caso el recinto contiene caminos entre los dos puntos 
que no se reducen uno a otro, como se explicó en $ 89-1, y la función ob- 
tenida [89-5] puede ser multiforme, aunque se cumpla [89-2]. 

Los caminos quedan clasificados en grupos, según el número de vyuel- 
tas en torno de las lagunas o contornos interiores, y el potencial obtenido 
por los caminos de cada grupo es el mismo, mientras que los correspon- 
dicntes a diversos grupos difieren en ciertos números llamados módulos 
de periodicidad, Así, por ejemplo, en la teoría de la sustentación del ala 
de aeroplano, el recinto en cuestión es la parte de plano exterior al perfil 
del ala, y en este recinto doblemente conexo hay un solo médulo del que 
depende la fuerza de sustentación, 


EJEMPLO 2. El par de funciones considerado en $ 89-1, ejemplo, da 
la función potencial arete(y/x), y si el recinto contiene el origen, como 
óste es singular y debe excluirse, resulta un recinto doblemente conexo; 
si se parte de un punto (a,b) para llegar al (x,y) por un camino de 
argumento ereciente, resulta un cierto valor de U, mientras que al seguir 
olro camino de argumento decreciente se llega a ese valor disminuido 
en 2x, 


Nora 3, Por los teoremas 1 y 2 resulta: Condición necesaria y 3u- 
ficiente pava que se anule sobre toda curva cerrada la integral de 


Pldr i Qdy. es que ésta sea diferencial exacta. Si además son P, y Q, 
continuas y el recinto es simplemente conexo, teniendo en cuenta el teo- 
rema do $ R0-1, resulta una demostración más sencilla aplicando el teorema 


de Riemann [88-25]: 


DEM. Que la igualdad P,— Q. implica la anulación de la integral 
[88-25]. salta a la vista. Recíprocamente, si esta integral es nula sobre 
toda coutorno de lados paralelos a los ejes, debe ser P,=— Q, en todo pun- 
to, si se suponen continuas las derivadas. Pues si en un punto es 
Q.—P, =4>0, en un entorno rectangular es Q, —P, > da; y por tanto 
ex posiliva la integral [88-25] en este rectángulo, contra la hipótesis, A 
Igonl contradiceión se lega suponiendo Q.,— P, negativo, 


%  Coms acanéres alempre que la condición muficiente cs parto de la necesaria, el 
renlo do óxla es ronsacenencia lóglon de aquella parte. 
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3. Integrales curvilíneas completas de tres variables. — 
a) Criterio para la existencia de potencial. — Dadas ahora tres 
funciones P(x,Yy, 2), Q(zx,4y,z), R(x,y,z), como en $ 89-1, la 
igualdad de derivadas cruzadas caracteriza en los recintos sim- 
plemente conexos la existencia de una función primitiva o fun- 
ción potencial U = U(x, y, z) tal que 
[89-6] Us=P , U,=Q , U,=R. 


TEOR. 1. Las condiciones necesarias y suficientes para que, 
en un recinto simplemente conexo, exista función potencial uni- 
forme de las funciones diferenciables P, Q, R, son: 


[89-7] P,=0Q, , P¿=R, , Ry= Q.;. 


En particular, P, Q, R, son diferenciables, si tienen derivadas conti- 
nuas ($ 66-4). Demostremos este caso particular: 


19% Desde luego deben verificarse estas igualdades si existe U; pues 
entonces: P,=Usy, Q.=UÚ,:, y análogamente las otras. 


29 Recíprocamente: si se verifican las condiciones anteriores [89-7] 
formemos la función siguiente: 


(zx, y, 2) 
Vie, y,2) = S 4 fa y 2)de + Q(e,y 2) dy + Río, 9,2) de 
la, b, 0) 


eligiendo como camino de integración la quebrada de lados paralelos a 
los ejes, tenemos a V(x, y, 2) expresada por tres integrales ordinarias: 


Ed 

[89-87 V(e,4,2) ==)" P(o,b,0)de + /* Quucddy +" Rana 
a c 

y recordando la regla de derivación bajo el signo integral ($ 86-2, b): 


Vo=?P(20,)+ /* 000% + [* rato, 9, de = 


Y z 
= P(x,d,c) + £ Py(=, 4,0) dy + f P.(x, y, 2) dz = 


= Píx,b,c) + P(x,y,c) — Plx,b,e) + Plox,y,2) — Plx,y,c) = 
= P(x,y,z). 


V, = Qla yo + Us Ry(x,y, 2) dz = Q (0,4, C) + pe Qu(x, y, 2) dz = 


- 


= Q(,4c) + Q(e y, 2) — Qlr,y, e) = Q(e,y, 2). 
V, = R(x,y,z). 
Esta última resulta inmediatamente, pues sólo la tercera integral 
depende de z, 
Hemos obtenido, pues, una función potencial V(x, y, 2) y cualquier 
otra difiere de ella en una constante (3 66-2) : 
U= V(x, 4,2) + C. 


Nora. Si el recinto no es un paralelepípedo, se elige una poligonal de 
ludon paralelos a los ejes, como ya se hizo en casos anteriores; y si el 
tveinta es simplemente conexo, resulta uniforme la función V(x,y,z). 
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b) Integrales de diferenciales exactas. — Con frecuencia 
se presentan en Física y en Mecánica (ver $ 91-4) integrales 
de esta forma: 


(b,» By» dy) 
Le... Pa, 4 Dde + Q(o,4,2)dy + R(z, y, 2)de. 
Li. ly Uy 
Si existe función potencial U, se prueba, como en $ 89-2, 
teor. 1, que la integral curvilínea se reduce a: 


(by, By, dy) 
[89-9] d “Uade + Uydy + U,da = 


Lys Uy Ly 


(By, By, By) 
= 0 dU = U(b,, ba, d3) — U(a,, da, Mg) ; 


%,, Cy 2) 


es decir: 


TEOR. 2. Si existe función potencial uniforme, el valor de 
la integral curvilínea no depende del camino seguido para pa- 
sar del punto (a;,, 4z, 43) al (b,,b2, ba) y su valor es la dife- 
rencia de potencial en ambos puntos. La integral es nula en 
toda curva cerrada. 


También se verifica el teorema recíproco: 


TEOR. 3. Si son nulas las integrales a lo largo de todos los 
contornos contenidos en un recinto, cuyos lados son paralelos 
a los ejes, existe función potencial; es decir, P.de + Q.dy+ 
+R.dz es una diferencial exacta, 

Definamos la función siguiente 


(a, y, 2) 


Vena =/ Ple yde + Qlr, y, dy + Ríe, y, 2)de 


siguiendo como camino una quebrada cualquiera de lados pa- 
ralelos a los ejes, contenida en el recinto; repitiendo el razo- 
namiento hecho para dos variables ($ 89-2), resulta 


Y, = P , V, = Q , V., = R 
es decir, la función V es potencial de P, Q, R. 


EJERCICIOS 


1. Verificar que la expresión ye”? de + we” dy es diferencial exacta, 
y hallar la función potencial, 


2. Lo mismo para: 
a)  (2x + 3y) de + (3% + 2y) dy; 
db) (de + dy) / (e + y). 
3. Haline da (unción potencial de la diferencial exacta 
[Qe y 2 + y) da (20% 1 24 4- 3) dyl! (2*- y). 
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4. Si se cumple P,=Q, con P y Q difereneiables y homogéneas de 
grado m>+-—1, la función potencial de la diferencial exacta P dx + Q dy 
es: U(x,y)=(xP + yQ)/ (m +1). 

5. a) Calcular (. ey! du + xtyl dy siendo O(0;0), A(1;1), a lo 

A 
largo de los siguientes caminos: quebradas de dos lados, paralelos a los 


ejes: 19%) Con primer lado sobre el eje x; 2%) Con primer lado sobre el 
eje y; 39) Recta DA; 49) yx; 5%) ¿Existe función potencial? b) Lo 


mismo para Jl ay de + ey dy. 
AB 


6. a) Calcular 1=/ (a + y) de + (y + y4)dy a lo largo de los 
OA 
caminos indicados en el ejercicio anterior; probar que hay función po- 
tencial y hallarla; b) Lo mismo para 1=/ (2/3) 9 de + ey dy. 
OA 


7. Calcular 1] (2y2 + 1) dx + day dy; A(0;0), B(3;1), a lo lar- 
AB 


go del segmento AB, de las dos quebradas de lados paralelos a los ejes, 
y mediante la función potencial. 


8. Lo mismo para a e (y de +2 dy); A(0;1), B(2;2). 
9. Hallar la función potencial de la diferencial exacta 
yz dx + 2% dy + xy dz. 
10. a) Hallar la función potencial de 
(y + 2)do + (2 + 0) dy +(x + y) de; 
b) Resolver la ecuación diferencial 
(y + 2) de + (z + 0) dy + (2 +- y) az =0, 
11. Calcular I= A (a? — yz) de + (y?— x2) dy — «y de 
siendo O(0;0;0) y A(4;8;32/3), a lo largo de la recta OA, de una 


quebrada de lados paralelos a los ejes y de la curva »=t, y=8/2, 
2=%8/6, Probar que existe función potencial y hallarla, 
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1. Orientabilidad de superficies. — Para recintos planos he- 
mos asignado un signo a las áreas de acuerdo con el sentido 
de recorrido de su contorno. Al considerar superficies (planas 
o alabeadas) en el espacio E,, las convenciones sobre el sentido 
de un contorno orientado, como las basadas en las saetas del 
reloj, o la de $ 88-5, a, def. a, pierden significación *. Por 
ejemplo el mismo sentido de recorrido del contorno orientado 
C del dominio circular D: y2+:22?< 1, x=0, deja el interior 
i la izquierda o a la derecha, según lo miremos desde un punto 
a uno u otro “lado” del plano x =0. Pero entonces, si bien no 
pedemos asignar unívocamente un signo al área de D, pode- 
mos asignar a D dos caras, una positiva y otra negativa, de 
acuerdo con la definición a del $ 88-5 referida al recorrido 
de C. 





* También la definición f pierde significación al salir del piano, pues refiere el 
sblido del contorno € nl de un slatema plano de coordenadas. 
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La orientación de una superficie puede fijarse por un pro- 
cedimiento que no hace referencia al contorno, y es entonces 
aplicable también a superficies cerradas, En un punto P de la 
superficie podemos fijar un sentido de rotación mediante un 
pequeño ciclo orientado Cp en la superficie y rodeando a P. 
Moviendo con continuidad ese ciclo sobre la superficie pode- 
mos asociar a cada punto de la misma un sentido de rotación 
siempre que no pueda llegarse a ningún punto Q eon un ciclo 
Co y con su opuesto —Co. En tal caso la superficie se llamará 
orientable. 

A cada superficie orientable 

n S corresponden dos superficies 
orientadas que indicaremos con 
S y —S. En cada punto P de 
éstas podemos considerar el vec- 
tor normal n orientado de mo- 
do tal que desde su extremo se 
vea recorrer el cielo Cp dejando 
su ¿interior (trozo de S que con- 
tiene a P), por ejemplo, a la iz- 
quierda (cfr. $ 88-5, def. a). 
Podemos entonces distinguir en 


E una superficie orientable dos ca- 
ras, la correspondiente al senti- 
Fig. 310 do de n se llama cara positiva, 


la otra cará negativa (indica- 
das +, —, en fig. 3810). De allí el nombre de superficies bila- 
terales dado a las superficies orientables del espacio Ez (ver 
nota 2). 
Aunque no toda superficie es orientable (ver nota 1), en 
adclante, al considerar una superficie S, la supondremos orien- 
table, y orientada cuando se la indique en negrita S. 


NoTas: 1, El ejemplo más sencillo de superficie no orientable o de 
una sola cara es la cinta de MOEBIUS que se obtiene uniendo los extremos 
de una cinta o banda, después de girar uno de ellos en x, invirtiendo 
sus caras (fig, 311). 





Fíg. 811 
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Si recorremos una línea, por ejemplo, equidistante de los bordes (que 
forman una sola curva) llegaremos al punto de partida pero con el ciclo 
y la correspondiente normal invertidos, es decir en “la otra” cara, que 
es en realidad la misma, Córtese la superficie a lo largo de la curva tra- 
zada, tratando de imaginar previamente el resultado, Repítase la opera- 
ción con lo que resulta, 


Si a cada punto de la circunferencia 
%=r5rcos4u , y =rsenu , 2 =0 , (r>1) , 
aplicamos el vector fijo (variable con u): 
d = seniducosui + seniusenuj + cosóuk , 


coplanar con el eje 2 y que forma eon é€l el ángulo ¿u, los vectores d y 

—d barren una cinta de MoxBIvus de anchura 2, de representación para- 

métrica 

[90-1] x = rcosu + vseniucosu4 , y = T1senu + vsen usen u 
z= vcosiu , 


siendo: 
0<34u< 2% , =—-1<14<1, r>l 


2. La orientabilidad de una superficie definida por la condición de 
que al mover sobre ella un ciclo orientado C no es posible volver a la 
posición inicial con el ciclo contrario —C, es entonces una propiedad in- 
trínseca de la superficie. En cambio, la bilateralidad introducida con 
referencia a la normal n, sólo es definible por inmersión de la superficie 
en un espacio tridimensional; dependerá entonces de la índole de dicha 
inmersión. Aunque ambos conceptos coinciden en Es, se demuestra en To- 
pología que existen espacios tridimensionales (no euclídeos) donde hay 
superficies orientadas, pero de una cara. 


3. La orientabilidad de superficies es un problema topológico muy 
delicado, pues exige dar un sentido preciso a la noción intuitiva de mo- 
vimiento de un ciclo Cp. 

Un subconjunto T de una variedad topológica Vs de dos dimensiones 
con tres puntos A, B, C fijados en su frontera se llama triángulo si 
puede ponerse en correspondencia topológica con un triángulo plano, de 
modo que A, B, € se correspondan con los vértices de éxte, Vértices y 
lados de T son los puntos A, B, C y los areos simples que éstos determi- 
nan en su frontera, 

La variedad V, se llama variedad triangulable o superfidie topolégica 
si en ella existe un conjunto finito o infinito numerable T' de triangulos 
T, tal que: j 

1) La reunión de los T, es Ve; 


2) La intersección de T, y Tr (¿+k) es o bien vacía, o bien un 
vértice o bien un lado de T, y de T+; 


3) Todo conjunto compacto en Vz puede cubrirse por un número fi- 
nito de estos triángulos T.. 

Dada en una superficie topológica S una triangulación T, llamare- 
mos cadena de triángulos a toda sucesión finita 


T,, T., ...y T, , (T,eT) E 


tal que T, y Tía (í=1,2,...,1—1) tengan un lado común, Si esto 
ocurre también con T, y T, la cadena se llama ciclo de triángulos. 
Dados dos triángulos con un lado común, una orientación del con- 
torno de uno de ellos se transmite a una orientación del contorno del 
otro por la condición de que el lado común resulte recorrido en sentido 
contrario, Dada entonces una orientación del contorno de un triángulo 
T, de T, ésta se transmite a todo otro triángulo T, de T' por una cadena 
do triángulos que vaya de T, a T:. Para que la orientación del contorno 
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de T, quede unívocamente determinada es entonces necesario y suficiente 
que en todo ciclo de triángulos se vuelva al primero con la misma orien- 
tación de gu eontorno. En tal caso diremos que todo ciclo conserva la 
orientación. Finalmente, diremos que una superficie topológica S es orien- 
table si en una triangulación 7 de S, todo cielo de triángulos conserva 
la orientación. 


Se han dado ejemplos para mostrar que no toda variedad topológica 
de dos dimensiones es triangulable. (Ver STOIiLOW, cit, en Cap. XXIX, 
nota 1X-8, pág. 73). 


2. Integral sobre una superficie. — a) Dado un trozo de 
superficie S, a toda descomposición o partición del mismo en 
un número finito de trozos Si, ..., Sa, de áreas Si, ..., Sn, 
corresponde un número 3 > 0, norma de la partición, definido 
como el máximo de los diámetros ($ 82-1) de los S;. 

Si la función f(x, y, 2) está definida en todos los puntos 
de $, llamaremos integral de f(x, y, 2) sobre una cara de la su- 
perficie orientada S al siguiente límite según la norma (Cap. 
XV, nota I, b) toda vez que exista: 


[90-2] lim SE c0S: = $), 169,048, 


donde (£x, 9. +) es un punto cualquiera de S,, el segundo miem- 
bro es la notación para la integral de superficie, y es Si > 0 
cuando la integral se considera extendida a la cara positiva de 
la superficie S, siendo en caso contrario, para la cara negativa 
de la. superficie orientada $: 


[90-3] Sf_ sas =— ff tas. 


Así tenemos que de las dos caras S, y Sa que resultan de 
la orientabilidad de la superficie, podemos identificar —S, = S,, 
—33 = 8S,, al definir 


=SLi= SL = SL SL, 


Cuando no se advierta lo contrario (cfr. [90-8]) convendremos 
en tomar S de modo que su cara positiva conserve el recorrido 
dextrógiro del plano paramétrico de representación (véase c). 


TEOR. Si la superficie S, de área finita está dada en la for- 
ma paramétrica 


[90-47] x= x(4,0), y =y(uv), 2 = (40), [(u v)eDl, 
(o vectorial r = xi+Yyj+2k) por tres funciones [90.4] con- 
tinuas conjuntamente con sus derivadas primeras en un domi- 
nio D, la integral [90-2] existe toda vez que Í(x,y,2) sea 


continua en el conjunto formado por los puntos de S y de su 
contorno T. 
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Dem. Bastará probar que [90-2] se reduce a una integral 
doble ordinaria. Veremos que siendo 


_ 0(y,z) _  0(z,%) _ 0(x,y) 
(9taL. da ou, v) ” da = duo * “* duo) 


y f[x(u, v), y(u,v), z(u,v)] =f* (uv), se tiene: 
[90-6] 


SS, tunas - [f 200 VIFTIFFIF dudo = 
= ff 1(0,0)]ruar, | dudo = 
= IA 1* (uv) V 9 - 922 — Yue? dudo = 
= Sf, 00 ado. 


Como por [72-57] y Ja/cos nz = VJ 2+ Jo? + Jg (que re- 
sulta de J,/cos mx = J2/cos ny = J¿/cos nz, $ 72-7, b) coinciden 
los cuatro últimos miembros de [90-6], bastará demostrar la 
igualdad de los dos primeros. Llamando D, a la parte de D 
que corresponde a S; y teniendo presente que ($ 84-4) 


[90-7] Si= $ f VIFFIZETE dudo, 
se tiene j 


2í (En, Ylico £y) Seg == z SÍ 1 (Ex, Uk» E)vV Ji? + Jo? + Jg dudo. 


Bastará entonces demostrar que tiende a cero con la norma ó 
la diferencia 


rwti)S.— S/ (0 VIFFIZFTE dudo 











= 2 f f, £omtd — 1090) VIEFTEF IE 0d, 
y esto resulta del último miembro con las hipótesis hechas, por 
lun continuidad uniforme de f(x, y, 2). 
b) Si la superficie está dada en forma explícita 
[90-81 2=p(2,y) , (e,yeD , 


que equivale a tomar en [90-4] x=u, y=0w, resulta J¿==1 
y por [90-6]: 


10-9] 00 f(x,y 2)dS = UN fla, y, ple, y)] Leen 


Cos nz 
o bien, observando que si 2. =P, 2, = q, de la ecuación del 
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plano tangente 2 — Zo = Pole — Lo) + GolY — Yo) resulta 
— Po/cos nt = — Qqo/cos ny = 1/cognz = Vo? + q +1 


[90-10] $/ 1eunas = 
ai SS flo, y, p(x, y 1Vp"+ a +1 de dy. 


c) Es importante destacar cómo queda fijado el signo de 
la integral, que depende de la cara de la superficie S a la cual 
se extiende, 

La orientación del dominio plano D queda en todos los ea- 
sos determinado por la de S, y recíprocamente. Al recorrido 
dextrógiro del contorno de D le corresponderá en la represen- 
tación [90-4] un recorrido del contorno de S y convendremos, 
cuando no se advierta lo contrario, en tomar S de modo que su 
recorrido de contorno resulte también dextrógiro respecto de su 
normal ($ 90-1). Entonces al recorrido dextrógiro del contorno 
de —S corresponderá el recorrido levógiro de D en la represen- 


tación [90-4]. En [90-7] el signo del radical y 32 + J2? + Jj? = 
== Y 911922 — 919? es + ó — según que el recorrido del contorno 
de D (en correspondencia con el dextrógiro de S o de —S se- 
gún se trate de óN 0 0 esff, sea dextrógiro o levógiro, 


En efecto, con esta determinación de signo del radical resulta 
para D>0: 


190.11] siz>o , ff tas>o0 ff sas<o, 


como por otra parte es evidente por la definición. 


Con el convenio dicho, si tomamos como D la cara +xYy 
(dextrógira respecto de --2) para la representación [90-81], se 
ha de tomar $ en la cara superior (n hacia 2 > 0) y resulta 
ser —S la cara inferior. Entonces en [90-9], se ha de tomar 
cos nz > 0; si se considera cos nz < 0, el primer miembro de 
[90-9] se refiere a —S, cumpliéndose en ambos casos la rela- 
ción de control [90-11]. 


NoTA. Si tomáramos como S la cara inferior, para f>0 y el mismo 
triedro dextrógiro de referencia, siendo cos nz < 0 se ha de tomar D levó- 
O [dy, de] =— [dx, dy] < 0, en [90-9] (cfr. $ 88-5, no- 
ta 2). 

d) El concepto de integral sobre una superficie desarro- 
Hado en a, es el análogo al de integral curvilónea / f(x, y) ds 


($ 88-4, hb). El análogo de Ab f(x,1)dx se obtiene consido- 
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rando una función R =R(x, y, 2), continua en el trozo S de 
la superficie de ecuación 2 = p(x,y) y su contorno, con la de- 
finición 


[90-12] $4. R(x, y, 2) dedy = a R[x, y, p(x, y) ]drdy, 


donde ahora la orientación del dominio plano D está dada por 
el orden de las diferenciales dx, dy de acuerdo con lo estable- 
cido en $ 88-5, c, de suerte que 


90-18] f/f Ráyds =— $4, Rdxdy. 


Se tiene también, en virtud de [90-91 : 


[90-14] AN Rdxdy = IMA Reosínz)dS , 


donde el primer miembro se refiere a la integral del segundo 
miembro tomada en la cara S que corresponda al sentido de n 
incluido en su integrando. Por ejemplo, si dicho sentido de n 
hace cos (nz) > 0, la cara $ a que se refieren las integrales de 
los primeros miembros de [90-14] y [90-12] es aquella cuya 
normal orientada forma ángulo agudo con el sentido del se- 
mieje +2, fijado por el giro dextrógiro xy menor que « del 
plano de proyección. En cambio, para el primer miembro de 
[90-13] se habría de tomar el sentido del eje 2 fijado por el 
giro dextrógiro yx menor que xa, sentido opuesto al anterior. 


Con análogas definiciones para las integrales an Í Pdydz, 
a Qdzdx, se tiene para la integral completa de superficie, 


muma de las tres: 


[90-15] ee Pdydz + Qdzdxe + Rdxdy = 


= yl [P cos (nx) + Qcos(ny) + Reos(nz)]dS. 


Obsérvese el orden cíclico de las diferenciales en el primer 
miembro, Necesario para que la integral de los tres términos 
del segundo miembro se refiera a la misma cara S de la super- 


licio sobre la que se integra. Para f /. Qdzdx, si se toma 


cos (ny) > 0, la orientación correspondiente S es la determi- 
unda por el sentido de la normal que forma ángulo agudo con 
|», fijado éste por el giro dextrógiro de 2x (y no por el xz). 
l'or ejemplo, si se considera un trozo de S cuya normal orien- 
tula esté en el octante x > 0, y < 0, z > 0, en el segundo miem- 
hro de [90-15] los signos de los cosenos serán +, —, +. 
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3. Integral sobre superficie cerrada, Volumen orientado. — 
a) Análogamente a lo establecido en $ 54-1 para el signo del 


área, la integral doble S£ f(x, y) dxdy define el volumen Y 


del cilindroide de base D y cotas 2= f(x, y) con un signo de- 
terminado por los de D y z. Sies S la superficie que limita 
al cilindroide, considerando su cara S, exterior al mismo, (ns, 
exterior) y el signo de D fijado por el orden dxdy (+ dextró- 
giro), el volumen Y con su signo vendrá dado por la integral 
de superficie 


[90-16] Y = NA 2dedy = AN í (x, y dedy = 


= TE zcos(n.z)dS , 


donde $ será la cara S, 
ó —S, según sea 2 >0 
6z<O0, 


b) Si el volumen es- 
tá limitado por dos su- 
perficies uniformes S' y 
S” (fig. 312), la nor- 
mal exterior al cilindroi- 
de limitado por S' es 
interior al volumen y 
designando ahora por n. 
la normal exterior al vo- 
lumen y por S.=S'.+ 
+8”. su cara Ccorres- 
pondiente, se tendrá si 
Mg 212 Za > 21! 


[90-17] Y = uh zodxdy y 2,.dedy = TE zoadrdy + 
+ pe z¡dydx = Ja 22 cos (n.2)dS + 
+ e z, cos(n.2)dS = el zcos(n.2)dS > 0, 


E en cambio 22 < 2, se ha de sustituir S. por —S,, resultando 
<O0, 

Es cómodo atribuir también una orientación a S, indepen- 
diente de la de D en el primer miembro de [90-14], de ma- 
nera que el orden dxdy fije el sentido dextrógiro de su pro: 
yección +D y la cara S dé ya directamente a qué sentido de n 
nos referimos en el segundo miembro de [90-14]. Entonces 
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de zadrdy = Só, reta z Ss, aidydx = los zidady 


y por [90-17] se puede también escribir 


[90-18] |V| = e zodrdy + ee zideudy = ¿A zdxdy. 


Considerando la normal interior n;, correspondiente a la 
cara interior S;,, será 


[90-19] |V| = — e adady = — de: 2 cos (n;, 2)dS. 


DEF. Un volumen se dice orientado positivamente si se lo 
evalúa según [90-17] como limitado por la cara exterior de la 
superficie de contorno. Pondremos Y =|V|, indicando, a veces, 
con V el correspondiente conjunto espacial. 

Si es r el radio vector que sitúa los puntos x=, y, 2 de la 
superficie S, se tendrá correlativa y análogamente a [90-15], 
que es: 


[90-207 Y = Aló zdxdy = A adydz = 9A ydzdx = 


a il. (zdydz + ydada + adedy) = 


= SS, (x cos(n., 1) + y cos(n., y) + 2 cos (m., 2))dS = 
= Sl, lr | cos(r, n.JdS. 


Esta fórmula puede considerarse la análoga para el volumen 
de la [88-16] dada para las áreas. 


EysemPLo. Para la esfera de radio r, donde la dirección y sentido de 
5", coincide con los de r, y por tanto es cos(r,n,)= +1, se tiene 


1 


le IS = 7d = a. 


c) La integral [90-17] es caso particular de la que se ob- 
tiene cuando en lugar de z se considera sobre S una función 
continua cualquiera R(x,y,z). Entonces la [90-14] para el 
caso de superficie cerrada se traduce en la 


190-21] JS; Rdxdy = Je: Rcos(n,, 2)dS = 


a SS, R (x, y, 22) dxdy — Jas R(x, y, 21) dxdy. 
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Análogamente a [90-15] se obtiene para superficie cerrada 
orientada positivamente (es decir, extendiendo la integral a 
la cara exterior): 


[90-22] f pl Pdydz + Qdzdw + Rdzdy = 


= jes [P cosí(n., 2) + Qcosín., y) + R cos(n., 2)]dS. 


EJERCICIOS 


1. Caieutar $. 2dS sobre la superficie de la semiesfera a? + y? + 
, 
+0, z>0, 
2, Calentar $. (» + y)2dS extendida al octante de coordenadas 


positivas de la superficie esférica de centro en el origen y radio q. 
3. Calcular f fe AA sobre la superficie del ejercicio anterior, 
, 2 


4. Calcular 


w cosín, 1) y cos(m. y) z cos (n, 2) 
e [ a” ES b* ds rd | 503 


sobre la mitad 2 >0 del elipsoide (2/0)? + (y/b)? + (2/c)?=1, siendo n 
la normal exterior en el punto (x%,Y,z). 


B. ¿Qué condición deben cumplir P, Q, R para que 
FS. [Peos(n, x) + Qcosín, y) + Reos(n,2)] dS , 


siendo n la normal a la superficie S, no dependa de esta superficie sino 
de la curva que es su borde? 
6. Calcular la integral de superficie 


1): 2 


siendo S la superficie esférica «+ y4z2?=1 y r la distancia del 
punto variable en S al punto fijo P(0;0;k), |k|<1. 


S 91. DERIVACIÓN E INTEGRACIÓN EN CAMPOS VECTORIALES 


1. Propiedades de la derivación en campos escalares. — La 
operación grad ($ 66-6), aplicable a campos escalares y que 
conduce a un vector en cada punto, se comporta en muchos as- 
pectos como la derivación; de allí la notación D también usada 
para representar el gradiente. 


a) Sea el vector r=xi4yj+2k que fija el punto 
M(x, 1.2) desde el origen. Multiplicando el vector diferencial 
de r: 
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[91-11] dr = dxi + dyj+de2k  : 
escalarmente por grad U, Meios 
[91-2] gradU.dr = — da > Y + — S = qU. 


Por la arbitrariedad de dx, dy, És resulta recíprocamente 
|91-3] De g.dr=dU sigue g= gradU. 


b) Si F(U,V,.. ) es una función diferenciable de U, V, 
, que a su vez son funciones diferenciables de las coorde- 
nadas zx, y, z, se tiene 


] 9F 
[91-4] grad F = U -=7 grad U + y E erad V +. 


En efecto, multiplicando escalarmente el segundo miembro, por dr, 
w tiene por [91-2] 








(5 gradU + yy grad V + sa) a = 
y E 
= au Y + y dV+...=drF , 


y Aplicando [91-3] resulta [91-4]. La conservación de la diferenciabili- 
ud se ha justificado en $ 67-2, 


c) En forma análoga se demuestran las relaciones : 
[91-5] grad(U+V) = gradU + grad V, 
[91-6] grad(U.V) = U.grad V +4 V. grad U. 


d) De la expresión [66-13] del gradiente en coordenadas 
remulta: Si U y V son funciones de x, y, 2 tales que 


191-7] grad U = grad V, 
ne ticne ($ 66-2) 
191-8] U = V + const, 


2. Campos vectoriales. Líneas de fuerza. — a) Si una fuerza 
1194-9] f =f(2,y,2) = Pi + Qj + Rk 


ws definida en todos los puntos del espacio, o de un cierto 
recinto, tendremos lo que se llama un campo de fuerzas. Ané- 
taynme nte podemos considerar un campo de velocidades en el 
movimiento de un flúido, o de intensidades en conducción del 
untar o de la electricidad, etc. Nos convendrá considerar inde- 
punacliontemente del significado del vector Í, un campo vectorial 
¡01 0] que puede darse mediante tres funciones: 

pot to] P =P(x,y,2), Q =Qí(xr,y,2), R = Rx, y, 2). 


ltular funciones pueden depender también del tiempo £ 
ejunplos campo gravitatorio de un conjunto de astros, varia- 
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ble al moverse éstos) ; si no dependen del tiempo, el campo se 
llama estacionario. 


b) Una representación aproximada de un campo vectorial 
se obtiene considerando un gran número de puntos a cada uno 
de los cuales se aplica el vector correspondiente. Esta ,i¡magen 
puede mejorarse en varios aspectos mediante la idea de línea 
de fuerza sugerida por la familiar experiencia de las limadu- 
ras de hierro en un campo magnético. 

Una línea de fuerza es una curva que tiene en cada uno de 
sus puntos la dirección del campo en ese punto, es decir, en 
cada uno de sus puntos el correspondiente vector le es tangente. 
En otras palabras, las líneas de fuerza son las envolventes de 
los vectores del campo. 


La determinación de las líneas de fuerza se logra integran- 
do un sistema de dos ecuaciones diferenciales, En efecto, por 
ser paralelos los vectores tds = dui | dyj + dzk, y [91-9], se 
obtiene (3 60-8, d,) : 


a 
P (2, y, 2) Q(x, y, 2) R(x, y,2) * 


EJEMPLO 1. Para el campo gravitatorio de una partícula en el ori- 
gen las componentes son (m/1)(x/1)=mzx/r, mylr, mz/r". Las ecua- 
ciones diferenciales de las líneas de fuerza resultan dx/x= dy/y =dz/2, 
y se obtienen de inmediato las integrales Iny=Inx+InC, lInz= 
=Inx=wInC;z, o sea y= Cir, 2= Cor; es decir las líneas de fuerza son 
las rectas por el origen. : 


[91-11] 


NoTas: 1, Como es poco usada la denominación general de líneas de 
campo hablaremos de líneas de fuerza para un campo vectorial cual- 
quiera. Cuando el campo es de velocidades (por ejemplo: movimiento de 
un flúido) las líneas suelen llamarse líneas de flujo, y en general no 
coinciden con las trayectorias de las partículas (ver nota 3). 


2. El concepto de línea de fuerza condujo a FARADAY a muchos de 
sus importantes descubrimientos en electricidad y magnetismo. 


3. En el movimiento de un flúido, cada partícula se mueve según 
una ley 2—x(t), y=y(t), 2=2(t), y como además cada partícula pue- 
de individualizarse por su posición Mv(xo, Yo, 2o) en un instante t= to, el 
movimiento de todas las partículas puede describirse con tres funciones 
del tiempo, cada una con tres parámetros: 


[9-12] xx = x(t;%o. Yoo), y = Y(t; Zo Yo, Zo), 2 = Z(É; %o, Yo, Zo). 
Las ecuaciones 


[91-13] % = x'(t;%0, Yo %o), y = Y'(t; %o, Yo, 20), 2 = 2'(É; %o, Yo, 20) 
dan en todo instante la velocidad de la partícula que estaba en Mo en cl 
instante t= to, Para conocer en función del tiempo la velocidad de la 
partícula que en cada instante pasa por un punto fijo M(x,y,2) del en- 
pacio, es necesario conocer la posición de cada una de esas partículas («n 
f--t,, para lo cual se resuelven las ccuaciones [91-12] respecto de Xo, Jo 2» 
y s0 roemplazan los resultados en [91-131], dando 


[11-14] e Pltiaia ad, Yo Qltiria, 2). Y = Rít;x,y,2). 
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Estas ecuaciones definen el campo de velocidades, en general varia- 
ble con el tiempo. Para cada instante t= const., las líneas del campo o 
líneas del flujo son las eurvas integrales del sistema de ecuaciones dife- 
renciales 


A AAA A A 
P(tix,y 2) — Qltieyyz)  Rítim,y,z) > 


En cambio las trayectorias de las partículas, también llamadas líneas 
de corriente, son las curvas integrales del sistema [91-14], donde t es a 
variable independiente. Por consiguiente las líneas de corriente son en 
general distintas de las líneas de flujo. Hay coincidencia si la dirección 
del campo en cada punto no varía con el tiempo y en especial en campos 
estacionarios, donde la velocidad en cada punto es independiente del tiempo. 


En cambio, en un campo de fuerzas, aún estacionario, la trayectoria 


de una partícula no coincide en general con una línea de fuerza, Basta 
considerar la caída de un cuerpo con velocidad inicial no vertical. 


[91-15] t = const 


EJEMPLO 2. En el campo 
[91-161 e=w +3, yupi ,2=zo +t, 


Al derivar se eliminan ya los parámetros %o, Yo, Zo, obteniéndose para cada 
instante la velocidad en cada punto del espacio: 


E IL 
dt de? de 


Como esta velocidad depende del tiempo, el campo no es estacionario. 
Las líneas de flujo en cada instante son las curvas integrales del sistema 


de dy dz 
SA (t = const.), 


o sea las rectas de ecuaciones 
eio=ti4 Cr , y=t2+ Cas , (t=const,). 


ivi al cambio las trayectorias o líneas de corriente son las parábolas 
91-16]. 


3. Divergencia. — Dado en coordenadas cartesianas el cam- 
pa vectorial y =Pi+Qj+Rk, llamaremos divergencia de v 
ul escalar 


, 2P 2Q oR 
01 = — pls E 
1091-17] div y 3% + dy + da" 

Para que esta definición tenga interés es necesario probar 
ue div v es independiente del sistema de coordenadas en que 
ne representa v, y ello resulta del significado geométrico de la 
divergencia, Veremos (8 92-1, ba) que si y es por ejemplo el 
cumpa de velocidades en el movimiento de un flúido, div v re- 
jucsnta la velocidad de expansión por unidad de volumen en 
cun punto, 


No obstante daremos ahora una demostración directa, El flúido que 
+ £ ta acupaba un dominio D., ocupa en cada instante é un dominio D 
suyo valuien, teniendo en cuenta la correspondencia [91-12] entre los 
rita de D)h y los de D, es ($8 84-1) 
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V(t)= $5 dedydz = EN J (t; Lo, Yu, Zo) dxodyod?. » 


siendo J el jacobiano de la transformación [91-12]: 
de dy 0 
dto Oxo Ox 
du Oy 0 
[91-18] J (t; Xo, Yo, Zo) = nl “ao Yo » 
de dy dz 
0Zo 0Zo OZo 





Si dJ/dí es continua se tlene 


91-1 —— == == A . 
[ 1-19] de 7 O ae de dyodZo ; 


a su vez dJ/dt se calcula primero, para t= t,, por la regla de derivación 
de un determinante ($ 32-5) 


== h 1.0.0 1.0.0 
(2), 0. 1.0 A A 
A 0.0 1 | Al 
o sea 
O A A E 


En efecto, como para t= to, x, y, z se reducen A %o, Yo, zo, se tiene 
para f= to: 





A e O e 

A 
0% .9 da 3P 
a lea + 


Como [91-201 vale para cualquier valor de to, podemos suprimir en 
[91-20] t=to, y [91-19] da 


dv PP 2 >] 
91-21 LoS A 
CA de (08 ++ js 


y entonces, siendo y el valor medio de 
9P 3Q ¿R 


da y + 
en D, ze tiene: 
1 dv 
Y1-22 — —_—— =H. 
J | v de A 


Si D contiene siempre el punto M y tiende a cero su diámetro, el 
límite del primer miembro de (91-22] cs la velocidad de expansión por 
unidad de] volnmen en M, y el del segundo la divergencia. 
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Si para todos los movimientos es div y =0, el flúido se lla- 
ma incompresible. Para ver cómo entonces las líneas de flujo 
pueden dar una idea [por ahora cualitativa y que más tarde 
($ 92-1, nota 1) precisaremos] de la intensidad del campo, con- 
sideremos una curva cerrada C, las líneas de flujo que se apo- 
yan en ella forman una superficie que llamaremos tubo de vec- 
tores (en un campo de fuerzas, tubo de fuerzas). Si el movi- 
miento es estacionario las trayectorias o líneas de corriente son 
las líneas de campo o de flujo ($ 91-2, nota 3) y entonces el 
flúido fluye dentro del tubo sin cruzarlo. Si además el flúido 
es incompresible (o al menos en el movimiento considerado es 
divv =0), la velocidad debe aumentar cuando el tubo se es- 
trecha y recíprocamente. En general: en un campo estaciona 
rio con divergencia nula, la intensidad en los puntos de una 
línea de fuerza crece o decrece según que las líneas se aproxi 
men 0 se separen, 


" 4, Circulación. Campos conservativos; potencial. — a) Cir- 
culación en un campo vectorial. — Si en el campo vectorial 
191-9] consideramos un arco de curva AB tendremos un vec- 
tor del campo aplicado a cada uno de sus puntos, y podremos 
considerar la integral curvilinea 


191-23] de Pdx + Qdy + Rdz = S. f.ds , 


donde el segundo miembro resulta de observar que el integran- 
do del primero es el producto escalar de los vectores [91-91] y 
di =dx*.i4+dy.j+d2.k. Esta integral curvilínea [91-23] 
wo llama circulación del vector f a lo largo del arco AB. 

La aplicación física más importante se obtiene en un cam- 
po de fuerzas. En tal caso la integral [91-23] se conoce como 
trabajo de la fuerza f sobre una partícula que se desplaza a 
lo largo del arco AB. 


Noras: 1. Esta denominación se justifica considerando a [91-231 eo- 
ino un límite de sumas de acuerdo con la definición de integral curvilí- 
non (8 88). 

2. Una partícula de masa mM =1 sobre la que actúa la fuerza [91-9] 
na nueve de acuerdo con las ecuaciones de la Dinámica 

die dy diz 
4 3, be AS Will: - CERRAR — = ' 
pul 24] de =P , de? — Q , dé? R 

Multiplicando estas ecuaciones por dx/dt, dy/dt, dz/dt respectiva- 

niendo, y sumando, se obtiene: 


ls 
de dy dz 


=P a+ 0 otr 
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El primer miembro es la derivada de la energía cinética T=— ¿v*, de 
modo que integrando de to a t,, y llamando A, B; Ta, Ts a las respec- 
tivas posiciones y energías cinéticas de la partícula, tendremos: 


Pp ae dy AV a 
[91-25] m—n=/ (e +04 R e) dt = 


=/ Pdx + Qdy + Rdz , 
AB 


es decir, la variación de energía cinética es igual a la circulación en el 
campo de fuerzas, o sea al trabajo del campo sobre la partícula, a lo 
largo de AB, 


b) Campos conservativos; potencial. — El cálculo de la 
circulación requiere en general conocer el camino, y éste en 
general no se conoce de antemano. De ahí la importancia de 
los campos conservativos, caracterizados por el hecho de que 
la circulación entre dos puntos no depende del camino que los 
une. En tal caso, fijado un punto Mo(xo, Yo, 20), para cada 
punto M(x, y, z) la circulación 


[91-26] qe Paz + Qdy + Rdz = U(z,y, 2) = U(M) 


tiene un valor determinado, y así define una función uniforme 
U(x, y, 2) que por lo visto en $ 89-3 es una función primitiva 
o función potencial de la terna de funciones P, Q, R, y que 
ahora llamaremos potencial del campo conservativo. 


NoTAS: 3. En un campo conservativo de fuerzas, la función —U se 
llama energía potencial en M, y la ecuación [91-25] establece que la su- 
ma de las energías cinética y potencial es constante durante el movi- 
miento de la partícula, al estar el trabajo del campo dado por la dife- 
rencia de potenciales igual al del extremo menos el del origen del camino. 


4. En ciertos campos newtonianos (ver $ 93-1, nota 1) se llama 
potencial a la energía potencial. 


El potencial determina por completo el campo, supuesto éste 

continuo, es decir, con componentes continuas, pues ($ 89-3) 

9U 9U JU 
[91-27] P e ay” R a" 
es decir: la componente del campo conservativo en una direc- 
ción cualquiera es ¿igual a la derivada del potencial en esa di. 
rección. 

Entonces un campo conservativo puede determinarse por 
una única función, el potencial U. Recíprocamente ($ 89-3), 
si existe en un recinto simplemente conexo una función unl- 
forme y = q (x, y,z) tal que 


dy dp de 
Pus e A a 
da ? Q oy ss da ” 


osea f=gradU; 


osea f =gradp , 
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siendo P, Q, R continuas, es f un campo conservativo y q un 
potencial del mismo. 

Si U es una función potencial, lo es también la función 
V=U-+-C, siendo C una constante arbitraria, y recíproca- 
mente dos potenciales U y V de un mismo campo f difieren en 
una constante, pues ($ 66-2) : 


grad(U—V) = grad U — grad V =f —f =0. 
Es decir: El potencial está determinado a menos de una cons- 
tante aditiva arbitraria. En ciertos casos se fija esta constante 
mediante una convención oportuna (ver $ 93-1, nota 2). 

Si un campo vectorial [91-9] cuyas componentes P, Q, R 
admiten derivadas primeras continuas es conservativo, resulta 
de [91-27] 

A RA 
dy dy 10% de ly) da” 


que conjuntamente con las otras dos relaciones análogas dan la 
siguiente condición necesaria [y también suficiente si P, Q, R 
son diferenciables ($ 89-83, a)], para que el campo simplemente 
“unexo sea conservativo: 

oP 2Q 2Q 29R oR oP 


1-2 = = >— — = — 
[91-28] dy da ' 0 dy * de 0% 





NoTA 5. Las curvas (superficies) de nivel del campo escalar plano 
(espacial) U=U(x, y), [U =U(l1xr,y,2)] ($ 64-2, b) se llaman curvas 
(superficies) equipotenciales del campo conservativo f —grad U. Como 
v| campo tiene la dirección de la normal n a ellas, y su intensidad es 
WU /An, se tiene; la intensidad del campo es inversamente proporcional a 
la distancia infinttésima entre superficies equipotenciales, 


5. Rotor. Campos irrotacionales. — Vimos ($ 91-4, a) que 
ln circulación [91-23] se interpreta en un campo de fuerzas 
cumo trabajo de una partícula que se desplaza. Otra interpre- 
tución sugestiva de la circulación a lo largo de una curva abier- 
ln O cerrada se obtiene en un campo de velocidades 


1191-29] v =Pi+Qj+Rk 


de un flúido (o también de un sólido, ver ejemplo), pues en 
Inl caso da una medida de la circulación general (positiva o 
negativa) del flúido a lo largo de la curva en el sentido elegido. 
si en un recinto simplemente conexo la curva C es cerrada y 
ln cireulación por ella no se anula, ello indica que en una su- 
perficie limitada por C el movimiento tiene un carácter gene- 
ral rotatorio; por tal razón cuando la circulación se anula so- 
hire Loda curva cerrada C el movimiento, y también el campo y, 
ue Hama ¿rrotacional, pero esa condición equivale ($ 89-3, b) 
a que el campo sea conservativo ($ 91-4, b). 
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En el caso general, si la curva cerrada C se contrae hacia 
un punto M de modo que tienden a cero tanto el área y de una 
superficie S que la tenga por borde, como su diámetro, la cir- 
culación sobre ella tiende a cero, pero no así en general su co- 
ciente por el área ul. El límite de este cociente depende de la 
dirección n de la normal a S, veremos ($ 92-2) que en forma 
tal que define un vector, llamado circulación en el punto M, o 
rotor del campo en M, indicado por rot v, cuya componente 
según n es (fig. 313): 


[91-30] (rot v), = rot,v = lim + v .ds. 


EJEMPLO. En un sólido que gira alrededor del eje z con velocidad 
angular 1, la circulación sobre la circunferencia "+ y ==, 2=20, en 
el sentido de la rotación, es 217, dividida por el área del círculo da 2. 
En toda curva situada en un plano por el eje z la circulación es 0, el 
vector rot y vale en el origen de coordenadas: 0i-+ 03 + 2k. 


Para calcular la componente de rot y según 2, tomemos en 
el plano (x, y) el cuadrado limitado por las rectas x= +h, 
2=0,éy==h, 2=0, la circulación en el sentido positivo 
(dextrógiro) es (fig. 314): 





Fig. 318 Fig. 314 
'h —h 
$ 0104 +) Ple h,0és + 
[qa y + [7 P—h.0)dz = 


> qe [P (x, h, 0) — P(x, —h, 0] dx. 
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Aplicando sucesivamente los teoremas del valor medio del 
Cálculo integral y del Cálculo diferencial, esta expresión se 
transforma en las siguientes, siendo £, mn, £', y” números com- 
prendidos entre —h y h: 

[Q (%, n, 0)— Q(—A, q, 0)12h — 
— [P (€, h, 0) —P (£, —h, 0)]2h = 


9 y 0 A 
= [0.00 -37P 6.00 ] 49, 


de suerte que después de dividir por el área 4h? del cuadrado 
ye tiene el límite: 


29. LE 
ox oy 


Como las otras componentes resultan por permutación cí- 
clica se tiene: 


rot,v = 


_ _ (or QQ. oP Ry. 
[9131] otr (Ei (Ei 
9Q E) 


Nora. La condición [91-28] para que un campo sea conservativo 0 
»rrotacional, equivale en virtud de [91-31] a la condición rot y = 0. 


6. El operador nabla de Hamilton y sus aplicaciones. — 

«) HAMILTON introdujo el operador simbólico (nabla, delta 
envertida o del) definido así: 

0 . 0 0 

91. = j— PON E PEA 

1091-32] v a 07 k- 


que permite resumir en forma clara y sencilla todas las opera- 
viones vectoriales que estamos considerando: 


a) Aplicado a un escalar U, resulta el gradiente; en efecto 
E dao . 3U ou 
pi (177 +igy + 2 10 = Tag +3 y ++ 
u Aa: 
1091-33] yU = grad U. 
ue) A un vector, aplicado escalarmente resulta la diver- 
venecia; en efecto 
a 0 0 ; : 
EN A A ='. Rk) = 
vt = (157 +iz, +k 37) > (Pi+ Qi+Rlo 
oP 2Q 
E 


oR 
A 
y por [91-17] 
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[91-34] y .f = divf. 
as) Aplicado vectorialmente resulta el rotor; en efecto 
ij k 
9 0 40 
Mi 
POQR 


y por [91-31] 
[91-85] vVAf = rotf, 


b) Siu y vs son vectores y $ un escalar, variables, valen 
para el operador nabla las siguientes identidades : 


[91-36] v .(6u0) = (yo). + 9(v.u) ; 
[91-37] VA (50) = (vo) 1Uu + 5(vAu ; 
[91-38] V.(uAv) = (yAm.v —(VAv).n ; 
o sea 

[91-36'] div(su) = (grad 9) .a + 9 divu o 
[91-87"] rot(su) = (grado) 4u=+erotu ; 
[91-88] div(uAv) = v.rotu—u.rot yv 


Dem. Basta transformar las expresiones de los primeros miembros 
en coordenadas: 








á 0 plo oP 
b,) div(Pu) = ¿7 (PP) + . E +... e 
ba) rot(tu) = 

i j k i j k i j k 
laa 2 [2 oe yla 2 
la ls y dal ld 

PP +Q *R ¡PP Q R PQ R 


b,) Se tiene, entendiendo que un determinante simbólico con una 


línca 
0 a 0 


da * y ? a 
o bien 1, ], k, se interpreta desarrollándolo por dicha línea; 
ti] 2 0 
de dy 0% 





div(u Av) = U Us Ya = 
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e 0 ES 

=w, % %Y 0 +u.1% y 0% |w,.rotu—u.roty. 
U Us Us i j k 
i j k v Va Va 


c) Otras relaciones. — Cr) El operador y se comporta en 
muchas identidades como un vector; por ejemplo 


VAVU=0 ; v.(vauy=0 ; 
o en notación ordinaria 
[91-39] rotgradU=0 5; 
[91-40] divrot u = 0 


Ahora bien, [91-89] expresa que un campo conservativo es 
irrotacional, lo que es cierto ($ 91-5) conjuntamente con la in- 
versa: si rotv=0, existe U = U(x, y, 2) tal que v = grad U. 
En cuanto a [91-40], se demuestra en coordenadas, y expresa 
que el rotor es de divergencia nula o solenoidal ($ 92-1, e; 
$ 92-3). También vale la propiedad recíproca: todo vector s0- 
tenoidal puede expresarse como el rotor de otro vector. 


Dem. Habrá que probar que si v es solenoidal, es decir divv= 0, 
existen vectores u tales que v= rotu., 

En efecto, si v=Xi + YjW4Zk, busquemos un u=Pi-+ Qj+Rk tal 
que R(x, y, 2) =0, debiendo ser entonces 


9 op 2Q 9P 
LE AI NO O 
para que sea yv =rotu, 
Tomemos 
z z 
0=— [ xewpa ; P= [YD + al), 
Zo Za 
en tal forma que aplicando 
, _ 0X Y 0% 
er ls sir Pa % =0 , 
resulte 
vQ 9P z ES vY ) da 
== O 
Z dx dy Í. de Pay d dy 
2 3Z da da 
= — == Y ES gy A 
ME; S y Z(%,y, 2) — Z(%, y, zo y > 
pnen lo cual será necesario y suficiente tomar %a/dy —=— Z (x, Y, 20), es 


dexir 


ale y) = — a Z (2, n, 20) dp. 
Ya 
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Por tanto, un vector u=Pi+ Qj+ Rk tal que sea v=rotu, es el de- 
terminado por 


P= |” Ya — [” Z(an 2d , 
2 Yo 
Q=-— [” X(uyna , R=0, 


2o 


Fácil es ver que para P(x,y,z), función diferenciable arbitraria, 
toda solución w tendrá la forma w—u-+ grad b, 


Ca) Si se tiene en cuenta ($ 72-4) el tensor derivado vu, lo que 
da una tercera manera de aplicar el operador y a un vector (además 
de las indicadas en ds y en 4,), se tienen las siguientes identidades: 


[91-41] y (u)= (vPDu+tyu os; 

[91-42] v(uU4dv)= (vu)áv — (y vjAu ; 

[91-43] yA (uAv) =v.(vu) —u. (vv) + u(y .v) — vív.u) ; 
[91-44] vy(u.v)= (yu).v + (y yv).u ; 

[91-45] (yu) .v=v. (yu) + vA (ytdu) ; 


[91-46] v(u.v) =v. (yu) +u. (yv) + vA (vdu) + ua (yAv). 


Conviene asociar la primera de estas relaciones (donde el primer tér- 
mino del segundo miembro es un producto tensorial de vectores, $ 63-2, e) 
con [91-36] y [91-37], y las dos siguientes con [91-38]. También con- 
viene observar que [91-44] y [91-46] son equivalentes en virtud de [91-45], 
donde en notación también muy usual, v.(yu) significa el anteriormente 
llamado producto del tensor y u por el vector y ($ 63-2, a), mientras 
que (vu).v significa el producto del tensor conjugado al vu por el 
vector v (véanse desarrollos en Índice de símbolos, pág. 601). 


d) Operador de LAPLACE. — El operador A (delta) de LA- 
PLACE, aplicable a un escalar, se define por: 


[91-47] AU = y?U = yv.(vU)= divgradU , 


o en coordenadas: 
22U 22U 02U 
[91-48] AU = Eros + ay? + az 


En muchas cuestiones de Matemática y aplicaciones a la 
Física y a la Técnica se presenta la ecuación diferencial de 
LAPLACE 


[91-49] AU =0. 


Las funciones U que satisfacen esta ecuación se llaman ar- 
mónicas (cfr. $ 93-1,b, y nota Il, ba). 


Nora. En 1785 publicó LaprLacm esta ecuación en coordenadas po- 
lares ($ 92.4, ej. 4) en relación con el potencial newtoniano ($ 93-1, h; 
Oeuvres, vol. 10, pág. 362) y más tarde (1789) en coordenadas cartenla- 
nas. Esta ecuación había sido considerada ya por LAGRANGH en 1781 en 
un problema de hidrodinámica. Por esta época consideró D'ALEMBERT 
la ecuación en doa variables independientes: 


AU De ei =0, 
TVambión xo usa la notación 4, para el operador A= y?. 
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EJERCICIOS 


1. En el campo de velocidades v=— 5i+tj+4+0k hallar: 19%) Las 
trayectorias de las partículas; 2%) Las líneas del campo. 


2. L> mismo para el campo de velocidades y — tai + yj + zk. 


3. Determinar el potencial del campo vectorial plano, de componentes 
X -(2/8) 4 + x4, Y =%y +(2/3) 8. ] 

4. Lo mismo para el campo Xy +2, Y =2+%, Z=x+Y- 

5. Puede ser rotf +0 aún siendo el campo f de dirección constante, 
y también roty=0 en un campo de velocidades y donde las partículas 
se muevan en un mismo sentido según circunferencias con un eje común. 
Probar que ello ocurre en los campos 

E=gi+ 00, rm (0 (do, 

en todo el espacio para el primero, y en todo recinto que excluya al eje 2 
para el segundo, 


6, El campo v del ejercicio anterior admite el potencial multiforme 
U=arctg(y/x). (Cír. $ 89-1, ej 2, y $ 89-2, nota 2). 


7. Comprobar que las funciones (+y42)4 Inva+g 
arctg(y/x), son armónicas, 


8. Verificar que la función 
r—«a Bi br Au 
== y 


ba " 5] ba ' 5r 











U-= 
con r=(x* + y*+ 2)? satisface a la ecuación de LAPLACE, y toma los 
valores constantes A y B sobre las esferas r=a, r=b respectivamente, 

9. Probar que si U es solución de la ecuación de LAPLACHD, lo es 
también 
0 2 a 
P (+ "y >” 57) U 
si P(x,y,2) es un polinomio en zx, y, Z. 
10. Probar que si F (x,y,z) satisface a la ecuación de LAPLACE, lo 


mismo ocurre con 
1 2% Y z ) 
E ( rn yoo 
rlundo r—=( 4423), 


11. Probar que si f(t) admite derivada segunda no idénticamente nu- 
lu, f(ax + by + cz) es armónica si y sólo si a+ b240=0, 


12. Toda función homogénea de grado n en z, y, z, que satisfaga a 
In acunción de LAPLACE [91-49] se llama (THOMSON y Tarr, 1879) armó- 
wweu osférica sólida de grado n; (cfr. $ 93 ejercicio 19). Verificar que 
looson (244299, 1, ao by+ez, eye, (e +iy)”, con 
urtdos —1, 0, 1 (si abe 0), 2, n, respectivamente. 


13. Probar que si U es armónica esférica sólida de grado n, r”U, 
con rr (a 4 y + 22)1/?, satisface a la ecuación de LAPLACE [91-491 si y 
alu ni h=0 6 h=-—-2n—1, obteniéndose en el último caso una armó- 
len exfórica sólida de grado —n— 1 (Lor KELVIN). 
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$ 92. TEOREMAS INTEGRALES Y APLICACIONES 


1. Transformación de integrales triples. — a) Flujo de un 
campo vectorial a través de una superficie. — Dado un campo 
vectorial uniforme w, si se considera un área o normal a la 
at de w, se "lama flujo de w sobre so al producto 

wWi=0w, 

Si el área es oblicua al vector w, y el ángulo de incidencia 
es (n, w), se llama flujo al producto 


W .0.cosín, W) = y. proy. de w sobre n = w,.0 


cuyo signo depende del sentido que se adopte para la normal 
n. El flujo es un escalar y su significado físico depende de la 
magnitud que represente el vector. Si es la velocidad de un 
flúido, el flujo es la cantidad de éste que pasa por o en la 
unidad de tiempo; si representa una radiación luminosa, calo- 
rífica, etc., el flujo es la cantidad de energía que pasa a tra- 
vés de a en la unidad de tiempo, etc. 

Dada una superficie curva cualquiera y un campo vectorial 
w de componentes variables (X, Y, Z) funciones de (x,y, 2) 
el flujo elemental correspondiente a cada elemento de superfi- 
cie dS es w.,.dS, y el límite de la suma de flujos elementales 
se llama flujo de w a través de la superficie. Su expresión es, 
por tanto: 


[921] Flujo = El 0. d8 = NN má 


pe [X cosín, 2) + Y cosí(n, y)+Z cosín, 2)]d8S = 


Sí Xdydz + Ydzdx + Zdady , 


según vimos en [90-15], con las convenciones de signo allí con- 
sideradas. Si la superficie S es cerrada, se aplica el convenio 
establecido en $ 90-83, es decir, el flujo saliente de la superfi- 
cie cerrada se considera positivo, y el entrante se toma nega- 
tivo, es decir, a W, le atribuimos signo + si la proyección de 
w sobre la normal está dirigida hacia el exterior del recinto, 
y signo — si está dirigida hacia adentro. Esto se expresa bre- 
vemente diciendo: vw, es la proyección de w sobre la normal 
exterior n.. Así, los dos últimos miembros de [92-1] se inter- 
pretan según [90-22]. 


b) Teorema de GAUSS o de la divergencia. — Ya hemos 
expresado en [91-211 la velocidad de expansión o derivada con 
respecto al tiempo, del volumen de un flúido, obteniendo 


[92-2] E = ff ANS divvdV. 
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El primer miembro se puede calcular de otra manera pen- 
sando en el movimiento de la superficie que limita al flúido pri- 
mitivamente en un recinto R de volumen V. Si suponemos que 
R tiene una cara plana P de normal exterior m. y superficie 
AS, y que en sus puntos es v = const, el crecimiento del volu- 
men a través de P por unidad de tiempo es (fig. 315) 

h.AS = veos(v,n,).AS = 9, .AS. 

Para un recin- 
to R cualquiera lí- 
mitado por una su- 
perficie con plano 
tangente en todos 
sus puntos tendre- 
mos un valor apro- 
ximado de dV/dé 
considerando un 
poliedro inscripto 
y para cada una 
de sus Caras, co- 
mo valor constan- Fig. 315 
te de la velocidad, 
el correspondiente en el campo a uno de sus puntos. Si el cam- 
po v es continuo, este valor aproximado Xv,AS tiende al valor 
exacto dV/dt cuando tiende a cero el máximo de los diámetros 
de las caras, y el ángulo de éstas con los planos tangentes. Por 
otra parte, la suma *v,AS tiende a una integral de superficie, 
resulta así: 


[92-3] P=Sf .as, 


y de aquí por [92-8] resulta el teorema de GAUSS o de la di- 
vergencia : 


19243 $, úwvar = f/f onas =$ mo. vas. 


v en notación escalar [91-29], llamando 2,, 2, Ng, a las com- 
ponentes de la normal exterior a la superficie S, y siendo 
v:=Pi+ Qi+Rk: 


192-5] EN ( o es dv = 


= ff, MP+m0+mB)as. 


ITxpresa [92-4] que la integral de la divergencia de un cam- 
po vectorial en un recinto R es igual a la integral sobre la 
superficie que lo limita, de la componente del campo según la 
normal Bxterior. 
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El primer miembro de [92-4] suele llamarse divergencia 
total en R, y la integral e: %, AS, extendida a una superficie 


cerrada o abierta, es el flujo del campo a través de la super- 
ficie. Entonces el teorema de GAUSS establece que la divergen- 
cia total en un recinto es igual al flujo a través de la super- 
ficie que lo limita. 


EsempPLO, Para P=x, Q=y, R== en [92-5] resulta [90-20]. 


c) Condición necesaria y suficiente para que div y se anu- 
le en todo punto, es que se anule el flujo a través de toda su- 
perficie cerrada. En este caso el campo se llama solenoidal (tal 
ocurre con el campo magnético de una bobina o solenoide). 


c,) Si divy=0, por [92-4] se anula el flujo a través de 
toda superficie cerrada. 


2) Si divv:;40, por ejemplo divv > 0 en Mol(Zo, Yo, Zo), 
por la continuidad de 0P/ox, ..., será divv >0 en todo un 
entorno de Mo y por [92-4] será >0 el flujo a través de la 
superficie que lo limita. 

En el movimiento de un flúido esto sólo puede ocurrir si 
el flnido se expande o dilata, con una velocidad dada por [92-83]. 
Aplicando entonces el teorema de GAUSS a un entorno infini- 
tésimo de M, resulta: En el movimiento de un flúido, la diver- 
gencia de la velocidad representa en cada punto la velocidad 
de expansión por unidad de volumen. 


NoTAs: 1. Consideremos en un campo solenoidal un recinto R for- 
mado por el trozo de un tubo de vectores entre dos secciones S, y Sz. Si 
bien no todo tampo admite superficies (como las equipotenciales de un 
campo conservativo) normales a la dirección del campo en todo punto, 
podemos suponer que S, y S2 son aproximadamente normales al campo 
en el sentido de que los ángulos de sus normales n, y n:* con v, tienden 
a cero al angostarse el tubo. Para ello una de las normales es interior 
y otra exterior a R, y como el flujo a través de las paredes del tubo es 
nulo, tendremos, por ser el campo solenoidal; 


y más = ff mdsi 
S, S, 


y entonces, llamando o” y 0” a dos secciones infinitésimas de un mismo 
tubo ve y 0? a las intensidades del campo en ellas, tendremos: 
» y y p 


[92-6] yO — yg 
es decir, en un campo solenoidal las intensidades en los puntos de un tubo 


de vectores de sección infinitésima, son inversamente proporcionales a las 
áreas de las secciones normales. 


2. Ln relación [02-57], también llamada fórmula de Gauss o de Os- 
TROGRADSKT, puede escribirse también en la forma (ver $ 90-3, c): 
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ap 2Q ¿R 
eE (+ dy + d2 )azayaz sl 


= oh Pdydz + Qdzde + Rdxedy , 
8, 


donde debe observarse el orden de las diferenciales en el segundo miem- 
bro, en relación con lo visto en $ 88-5, e. 


d) Fórmulas del gradiente y del rotor. — Las integrales 
triples de grad U y de rotf se transforman así: 


[92-7] dde grad UdV =$ nUds , 
9281 f/f rotrav=ff naras. 


Dem. d,) Haciendo en [92-4] v=U(xw,y,z)a (a= const.) y tenien- 
do en cuenta que por [91-36'] es divv = (grad U).a, resulta 


SS, gradvay = af nUdS , 


y como esta igualdad de productos escalares vale para todo a, resulta 
[92-7] . 


ds) Haciendo en [92-4] v=fáa (a= const,) y teniendo en cuenta 
que por [91-38'] es div (fa) —= a rot f, resulta 


Pf /. riray =$ [ mtajás =«. $ / náAfds , 


o esta igualdad de productos escalares vale para todo a, resulta 


2. Carácter intrínseco de los operadores diferenciales grad, 
div, rot, — Que los operadores diferenciales grad, div, rot, de- 
finidos por sus expresiones en coordenadas cartesianas [66-13], 
[91-17] y [91-31] son en realidad independientes del sistema 
de coordenadas, resulta muy fácilmente de las fórmulas [92-4], 
[92-7] y [92-8], dando esta última también el carácter semi- 
tensorial ($ 63-2, e) de rotf. Ello resulta de la invariancia de 
las expresiones que figuran en los segundos miembros con res- 
pecto al sistema de coordenadas. 


Por ejemplo, si div v tuviera en otro sistema de coordenadas otro 
valor Div y, como el segundo miembro de [92-4] tiene el mismo valor en 
ambos sistemas, será para todo recinto R; 


SNE Div vdV =ff / divvdV ó $5. (Div y — divy)dV =0. 


Si fuera en un punto M, DivvX divy siendo ambas continuas, ten- 
dría la diferencia Divwv-— divv signo constante en un entorno E de P, 
y no podría anularse su integral sobre E. 
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3. Teorema de Stokes. — Consideremos en un campo vec- 
torial v=Pi-+ Qj-+Rk una curva € y una superficie S que 
la tenga por borde. Si n es la normal a S, definimos en $ 91-5 
rotv en cada punto de S como un límite de circulación por 
unidad de superficie encerrada; entonces cabe preguntar si re- 
cíprocamente no será posible, conociendo rotv en cada punto 
de S, reconstruir 
la circulación a 
lo largo de su 
borde C. Divi- 
diendo S en tro- 
zOSs AS; de áreas 
AS; y contornos 
C;¡; mediante una 
red de curvas (fi- 
gura 316), y eli- 
giendo los senti- 
dos de circulación 
y de n de acuer- 

Fig. 316 do. con la orien- 

tación del triedro 

de coordenadas, y un punto M; en cada trozo AS;; tendremos 
por [91-30] 


1 
[92.9] [ rota v || = 5, v.ds + e, 


donde e; tiende a cero con el diámetro de AS;. La suma de las 
circulaciones sobre los C; es simplemente la circulación a lo 
largo de C, pues las integrales sobre los arcos comunes a dos 
AS;, se destruyen mutuamente al tomarse dos veces en sentidos 
contrarios. Resulta entonces por [92-9]: 


[92-10] Í. v.ds = Y [ rot, y 1, AS, — E£/AS,. 





Pasando al límite para máximo diámetro de AS; tendiendo 
a cero de modo tal que máxe;> 0, resulta la fórmula de 
STOKES 


[92-11] dE y.ds = f IN rot, vdS , 


o sea: la circulación a lo largo de una curva simple cerrada es 
igual al flujo del rotor a través de una superficie cualquiera que 
la tenga por borde, eligiendo los sentidos de circulación y nor- 
mal de acuerdo con el triedro de coordenadas con el que defini- 
mos el rotor. Este flujo es entonces el mismo a través de dos su- 
perficies S, y S2 con el mismo borde € y que no se corten en 
puntos fuera de C; como la normal exterior a la superficie 
cerrada S,3-S, se obtiene invirtiendo el sentido de la normal 


$92-4 TEOREMAS INTEGRALES Y APLICACIONES 521 


en una de las superficies S1 Ó S2, resulta que rot y es sole- 
noidal, en concordancia con la identidad [91-407 , 


NoTas: 1, Llamando 2, fa, fia a los cosenos directores de la normal 
n en el sentido elegido, se tienen, para la fórmula de STOKES en coorde- 
nadas cartesianas, las dos formas siguientes (ver $$ 88-4, d, y 90-2, d, 
y cfr. $ 92-1, nota 2): 


[92-12] 0 Pdx + Qdy + Rdz = 
c 
= Mus 4 (R,—Q.) 1 + (P,—R,)ñs + (Q. — P,)nardS = 


== dl (R,—Q.) dydz + (P, —R.)dzde + (Q:.— P,) de dy. 


2. Si la superficie S es un recinto R del plano (x, y), [92-12] da 
la fórmula [88-25] de RIEMANN. 

Aplicando la fórmula de GAUSS - OSTROGRADSK1 (8 92-1, nota 2) a un 
volumen cilíndrico de altura infinitésima, comprendido entre los planos de 
alturas 2 y 2 + dz y suponiendo R=0 se obtiene, 


[92-13] e (P. + Q,) dedy = 0 Pdy — Qde , 


donde el signo — resulta de lo dicho en $ 88-5, c. 
De [92-13] resulta nuevamente la fórmula de RIEMANN [88-25] cam- 
biando P, Q, por Q, —P. 


3. En un campo vectorial v=P(x,y)i + Q (x.y)j en el plano (x, y), 
pongamos divy=P,+Q,. Considerando el contorno € de un recinto R, 
llamemos t,, to; 21, ne, a los cosenos directores de la tangente y de la nor- 
mal exterior, de 


de = tds =— mds , dy = teds = nada , 
resulta por [92-13] 


[92-14] de div y dS =f (Pn, + Qnz) de = / y. .nds =f vade , 
R c c c 


donde el último miembro se llama flujo del campo a través de la curva C. 
Por su analogía con [92-4] suele llamarse a [92-14] fórmula de GAUs8 en 
el plano, pero no es sino otra forma de la fórmula de RIEMANN [88-25]. 


4. Los operadores diferenciales en coordenadas curvilíneas. 
— a) Si las ecuaciones : 
[92-15] 2 = £(0,, Uo, Ua), Y = El(U1 Us, Us), 2 = h(U, Us, Us), 
donde f, g, h son funciones uniformes, y con derivadas conti- 
nuas, son resolubles unívocamente en las %;: 
[92-16] Y —= U; (x, Y, 2) , ( > 1, 2, 3) , 
a cada punto M(x, y, 2) del espacio (o de una región donde las 
condiciones anteriores se cumplen) corresponde por [92-16] 


una terna de números 41, Us, Us, y recíprocamente a cada terna 
uu; corresponde por [92-15] un punto M(x, y, 2), de modo que 
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los 4; constituyen un sistema de coordenadas para la determi- 
nación de los puntos en el espacio. Se las llama coordenadas 
curvilíneas porque cuando dos de ellas toman valores fijos: 
UY = 49, Ug = Ue, al variar la otra, las ecuaciones paramétricas 
[92-17] xx =1T(4, 40,4) ; y = gl(4, 42, us) ; 
2 = h(u1, 42, Ua?) 

representan una línea, en general curva, llamada curva u, (cfr. 
$ 77-2, a). Análogamente se definen las demás curvas de coor- 
denadas: curvas 42 (4 = const,, Y =const.) y curvas Us(U = 
= const., Ys = const.). 

Dado un sistema de valores yu; = 4s%, cada una de las ecua- 
ciones [92-16] representa una superficie, las tres tienen un 
solo punto común, de coordenadas curvilíneas u;%, y dos a dos 
se cortan según líneas u;, por ejemplo, las dos primeras se 
cortan según una línea uz. 

Nos limitaremos al caso más frecuente en las aplicaciones, 
en que para cada punto, las tres superficies [92-16] que pasan 
por él se cortan ortogonalmente, y entonces son mutuamente 
ortogonales las tres líneas u; por cada punto. El elemento de 
arco a lo largo de cada una es ds; = h, du; donde las h;? = 9; 
(cfr. $ 77-2, a) son funciones 41, Us, U4g. Cuando las tres coor- 
denadas u, varían simultáneamente, se tiene (cfr. $$ 76-1 y 
83-6, a): 


[98-18] ds? = 2 ds;2? = 2 h¿? dus?. 
EJEMPLOS; 1, Para las coordenadas cilíndricas r, A, 2, ($ 84-83), se 

ticne: 
[92-19] X= YFC0OSA 5; y = TrSMA ; 2=Z , 
y resulta: 

de = cosáhdr — rsenidi ; dy = senddr + reosidkA ; dz = dz ; 
entonces: 
[92-20] ds = de? + dy? + de = de + 1d) +4 de? 
y por consiguiente 
[92-21] hk=hk=1 ; h=khi="7T 3 ha=h.=1. 


2. Pura las coordenadas esféricas ($ 84-2): radio r, colatitud $ y 
longitud A. se tiene; 


02-22] x =rsen8coskA ; y = rsenfsendk ; 2='rc0s% , 
y resulía 

[92-231 de? = dr + rd” + rsenredais , 

con lo que se Licne 

[92-24] h=h=1 ; h=h¿g="r ; h=h,= rsenó. 


b) Al variar dos de las coordenadas curvilíneas 4;¡, Ux 6N- 
tro Hi, My y Ui-] Ay, tt] de respectivamente, permanecien- 
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do constante la otra coordenada, se tiene un rectángulo curvo 
infinitésimo (fig. 317) de área: 
[92-25] dSi = ds; ds; = 

= Ri Rx deu; Ax - 

Si las tres coordenadas u; 
varían entre Y; y 4; +dus, 
(i=1,2, 3), se tiene un pa- 
ralelepípedo infinitésimo de 
volumen: 

[92-26] dV = ds: dse dsz = 
= hi ha ha dur due dus % 


u,+ Ou, 





us u+Hdu, 
Aplicando a este paralele- Fig. 317 

pípedo el teorema de la diver- 

gencia [92-4] y transformando el primer miembro por el teo- 

rema del valor medio del Cálculo integral, resulta, siendo M un 

punto del paralelepípedo y S su superficie: 


[92-27] — (div v)u hi ho ha du, du duy = al E vn AS 


El flujo a través de las caras perpendiculares a la línea u% 
será por [92-25]: 


OM ho hg dis du) 1, +du, - (o. ho ha duts dus) . = 
= == (ha ha Vo, ) du; dus dus + o(du, due, dus). 
1 
Reemplazando esta expresión y las dos análogas en [92-27], 


resulta, siendo du,, dus y duz infinitésimos, la expresión de la 
divergencia en coordenadas curvilíneas : 


A .1 g 0 
92. A PT A A , 
[92-28] div y => | xy Ot ha.) + =p Oe da 04.) + 


1) 
+ zz O da 0,) |. 


EJEMPLO 3, Se tiene en coordenadas cilíndricas (ejemplo 1): 


1 fi) 1 %, dv. 
4-20 i = — — (uv, E 3 
! 9] div y 7 7 (ru) + 





v en coordenadas esféricas Ro 2): 
1 dy 
rsené 0 





1412-30] div y = 4-5 (49) + —_—_— ETE (sen0v, )+ 


rsen 0 


ev) Dado un escalar $ = 0 (41, 42, Ug), su gradiente v= 
erud d tiene por componente en una dirección cualquiera, 
ln derivada de + en esa dirección: v, = grad, + =04/08, y en- 
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tonces las componentes del gradiente en coordenadas curvilí- 
neas son: 

1 09 

hs du : 

Reemplazando v=erad 6 en [92-28] resulta entonces 


($ 91-6, d) la expresión del operador A de LAPLACE en coor- 
denadas curvilíneas: 


ds 1 0 ha hy 09 
[92-82] 20 lo Je 


[92-31] Y,, = rada, $ = 











hi 041 
A A LN 
DU ha QUe JU hs Us J á 


EJEMPLO 4, Se tiene en coordenadas cilíndricas (ejemplo 1): 


0 2 22 2» 
192381 ae = lr 


E ri E 
y en coordenadas esféricas (ejemplo 2): 
11.9 0 
pi 0 =- 55 (7) + 
1 a d9 1 “o 
+ nd 5 (sens 06 ) ao ae" 


d) Para obtener las componentes de rot v en coordenadas curvilí- 
neas apliquemos el teorema de STOKES al rectángulo curvo infinitésimo 
de la figura 317. La circulación del campo sobre los lados donde se man- 
tiene constante u: vale 

0 
(a, d8a) u,+da, — (Ya, des) u, = ET (Rava, ) du dus + o(dus du). 


Análogamente, la circulación sobre las otras dos caras es un infini- 
tésimo equivalente a 


0 
Ea E (ha 0, ) días dus. 


Dividiendo la suma de las partes principales de estos infinitésimos por 
el área dS:1 — k, ha du, du se obtiene la componente rotu Y: 


1 fi] fi] 
[92-35] rotu, Y u= Tk ES (h,0,,) —_ EE (hu) |. 


Las otras dos componentes resultan por permutación cíclica de los 
sub-índices, 
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EJERCICIOS 


1. Calcular el flujo del vector (xy +y?)k a través del hemisferio 
2 > 0 de la superficie esférica a" + y +2=1l. 


2. Verificar el teorema de la divergencia para el campo X=x, 
Y=1, Z=0 para las regiones: 


19) Paralelepípedo a <x<«w, b<y<D, 0<2<C€'; 
20) Esfera “+yY+zr<r 


3. Calcular el flujo del vector y —(3xy? — 23) i + (ya? — y) j + 3u% k 
a través de la superficie cerrada (2/9) + (y4%/4) + 2*= 1. 


4. Evaluar 
(o, By ) 
d+ Ae 
sobre la mitad 2 >0 del elipsoide (x2/0)* +(y/b)? + (2/c)?=1, siendo 
a, B, y los cosenos directores de la normal exterior en el punto (x,y, 2). 


. 6. Demostrar que una superficie cerrada rígida permanece en equi- 
librio cuando en toda su extensión actúa una presión exterior uniforme, 


6. Si R es una región del espacio limitada por una superficie con- 
vexa S, mediante la descomposición 


0Z fr oz 
SSS 0 day ds ff ad al sz + 
2Z 
Je dr dx dy dz = E Z de dy. 


Deducir la fórmula de Gauss-OSTROGRADSKI en la forma de $ 92-1, no- 
ta 2, y con ello el teorema de Gauss [92-4]. 


probar que 


7. Un campo es central si la fuerza pasa por un punto fijo P 
(centro) y su magnitud y sentido sólo dependen de la distancia a P. 
Probar que el único campo central de centro P, continuo salvo en P y 
con divergencia nula salvo en P, es el campo newtoniano de una par- 
tícula en P (masa >0ó <0). 


8. Un campo es axial si la fuerza es siempre perpendicular a una 
recta fija (eje), y su magnitud y sentido dependen sólo de la distancia 7 
a ella. Hallar la ley de la fuerza si el campo es continuo y con diver- 
gencia nula, salvo en el eje. 


9. Dado el vector v = —yi +(%* 4- 027)j + (2? + y? + 2?) k, calcular el 
So de su rotor a través de la bóveda de VIVIANI. Verificar que es 
iv rot y=0. 


10, 10) Probar que un campo constante X = Y =0, Z=-—y es con- 
servativo, dando el potencial; 2%) Lo mismo para todo campo central 
(ejercicio 7); 3%) Lo mismo para todo campo axial (ejercicio 8), 
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$ 93. APLICACIONES FÍSICAS 


1. Campos newtonianos. — a) Carácter conservativo; po- 
tencial. — El campo gravitatorio de una partícula unidad en 
Mo (Lo, Yo, 20) tiene en M(x, y, 2) las componentes: 

1d LE _ LL SMN 
(981) Po 2-1, 0 HL, 
20 — 2 
R = A 3 


siendo 

r = MM = [ (20 —2)? + (Yo — y)? + (2. — 2942. 

Es fácil verificar que: : 
2 1 o 1 0 

a ir e E 


y entonces el campo es conservativo, con función potencial 
U=1/r: 


[98-37] f = grad U. 


En consecuencia, son conservativos los campos gravitato- 
rios de distribuciones de masas: sobre una curva C con densi- 
dad lineal u, sobre una superficie S con densidad superficial o, 
sobre un volumen V con densidad 7, y derivan de potenciales: 


[93-4] U=/ Las u-=// ds; 


u= $$, dí 


Por [93-3] se obtiene entonces para cada una de las distri- 
buciones anteriores la expresión del campo 


[93.5] 1 =— (LE was ; t=—f( was ; 


t=-— $$ => u.dY , 


siendo u, = r/r el versor en la dirección de r. 





NoTASs: 1. Para que las fórmulas [93-4] valgan en todos los campos 
newtonianos, cuando elementos de igual signo se atraen (como en cam: 
pos gravitatorios), o se repelen (como en campos eléctricos), se suelen 
adoptar las siguientes convenciones: 

1) En todos los campos de fuerzas conservativos f Brad q, se 
llama a q función de fuerzas; 

2") En campos abstractos, el potencial es U=q; 
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39) En campos newtonianos, el potencial en M de un elemento uni- 
dad en Mo es U=1/+=1/MoM, y entonces: 


31) Si elementos de igual signo se atraen, U — q — energía poten- 
cial con signo cambiado; 

31) Si elementos de igual signo se repelen, U — — y = energía po- 
tencial, 


2, La constante aditiva que entra en la definición del potencial suele 
fijarse en los campos newtonianos mediante una convención oportuna. 
Si la distribución de masas es tal que el potencial en M tiende a un 
límite finito cuando M tiende a infinito en una dirección cualquiera, se 
fija la constante de modo que este limite sea 0. ¡Esto es posible en par- 
ticular cuando las masas están contenidas en una región acotada del es- 
pacio. 


3. Las distribuciones de masas que hemos considerado sobre una 8u- 
perficie S, y lo mismo los respectivos potenciales y campos, se llaman de 
simple copa, por oposición a las distribuciones de doble capa (nota 1). 


b) Carácter solenoidal fuera de las masas; ecuación de 
LAPLACE. — En un campo gravitatorio es divf =0 en los 
puntos del espacio no ocupado por masas. Basta observar que 
para el campo [93-1] de una partícula se tiene: 











ra E AA o MY y 0 A 
ió de e mE y  r + de rr — 
3 (Lo — 2) + (Yo — Y)? 4H (20 —2)* 
SS + A A an 
3 3 
A cl pa — ys 


Luego para el potencial de gravedad se tiene en el espacio 
no ocupado por masas: 


[93-6] diví = divgeradU=0 , 


o sea ($ 91-6, d), es U función armónica o solución de la ecua- 
ción de LAPLACE 


[93-7] AU =0. 


c) Integral de Gauss. — En el campo gravitatorio de una 
masa Mm situada en un punto N, el flujo a través de una su- 
perficie $ que la rodea, es igual al flujo a través de una esfera 
E con centro N e interior a S, pues en el espacio entre E y S 
es divf =0. Pero si r es el radio de E y n la normal exterior, 


es Í =(m/r2) (—n), de modo que f, = —mfr? y el flujo vale 
zz M4? = — 4am. 
q2 


Por el carácter aditivo del flujo (respecto de la suma de 
vectores) y paso al límite, resulta de aquí que el flujo dex 
campo gravitatorio de una distribución cualquiera de masa to- 
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tal M, a través de una superficie cerrada que la contenga en 
su interior, y hacia. afuera, está dado por la integral de GAUSS: 


[93-8] S Í, £,dS = — 4xM. 


d) Punto interior a las masas. Ecuación de POIssoN. — 
d1) No es evidente que las conclusiones a que llegamos en a 
subsistan cuando el punto M es interior a las masas; en tal 
caso son impropias las integrales [93-4] y [93-5], pues los fae- 
tores 1/r y 1/r? tienden a infinito para r=> 0. Sin embargo, 
para el caso de distribuciones espaciales estas integrales son 
convergentes, y las conclusiones de a, subsisten. Más precisa- 
mente se tiene: 


Las relaciones [93-3], [93-4] y [93-51 correspondientes «u 
distribuciones espaciales o en volumen subsisten cuando el pun- 
to M es interior a las masas, siendo tanto el potencial U como 
el campo f funciones continuas del punto M en todo el espacio. 


Esta propiedad es consecuencia del teorema 2 de $ 87-2. 


d2) En el interior de un dominio V ocupado por masas de 
densidad r, deja de valer la ecuación de LAPLACE [91-49]. Para 
todo dominio V,, limitado por una superficie S,, tendremos en 
virtud de la integral de Gauss [93-8] y del teorema de GAUSS 
[92-47], observando que 


M= ¡0 dv: 
[93-9] ¡nee divfdV = 4 $1 ¿ dv. 


Resulta de aquí por ser V, un dominio cualquiera: divf = 
= —4nr, o sea la ecuación de Poisson, que generaliza la de 
LAPLACE: 


[98-107] AU = —Ánr. 


2. Derivadas locales y derivadas sustanciales. — Al estu- 
diar el movimiento de un flúido podemos considerar los valores 
que toma en función del tiempo una magnitud escalar w 0 vec- 
torial w (por ejemplo la velocidad v) ya sea en un punto fijo 
del espacio (punto de vista local o de EULER), ya sea en una 
misma partícula móvil (punto de vista molecular o de LAGRAN- 
GE). A estos puntos de vista corresponden respectivamente los 
conceptos de línea de flujo y de línea de corriente. En general 
los problemas técnicos se presentan bajo el aspecto euleriano, 
por ejemplo, en las corrientes en canales interesa esencialmente 
el comportamiento en secciones dadas. 
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Entre las derivadas 


dw E . dw 
local O sustancial w = Ze > 


que resultan de considerar la variación de w ya sea en un 
punto fijo, ya sea en una misma partícula móvil, existe la si- 
guiente relación 

du —3w 0w 3 
ri EE 
siendo P, Q, R las componentes de la velocidad v. 


0w 
Q+ 3 EF , 


Dem. La partícula móvil M que en un instante t ocupa la posición 
H(z,y,z), transcurrido un intervalo infinitésimo dt ocupará la posición 
K=H + vat, de coordenadas x-+Pdt, y+Qdt, 2 Rdt. Entonces el 
incremento de la función w=w(t; x%,y,z), o Sea 

w(t+ dt; » + Pdt, y + Qdt, 24-Rdt) — w(t;x,y,z), 
es, supuesta w diferenciable ($ 67-2) un infinitésimo equivalente a 


dw dw dw dw 
O O JE 





y TE aquel incremento es por otra parte equivalente a w dt, resulta 
[93-111. 


La relación [98-11] puede escribirse también 
[93-12] ma o v. yw = E + v grado, 
y la análoga que resulta de [93-11] reemplazando w por un 
vector w puede escribirse también 
dw 
de 
indicando, como es usual, con v . y w el producto (y w)v (8 63-2) 


del tensor derivado yw (872-4) por el vector v, o sea (cfr. 
[63-10]): 


[93-18] =p : 


gw ow oW 


Por ejemplo, la aceleración a de una partícula del flúido 
tiene, desde el punto de vista euleriano, la expresión 
dv oy ov ov ov 

A a a O 


3. Presión interior. — a) Para comprender el estudio di- 
námico de los flúidos, vamos a investigar las propiedades de 
las tensiones interiores. Si M es un punto de una masa flúida 
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en reposo y se traza por él un plano cualquiera, éste sufre por 
ambas caras presiones iguales y opuestas. Consideremos en ese 
plano un entorno de M y dividamos por su área la resultante 
de las presiones que una parte del flúido ejerce sobre la otra; 
este cociente puede considerarse como presión media. Al tender 
a cero dicho entorno, se admite que este cociente tiende a un 
límite, el cual se llama presión hidrostática en el punto M, co- 
rrespondiente a la orientación del plano elegido, 

La propiedad característica de los líquidos perfectos sin 
rozamiento es el hecho experimental de la perpendicularidad 
de la presión al plano respectivo; y esta propiedad constituye 
el fundamento de la Hidrostática. En los líquidos en movimien- 
to pueden presentarse tensiones oblicuas, pero sus componen- 
tes tangenciales se desprecian en un primer estudio, y la nor- 
mal recibe el nombre de presión hidrodinámica. 

Consideremos con vértice en M un tetraedro infinitésimo 
con tres caras perpendiculares a los ejes x, y, z, de áreas 
So Sy S¿. Sea S el área de la cuarta cara, n su normal exte- 
rior, y Dz, Dv, Pz, P las presiones sobre cada cara. Como condi- 
ción de equilibrio del tetraedro se tiene: 


pS cos(n, 2) = p.S, , pScosín, y) = pS, 
pS cos(n, 2) = pS; , 


y como por otra parte es 
S, = S cos (n, x) , 
S, = S cos(n, y) , 
C 





S; = $ cos(n, 2) , 
resulta 
[98-15] p = Ds = Py = Dz 


es decir: la presión en 
cada punto es indepen- 
diente del plano consi- 
derado. 


b) Consideremos el 
prisma rectangular in- 
finitésimo de la figura 
318, de caras paralelas 
a los planos coordena- 
dos. Las fuerzas sobre 

Fig. 818 las caras perpendicula- 
res al eje x son: 
cara ADD'A': — pdydz 


cara BCC'B'*: = p+ a dx dydz. 


8 93 -4 APLICACIONES FÍSICAS 531 


Por consiguiente, la componente según x= de la fuerza f = 
= fii4+ fo] + f¿k por unidad de volumen será —3p/2x%, y análo- 
gamente para las otras dos, de modo que: 


Er sn 00 -_% 
[93-16] fi ES da ? fe EA Y , fe E Er 
o sea 
[93-17] f=—erado , 


es decir, el campo de fuerzas f es conservativo con potencial 
—p; las superficies equipotenciales son las de presión constan- 
te. En particular la superficie libre del líquido es equipotencial. 


c) Flúidos en equilibrio. Caso de flúidos pesados. — c,) Pa- 
ra que un flúido esté en reposo, las fuerzas exteriores f* deben 
equilibrar a las fuerzas f provenientes de la distribución de pre- 
siones. Será entonces por [98-17]: 


[93-17] f= —gradp , 
Entonces: un flúido sólo puede estar en reposo bajo la ac- 
ción de fuerzas conservativas, o sea, de un campo irrotacional. 


Las presiones quedan entonces determinadas por [93-18] a me- 
nos de una constante aditiva. 


es) Para un flúido de densidad e bajo la acción de la gravedad es 
í*— —ogk, y entonces 


[93-191] gradp =— — Qgk, o sea: 
dp _ dp dp 
de E Tai ie E 


siendo las superficies equipotenciales o isobáricas planos horizontales. 
Si el flúido es incompresible, es decir e independiente de p, lo que 
ocurre aproximadamente con muchos líquidos, se tiene 
Pp = —o0qgz + C. 
Si el flúido es un gas ideal, de la ecuación pV =nRT, donde q es el 
número de moles, resulta 
[93-20] p= RT 


siendo y el peso molecular. Reemplazando en [93-19] e integrando ($ 51-1, 
fórmula 2), resulta la ley de decrecimiento esponencial de la presión con 
la altura z 


[93-21] p = po (WÍ/RTIZ, 
y de aquí, por [93-20], la ley de decrecimiento de la densidad. 


4, Ecuaciones de la hidrodinámica. — a) Llamando f* a 
las fuerzas exteriores por unidad de volumen, la fuerza total 
que actúa sobre el volumen infinitésimo dV será por [93-17], 
(£* + 1)dV = (f* —gradp)dV. Teniendo en cuenta la expre- 
sión [98-14] de la aceleración resulta, por la ley de NEWTON 
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de la Dinámica la ecuación del movimiento de EULER, que pue- 
de expresarse en la forma euleriana 


[93-22] [+ v. yv | = f* —gradp , 
o lagrangiana 


[93-23]. dy 


ea 
b) Busquemos ahora la condición para que el flúido que 
en la unidad de tiempo ha incrementado el volumen V, haya 


atravesado la superficie que lo limita. El incremento de masa 
en la unidad de tiempo es 


551, far 


por otra parte, en dicha unidad dl tiempo, por el elemento dS 
penetra el volumen —v,dS (n normal exterior), luego por toda 
la superficie atraviesa la masa 


Ol gun As , 
ME Lay = A 00, ds, 


y aplicando a la segunda integral el teorema de GAUSS [92-4]: 
[+ aivton | dv =0. 


De aquí resulta, por ser arbitrario el volumen V, la ecua- 
ción de continuidad, de EULER, en la forma euleriana 


[93-24] e + div(ov) = 


= f* — grad p. 


y resulta 


Si hay manantiales (sumideros) de caudal específico e (ma- 
sa por unidad de tiempo y de volumen; signo — para sumi- 
dero), en el segundo miembro de [93-24] debe figurar-e en 
lugar de 0. En general, e = e(x, y,2,t), como en el caso de 
condensación de un gas. 

De [93-12] y [91-86'] resulta la ecuación de continuidad 
de EULER en la forma lagrangiana 


[93-26] 2 Edo, 
En un flúido incompresible es do-dí = 0 y por [93-25] el 


campo de velocidades v es solenoidal. Si el movimiento es ade- 
más irrotacional existe un potencial U tal que v = grad U y 
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resulta AU = div grad U = div v =0, és decir: En el movimien- 
to irrotacional de un flúido incompresible, el potencial de velo- 
cidades satisface a la ecuación de LAPLACE. 


En un flúido cualquiera, si el movimiento es estacionario 
es d0/0t= 0, y por [93-24] resulta solenoidal el vector qv. 


c) Para las cinco magnitudes que determinan el movimien- 
to del flúido, a saber: v (con tres componentes), p y o, tene- 
mos cinco ecuaciones: de movimiento (con tres componentes), 
de continuidad, y la ecuación de estado del líquido o gas. El 
problema hidrodinámico consiste en determinar con estas cinco 
ecuaciones, las cinco funciones P, Q, R, y, e, de modo tal que 
se cumplan determinadas condiciones iniciales y de contorno, 
y bajo la acción de fuerzas exteriores f* prefijadas. 


EJERCICIOS 


1. a) Atracción de un segmento rectilineo homogéneo 0<x< l, 
y =z=0, de densidad lineal u, sobre una masa 1 en un punto P(x, 0, 0) 
de la recta que lo contiene; db) Deducir que la atracción en P es la 
misma que la de toda su masa M concentrada en un punto Q (partícula 
equivalente) cuya distancia a P es igual a la media geométrica de las 
distancias de P a los extremos del segmento; c) Considerar los casos 
límites en que P: cs) se acerca a un extremo del segmento; ca) se aleja 
indefinidamente sobre su recta. 


2. Hallar el potencial newtoniano de la varilla del ejercicio anterior; 
probar que es 
ECO NA a il e a 





Var +i—e 
y que puede ponerse 


U= == arg cotgh 242 


siendo Y y Ta las distancias a los extremos de la varilla. Deducir que 
las superficies equipotenciales son elipsoides de revolución con sus focos 
en esos extremos, * 





3. Interpretación newtoniana del potencial logarítmico, — 1%) Probar 
que una varilla infinita (eje z) de densidad lineal constante p atrae a 
una masa unitaria a distancia r de ella con una fuerza de intensidad 
2u/r; 20) Los puntos del plano (x,y) son atraídos hacia el origen con 
una fuerza 24/Vx*-+ y*; probar que dertva de un poterícial (potencial 
togariítmico) y hallarlo, 


4. En el potencial de una varilla (ejercicio 2) en un punto P, verl- 
ficar: 109) Si P tiende a un punto de la varilla U—>o; 2%) Si la longi- 
tud tiende a infinito en ambos sentidos permaneciendo fijos P, la recta 
sostén y la densidad lineal y, entonces U—> 00; 3%) Observar que en este 
taso no se puede satisfacer la condición U—>0 para P-—> 00, pero probar 
que si el potencial es primero modificado por la sustracción de una cong- 
tante adecuada, digamos el valor de U en algún punto fijo a distancia 1 
de la recta de acción, el potencial así alterado tiende a un límite finito 
al prolongar Ja varita inimitamente en ambos sentidos. Probar que este 
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límite es 24 In(1/r) siendo r la distancia de P a la varilla (cfr. ejer- 
cicio 3), 


5. 19) Hallar la atracción de un arco de circunferencia de radio + 
y ángulo central 24 con densidad lineal u, constante, en el centro; 20) 


Probar que la partícula equivalente (ver ejercicio 1) dista r Va/sena 
del centro, 


6, 1%) Probar que una varilla circular homogénea y +2=>", z2=0, 
de masa M, tiene en un punto P(x,0,0) de su eje, potencial P = M/d 
con d=Vr+a*; 20%) Hallar la fuerza y probar que existe sobre el 
eje una partícula equivalente (ejercicio 1) en un punto Q, hallar la dis- 
tancia D = PQ. 


7. 1%) Hallar el potencial de un disco circular homogéneo “+ y < 
SY, z=0, de masa total M, en un punto P(0,0,2) de su eje y veri- 
ficar: 2%) La integral para el potencial en el centro del disco es con- 
vergente; 3%) El potencial es siempre continuo en el eje; 4%) Su deri- 
vada en el sentido del eje tiene un salto —4xo en el origen. 


8, 1%) Hallar directamente o utilizando el ejercicio anterior la atrac- 
ción de un disco circular hómogéneo de radio r, en el plano xy y con 
centro en el origen, sobre P(0,0,%);5 2%) Límites para 2 >0', 2>0", 
y valor en P(0, 0,0). 


9. Utilizando el resultado del ejercicio anterior, hallar la atracción 
en el vértice producida por un cono circular recto homogéneo, 


10, Utilizando el ejercicio 8 calcular la atracción de un cilindro ma- 
cizo de densidad 7 sobre un punto exterior de su eje [cilindro r*+ y < al, 
0<b<2< €], sobre el punto P=0(0,0,0)]; 2%) Atracción de un ci- 
lindro maciso sobre un punto interior de su eje; 37%) Verificar que en 
los dos casos anteriores la fuerza varía con continuidad al moverse el 
punto sobre el eje (cfr. ejercicio 1, c,) pero la derivada respecto de la 
cota del punto experimenta un salto 4x7 al entrar o salir de la masa. 


11. Probar que el potencial de una esfera hueca homogénea es, en 
puntos exteriores, el mismo que si su masa estuviera concentrada en el 
centro, y en puntos interiores, constante e igual al límite del potencial 
en el exterior, 


12. Hallar, directamente o utilizando el ejercicio anterior, la atrac- 
ción de una esfera hueca homogénea x + y4+2=r": 19 En un punto 
P(0,0,a) fuera de la superficie (a3+r) probando que la esfera atrae 
a una partícula exterior como si toda su masa estuviera concentrada en 
su centro, y no ejercita fuerza sobre una partícula interior; 2%) En un 
punto P(0,0,r) de la superficie, probando que la fuerza depende sólo de 
la densidad superficial y no del radio. 


13, Calcular la densidad media de la tierra supuesta esférica y con 
densidad sólo dependiente de su distancia al centro, teniendo en cuenta 
la definición del metro (107 del cuadrante del meridiano) y los valores 
en el sistema c.g.s. de la aceleración de la gravedad gy—981cem.sg* 
y de la constante de gravitación k= 6,66.10% (F— kmM/r” y entonces 
k cs la fuerza en dinas con que se atraen dos masas de 1 g a la dis- 
tancia de 1 cm). 


14. Suponiendo la tierra esférica de radio R con densidad que a la 
distancia r del centro vale 7= A —B»” (siendo 7—2,2 en la superficie 
y Ti=6b,5 en el centro), probar que la atracción en un punto interior 
entú dada por 

gr 5(1n4+3)— /"/Rr 
k 5n+8 iS 


dondo g es el valor de la gravedad en la superficie, Caso en que n-:1l. 
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15. Probar que en coordenadas cilíndricas (r, A, 2) ($ 84-3) conside- 
rando las componentes de la velocidad v: v, (tangencia!, normal al plano 
meridiano), v, (radial, en el meridiano y normal al eje) y v. (axial, pa- 
ralela al eje), la ecuación de continuidad de EULER en la forma euleriana 
[93-24] se escribe 


do 1 d 0 9 ; ll 
TIMO [ (qrv,) + a (ev) E (qrvu,) ] =0 , 


y para un flúido incompresible: 





óv, Vr 1 9, dv, 
e la de 


Ejercicios sobre polinomios de LEGENDRE (Cap. XVI, nota 11) y 
funciones conexas, en relación con la teoría del potencial, 

16. Calculando la distancia » entre los puntos en coordenadas esfé- 
ricas (8 84-2) P(0,1,0 =¿ix—q), Qlo', 1,0" =ir— q) deducir del teo- 
rema del coseno de la Trigonometría plana, el teorema del coseno de la 
Trigonometría esférica. 


17. Con las notaciones del ejercicio anterior, siendo «w el ángulo 
POQ, t=c0sw y P,(t) los polinomios de LEGENDRE, probar que 
1 1 le 
[93-26] — = Po(t) — + Paít) Ll 4... + Pntt) +... 
r 0 (y Q 
18. Probar que cada término de [93-26] 
H, = H.(x,y,2) = P.(t)0"/ q" 
es un polinomio homogéneo de grado n en las coordenadas a:, y, 2 de P. 
19. Probar que los polinomios homogéneos H,(x, y,2) (ejercicio 18) 
son funciones armónicas, es decir, satisfacen a la ecuación de LAPLACE. 
Se las llama armónicas esféricas sólidas, aunque esta denominación se 


usa a veces para toda solución homogénea de la ecuación de LAPLACE 
(ver $ 91, ejercicio 12). 


20, Por ser H,(x,y,2) homogénea de grado n en x=, y, z puede po- 
nerse en la forma 
[93-27] Ha(=,Yy,2) = Ya (A, 8). 

Probar que Y,(7,8), llamada armónica esférica de superficie (sur- 
face spherical harmonic) de grado n, satisface a la ecuación diferencial: 


2 Y, YY, a ES 
[93-28] senQ nl sen Q E) + ETS + nin +1)sen* 9Y, = 0, 
21. Para Q(0;0;1) resulta de [93-26] y [93-27] que P, (té) es una 
armónica esférica de superficie, independiente de 4 por ser v=8 y en- 
tonces ¿t=cos 9. Aplicando [93-28] a este caso, obtener la ecuación dife- 
rencial de los polinomios de LEGENDRE: 


[93-29] el (1—*) 25. + n(n+1)P, =0, 


22. «) De la identidad 
[98-307]  (1—2kcosow +? + = (1 — heio)4 (1—herioy3 , 
obtener la expresión de los polinomios de LEGENDRE como polinomios tri- 
ponométricos: 
[93-31] P,, (cos (0) — 2c,0, cos 0 + 2e,C,-cos(n —2)w0 + 
+ 2CaCn-2CO0S(R — AJO +...) 
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siendo c, los coeficientes del desarrollo de de (1—x)"i en serie de poten- 
cias de x; b) De aquí deducir que el máximo de P,(t) para —1<+t<1 
se alcanza en ¿—1 y entonces (Cap. XVI, nota III, e) es 1. , 


23. Probar que el potencial en P(x,y,2) de una distribución de 
masas de densidad continua 7 en un dominio D, es desarrollmble en una 
serie de armónicas esféricas : 


[93-32] U-= EE T — dV = Holx,y,2) + Halo, 4,2) +... , 


con 
(93-381 Hna = e [ff 7 LA sen 9 ag ara”, 


(t=c0s w variable en la integración), convergente en todo punto inte- 
rior de la esfera con centro en el origen, supuesto exterior a D, hasta 
el punto más próximo de D, y uniformemente convergente en toda esfera 
concéntrica menor. 


. 24, Si M es una masa uniformemente distribuída sobre la superfi- 
cie de la semiesfera "+ y? +4 2?=a?, 2 > 0, probar que el potencial new- 
tontano correspondiente es 


M 1/r 1.1/ + 1* 
U= ul Poí(cos 8) + + (4) P.(cos 8) — + (4) Ps (cos $) + 
u= LL purcos o) + (2) Parcos 8) — FL (2) Patcos 0) + 
E AL A 24 Nr)" 
1.3 o 
+ 3495) Poteoso) — ... ; da 


25. Probar que (2 +%xcosu + 1y seno)” es una armónica esférica 
sólida de grado n, y deducir de ello que ¿cos 8 + ¿sen $ cos(á — 4) p”, 
(A = longitud, € =colatitud), es una armónica esférica de superficie, 


NOTAS AL CAPÍTULO XXIII 


TI. Potencial newtoniano de doble capa. — Consideremos un trozo $ 
do superficie bilateral dada por el vector variable s=s(u, v) definido 
en un dominio del plano (u,v) (3 72-7), y tal que en todos los puntos 
tiene plano tangente cuyos cosenos directores varían con continuidad. 
Orientemos S fijando un sentido al versor normal n—n(u, v)=mi + 
-|- na] + nak. 

Para cada valor de la constante 1 > 0 consideremos la superficie S, 
dada por el vector 8; = 85: (u, v)= s(u, v) + In(u, v), que supondremos no 
so corta a sí misma para [ suficientemente pequeño (fig. 319). 

Supongamos que sobre las superficies S y S, están distribuídas car- 
gas elóctricas con densidades a=0(u,v) y 0 =0(4,v) tales que si 
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dS y d$S, son elementos de área correspondientes, sean iguales y opuestas 
las respectivas cargas, 0.dS, =—odsS, lo que ocurre aproximadamente 
en los condensadores, 





Fig. 319 


El potencial de estas cargas en un punto P (fig. 319) Es ($ 93 Ad a): 


array Uf sas + $, qas =$ CA EA as 


Supongamos ahora que S, se acerca a S (es decir, en pero a 
la vez crecen las cargas de modo tal que el producto o.!l tienda unt- 
formemente en S a una función u(u, v); como además es 


A HN El 1 a 1 
MT l+=+)= 4 (+) + 
1>0 r Yi n r 


resulta en el límite el poteneial 


[XXIIT-2] e dE y . en (+=) ds 


llamado potencial de doble capa, de momento y 

Para dar una forma más intuitiva a [XXNE 2] observemos que si 
(t,n,£) son las coordenadas cartesianas del punto variable sobre la su- 
perficie S, es 





E 
Ton 7 E a Y EN dn 3 de 
= — [cos(r, x) cos(n, 2) + cos(r, y)cos(n, y) + cos (r, 2) cos (n, 2) ] = 
= — cos(r,n) 
pues 
dE 
a cos(n, e) , 
dr d $ 
sE = E Vit. = E = — costra); ...; 
entonces 
ER o A E E 
ón rr] "Y da Sl S 


y [XXIII-2] toma la forma: 
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[XXII-3] =/ So. ae Das, 


Esta expresión permite dar una interpretación geométrica sencilla” 22 
potencial U. El ángulo sólido bajo el cual se ve un elemento de super- 
ficie desde P es 


cos (n, r) as 


do = 
Así calculado este ángulo sólido es positivo o negativo según que (nx, 7) 
sea agudo u obtuso, Llamando «w al ángulo sólido bajo el cual se ve 
toda la superficie S desde P, será para p=1: 


[XXTIH-4] Uv , 
y entonces si S es una superficie cerrada que limita un volumen V será 
[XXTIT-5] U=d4x Óó U=0 


según que P sea interior o exterior a V. 
Si p es variable en S, existirá un valor intermedio p tal que 


U=+0. 


II. Fórmulas de Green y consecuencias, — a) Si las funciones 
U=U(x.y,2), V=V(x*.y,7) tienen derivadas segundas continuas en 
un dominio D, que ineluye su contorno S, de normal exterior n= ui + 
+3 + mnk, aplicando el teorema de la divergencia [92-4] al vector 
y=U grad Y, y observando [91-36'], [91-47] y que 


av dv ov Ñ NA 
(U grad V).n = U (G-m+ Ge + q w)=0 a? 


obtenemos la primera fórmula de GREEN: 


[XXIII-6] ON [UAV + grad U grad V] de dy de = 
D 


a 


Restando de esta igualdad la que resulta de permutar U con V se 
obtiene la segunda fórmula de GREEN: 


[XX111-7] da (UAV — VAU)dz dy dz = 
D 
d a 
= Luv e) as. 
S n n 
b) Teoremas integrales para funciones armónicas. — b,) Haciendo 


V=i en (XXI11-7], V=U en [XXIIM1-6] y suponiendo que U es una 
función armónica, resulta 


(o 
IR U E dS = 7 (grad U)* du dy dz. 


De [XXIII-7] resulta también sí U y V son armónicas en el inte 
rior de oS: 


[XX111-8] 
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av SU 
[XX111-9] If [u Sr Y [as =0. 


ba) Expresión de una función 
armónica en D por datos en el 
contorno S, — Sea U una fun- 
ción armónica en un dominio 
D de contorno S. Si P(f£,m.f) es 
un punto interior de D, la fun- 
ción V=V(x,y,2) =1/r, donde 

r=MP= 

= V(e—+4 (y—w + (2) 
es armónica en el dominio D — 
que resulta de excluir un entorno 
esférico K de P, de contorno 3, 
(fig. 320), En D—K ambas 
funciones U y 1/r son armóni- 
cas, de modo que puede aplicarse 
[XXII1-9], obteniéndoge: 





9 1 1 9U 
E TP AE ca E as 
[XX111-10] ¡es Ub tie al 
dE 12 de 
= $ f q Urra. 
En 2 es r=h, 0/0h = —0fón (fig. 320). El primer miembro de 


[XXIM1-10] se transforma así, tomando coordenadas esféricas ($ 84-2) 
de origen P: 


U Le ) U 
SE lr tas= $, ¿U—h Tn p sen 0 d0 di , 


y para h>0 tiende a 4xU,=—4xrU(£,n,/), de modo que resulta por 
[XXIII-10] la tercera fórmula de GREEN: 


1 1 0U 9 1 
A 


y 


que expresa una función armónica en el interior de un dominio D me- 
diante datos (U y 9U/0%x1) sobre el contorno S, 

También expresa [XXII1-11] que toda función armónica puede ex- 
presarse como potencial newtoniano. Más precisamente, una función ar- 
mónica en un dominio D se puede expresar como suma de potenciales 
newtontanos de distribuciones sobre su contorno S, uno de simple capa 
($ 93-1, nota 3) de densidad 


1 2U 


dx  0n 
y otro de doble capa (mota 1) de momento —U/4x. 
Debe advertirse sin embargo, que [XX111-11] no implica que pueda 


determinarse una función armónica en D prefijando los valores de U y 
de 9U/2%x en S, por ejemplo, poniendo 


0 
[XXNT12] U=f(640) , —=8(802) , (20,2)88. 

En efecto, con la sola condición U=f(x,y,2) en S, con í continua, 
puede determinarse U unívocamente en D. En esto consiste el primer 
problema de contorno de la teoría del potencial, o problema de DIRICHLET, 
que tiene solución única. 
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También con la sola condición 9U/0n=gl(x, 4,2) en S, con g con- 
tinua y tal gue | $. gdS=0, puede U determinarse en D, a menos de 
una constante aditiva, En esto consiste el segundo problema de contorno 
de la teoría del potencial, o problema ae NEUMANN. Si es á gds 40 
no puede haber solución en virtud de la primera [XXII1-8]. 


_1L Análisis tensorial. — a) Campos tensoriales en coordenadas car- 
tesianas ortogonales. — 1) Los tensores que hemos estudiado en $ 63 
tienen componentes constantes y se presentan al considerar propiedades 
de un solo punto (tensión, momento de inercia, ete.); pero claro es que 
al variar ese punto las componentes varían en función de sus coordenadas 
y resulta un tensor función del punto, o brevemente un campo tensorial; 
en particular se llama campo vectorial, o campo escalar, en los dos casos 
más sencillos, 


EJEMPLOS. La temperatura y la presión de un flúido en cada punto 
son ejemplos de campos escalares, 


El camipo gravitacional de centro O es vectorial; en cambio, los vec- 
tores funciones de una variable u, estudiados en $ 73, no forman campo 
vectorial, 

Desde ahora designaremos las coordenadas ortogonales con índices 
superiores: qa, a”, x*, Indicamos asimismo con 2”, e”, a* las coordenadas 
en un nuevo sistema, también ortogonal, obtenido por rotación, y por 
AMa=cos(e*,x0*) los cosenos de los ángulos de los ejes de uno y otro 
sistema (donde el índice inferior en Af, se refiere al eje en el sistema 
antiguo). Las fórmulas de rotación [61-6] son 


[XX111-13] : al =itia , 


usando una convención debida a EINSTEIN (1915) según la cual el sím- 
bolo de sumación se suprime cuando se refiere a un índice que figura 
una vez como subíndice y otra vez como índice superior en el término 
general, entendiéndose que en tal caso debe sumarse respecto de dicho 
índice, llamado entonces índice mudo. Para representar en forma seme- 
jante (es decir, usando la convención precedente que obliga a distinguir 
entre índices inferiores y superiores) la transformación inversa dada en 
$ 61-1 por [61-7] debemos considerar la matriz traspuesta ($ 61-4, a) 


44 = 414) = ¿eos (2%, 0) + 


donde el índice inferior se refiere al eje en el sistema-nuevo. Tendre- 
mos así: 


3 
[XX11T-14] x' =,2,4 at 4140" 


da) Velocidad y gradiente. — He aquí dos ejemplos importantes de 
campo vectorial: 


1%) Si un sólido se mueve, las coordenadas de cada punto son fun- 
ciones de t; y como los coeficientes de la fórmula de rotación de ejes son 
constantes, se pueden derivar éstas, término a término, y por tanto las 
componentes v! y v'* de la velocidad satiufacen a la misma ley lineal 
[63-1] adoptada en $ 63-1, a, como definición de vector: 


¿4 k 
[xx111.15] vt= E = — (Qt) 4 te = Amor. 


2%) El gradiente ($ 66-6) de un campo escalar p(e,0,0)= 
:= 07 (06%, ce”, 2) tiene como componentes en uno y otro sistema las de- 
riviulhsa que indicaremos por: 
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05 ap' 


[XX111-16] UU = E uy = E 
y al cambiarse de ejes, “resulta de [XX 11-14]: 

] dp de si 
[XX111-17] Uk = Ss, 5 TS = uh 


y análogamente de [XXI11-13] 
[XX111-18] Uy = Us Ni. 


4%) Encontramos aquí una novedad respecto de las fórmulas 
[XXI11-15] de transformación de las componentes de la velocidad: mien- 
tres en [XXIH-15] la transformación directa v* => y'* (de las componen- 
tes antiguas a las nuevas) tiene matriz 41',), las componentes del gra- 
diente se transforman por [XXIIL-17] mediante la matriz trespuesta 
1 tsp. (Con nuestras notaciones sólo en el primer caso el signo = se- 
para, como en [XXII-13] y [XXIII-14], las letras con tilde de las 
otras), Para caracterizar estas distintas leyes de transformación, dire- 
mos que las u,, u', constituyen las componentes en uno y otro gistema 
de coordenadas, de un vector o tensor simple covariante, mientras que 
las v*, v'* que se transforman como las coordenadas (y análogamente las 
coordenadas mismas) son las componentes de un vector o tensor simple 
contravariante. 


as) Derivación de vectores. — Puesto que el gradiente, considerado 
como derivada de un campo escalar, es un campo vectorial, parece natu- 
ral definir como derivada de un vector al cuadro o matriz cuyas nueve 
componentes sean las derivadas a', =0%0'/0%* de las tres componentes a' 
del vector. Vimos en $ 72-4, b, que esta matriz tiene carácter tensorial, 
es decir, define un tensor doble, suponiendo coordenadas cartesianas orto- 
gonales *, 

Condiciones necesarias y suficientes para que un campo vectorial sea 
constante, es la anulación de su tensor derivado. Pues la anulación del 
tensor derivado equivale a la anulación de todas las derivadas de las tres 
componentes, 


Gu) Derivada de un gradiente. — Si el vector a es el gradiente del 
escalar u, las componentes son las derivadas parciales de u, que designa- 
remos así: dd —4, ad, 0 Us. 

En tal hipótesis, suponiendo continuas las derivadas segundas, son 
iguales las derivadas cruzadas: 


[XX111-19] a. = An = Un = Oujda*da* 
es decir: el tensor derivado de un gradiente es simétrico. 


Generalización. — Las 27 derivadas de las 9 componentes de una 
díada forman una matriz cúbica; y repitiendo el cálculo anterior, con 
ligeras variantes, se ve que esta matriz obedece a la ley lineal de trans- 
formación y representa, por tanto, un tensor triple o tríada, siempre con 
la hipótesis de coordenadas cartesianas rectangulares, 

Fácil ejercicio es la repetición de la demostración anterior para cual- 
quier número de índices, y resulta: 

En coordenadas cartesianas rectangulares, las derivadas parciales de 
un tensor de rango r formam otro tengor de rango r +1, llamado deri- 
vado de aquél. 


am) Divergencia. — Este concepto, fundamental en el Cálculo vecto- 

* No acontece lo mismo en coordenadas oblicuas o curyllíneas; para lograrlo es pre 
«lao introducir términos complementarios, formando así la derivada covariante y. la con- 
truevariante. a 
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rial clásico, aparece de modo muy natural y con mayor alcance en este 
Cálculo generalizado. En efecto, 


[XX111-20] diva = 0 + 4 +4 


es invariante por ger el escalar dado por la contracción ($ 63-2, d) del 
tensor derivado. Si las coordenadas son oblicuas o curvilíneas, no sub- 
siste esta propiedad invariante. 

Dado un tensor doble A —(a'*) de componentes variables, se define 
de dos modos el vector divergencia, Las componentes d;,, de, da de éste 
son las sumas de derivadas: 


dd =0% + a 4+04% , (¿=1,2,3), 


es decir: las tres componentes del vector divergencia son las sumas de 
las derivadas que forman cada fila del tensor respecto de la variable 
de igual índice, esto es, la primera componente es la suma de derivadas de 
la primera fila respecto de x*, y análogamente las otras. 

Derivando por columnas resulta, análogamente, otro vector divergen- 
cin del mismo tensor A. Por tanto, si éste es simétrico, sus dos diver- 
gencias coinciden, 

Omitimos la demostración del carácter tensorial de la divergencia, 
que el lector puede hacer como ejercicio, y nos limitamos a mencionar 
ustas importantes aplicaciones: 

12 La divergencia del tensor de esfuerzos es igual a la fuerza uni 
taria en cada punto, 

2% Si sobre cada punto de un medio continuo deformable, de densi- 
lad constante o variable p, actúa la fuerza unitaria F, y son a., las 
componentes de la tensión T, funciones del punto, las tres ecuaciones clá- 
sicas de equilibrio quedan resumidas en esta sola: divT = —F. 


3% Si el medio continuo está en movimiento, y es y la velocidad de 
cada punto, las tres ecuaciones del movimiento están condensadas en ésta: 
divT =—F + dy/dt. 

Esta ecuación es fundamental en iJlastodinámica, como la anterior 
lo ts en Elastostática. 


,,) Rotor. — Las componentes de rot a, es decir, ah— a%, 4, — 
a',-—a*, son las componentes situadas a un lado de la diagonal en el 
teusor deducido del tensor derivado por la operación de restarle su con- 
jugndo, 


b) Tensores en coordenadas curvilineas. — b,) Diferenciales y deri. 
vadas, — Anélogamente a lo visto en $ 92-4, a, para Ex, podemos de: 
finir cn un espacio euclídeo E, de n dimensiones (Cap. XVII, nota 11) 
un sistema de coordenadas curvilíneas (ul, ...,r"). Consideremos una 
transformación de coordenadas a otro sistema (u”,...,u”") dado por » 
funciones, continuas conjuntamente con sus derivadas parciales primeras: 


[XxX111-21] ult— A (42, ..., 4). 


Para que la transformeción "XXI11-21] sea invertible en un cierto 
eaunipo, deberá ser en él: 
A 
-29 E A 
TXXx11-22] J ICI 
y entonces sue expresan recíprocamente: 
|XX111-23] == N' (ar... un), 


El caso más sencillo cs el estudiado en e, en que las coordenadas car 
Lonianas se transforman mediante funciones lineales de coeficienten conn 
tantes, Ex cambio, la transformación dada por [XX111-21] y [XX111-231] 
ue vs o guueral lineal, Como la forma lineal de las transformaciones li 
Jugado un papel fundamental en e, parecería que el problema allí ve 
unelto pruen coordenadas enttesinias se complien buto para Ins evovdo 


0 
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nades generales que todos nuestros resultados serían inaplicables. Sin 
embargo, vamos a ver que lo dicho en 4,, da y Gs subsiste con muy leves 
modificaciones. Esta feliz generalización se debe al hecho siguiente: por 
complicadas que sean las funciones )*, 2'*, las relaciones existentes entre 
sus diferenciales son lineales, aunque de coeficientes no constantes, pero 
para cada punto el Cálculo tensorial es el mismo ya expuesto. 


1%) Poniendo 





du'* dlls d 1 n du e ” 2,1 mm 
[XXIIL-24] <= Mel 0) pr A 0), 
resulta de [XXII1-23] y [XXII1-21]: 
[XXHL-25] dul = Nipdu? , du! = Vidur. 


29) Consideremos en E, un campo escalar 
B(e,... 41) = P (a, ... Um). 
Poniendo (cfr. a,, 29); 








05 Y 
[XXT111-26] di = Ta? ps = Sa 
resulta 
XXII-2 A A 
[ -27] d=2 dy” de =DrAz 3 
DU 5 du! nn 
MS A 


ba) La notable similitud de [XXI11-25] y [XXII1-27] con las trans- 
formaciones vistas en 0, y az, permiten repetir casi textualmente lo dicho 
en as: diremos que las %,, 9”. constituyen las componentes en uno y otro 
sistema de coordenadas, de un vector o tensor simple covariante, mien- 
tras que las du*, du'* son las componentes de un vector o tensor simple 
contravariante. * 

Es claro que en este caso las dos matrices de coeficientes <1':p, 
444», no sólo tienen elementos variables, sino que no son traspuestas ni 
guardan relación sencilla, 


bs) ¿Debemos concluir que hay dos tipos de vectores, unos covarian- 
tes y otros contravariantes? Adoptando coordenadas cartesianas ortogo- 
nales la distinción entre las dos leyes de transformación es sólo aparente, 
pues, por ejemplo, permutando en [XX1I1-17] los índices ¿, k y compa- 
rando con [XXIII-15] se ve que las transformaciones “Y -—>04”* y 
bx > 9 tienen la misma matriz, pues 1*,—2',. Esto indica ya que la 
diversidad de tipos de vectores se refiere a lag coordenadas y no a los 
entes en sí mismos. En efecto, todo. vector puede darse, como ahora ve- 
remos, por sus componentes covariantes o contravariantes, y lo mismo los 
tensores de rango más elevado que pueden definirse por sus leyes de 
Iransformación, que generalizan las [XX111-25] y [XXU841-27]; por ejem- 
plo, un tensor (1-+2)-ple= triple, contravariante respecto de un ín- 
dice y covariante respecto de dos índices, será un ente asociado a 
n''3 =p? componentes en cada sistema de coordenadas, y tal que llamando 
Via (1jk=1,...,1n) a las componentes respecto de las coordenadas 
w' y T”,; a las componentes respecto de las coordenadas u'*, vale la ley 
de transformación ; 


|XXTI1-281 Ta = Turia? as. 


In la misma forma vista en $ 63-2, e, para tensores en coordenadas 
enrteslanas ortogonales en Es, pueden engendrarse tensores de rango tan 
wilo eomo se quiera, partiendo de los vectores mediante el producto ten- 
notin,, 
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La operación de producto tensorial de vectores (3 63-2, e) se gene- 
realiza obviamente a tensores de rangos cualesquiera, Finalmente, toman- 
do como tensor fundamental el y; formado por los coeficientes de la pri- 
mera forma fundamental de E,: ds! — g,, du' du*, la composición o pro- 
ducto tensorial de un vector contravariante por él, combinada econ la ope- 
ración de contracción o saturación de índices ($ 63-2, d) da como resul- 
tado un vector covariante,. Convendremos en que ambos vectores son uno 
mismo, dado por sus componentes contravariantes o por sus componentes 
covariantes: 


[xx1u1-29] Puiv" —= ve. 
Análogas convenciones se adoptan para tensores de rango mayor, 
IV. Formas diferenciales exteriores y teorema de Stokes. — a) Cáleu- 
lo de GRASSMANN-CARTAN en Es. — Retomando las consideraciones de 
$ 88-5, c, y notas 1 y 2, consideremos, cambiando las notaciones por otras 


más aptas para lo que sigue, la fórmula de cambio de variables en una 
integral doble ($ 83-4); 


2 
[XXI11-30] $ S dul dul = í S AA dr, 
A : 0(a,z) 


para la transformación biunívoca u' —u'(w,x*) de A' en A. Si la sim- 
bolizamos por 


2 2 . 
[XXIH-31] - dee dee = as dede”, 
las igualdades 
9(ul, 10) /8 (el, 0?) = — 9(u, ul) /0(a*, 0?) = — 0(ul, u?) /9 (a, a) 
conducen a las expresiones simbólicas: 
[XX111-32] du du? = — durdu , deidx” = — dx? du! 


Definamos ahora las formas diferenciales en En(x*, 1?) : las de gra- 
do cero o escalares serán las funciones ao =a(w', a"), las de grado uno 0 
pfaffianos, las expresiones de la forma 


[XXIH11-33] a = a(,4)de! + as(x*,x?)de? , 
y las de grado dos, de la forma 
Y% = ax, 2?) de de? = — a(e, x”) dx? de*. 


Dotaremos al conjunto de estas formaz diferenciales de una estructura 
algebraica (llamada álgebra exterior en Es) definiendo la suma de for- 
mas diferenciales de igual grado mediante la suma de eoeficientes homó- 
loros, o coeficientes de iguales diferenciales, por ejemplo la suma de 
[XXIII-33] y fB.=b:d%* + badr? será 


a + B =(%+b)de" + (a, 4 ba) de? », 


y el producto exterior A con el convenio de que debe operar en forma 
unociativa, distributiva respecto de la suma, conmutativa con escalares, 
catar sujeto a las reglas (que completan la segunda [XXIII-32]): 


[XXIV-34] de A de* =—deipde ; dende =drepde=0 , 
y Uinalmente la convención de que la-foma «a: es 
da = a(a,e)de A de?, 


Con estas reglas el producto exterior de las formas diferenciales exac- 
tan de grado uno o diferenciales de escalares: 


du? du du? du? 
| XX111-36] dul = ar de + a det, de = de + yr de, 


verifican [XX111-31] y la primera [XXIIT-32], pues: 
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du? due du? du? 
1 A —— y 2 e. 1 — a — 
du* q dul = ( Ap de + da de ) A ( daa dei + da de ) = 





_ 04 dy" de dul a an 

= (E 2 == a ) da'* A da? 
du, u?) 1 2 2 1 
(a, 75) dx? A de? —= — did A dul. 


Definidos los diferenciales de escalares por [XXII1-35] se define el 
diferencial exterior de una forma diferencial aplicando el operador d a 
sus coeficientes escalares y considerando el resultado como un factor en 
el producto exterior, por ejemplo para [XXITII-33], será: 


[XX1J1-36] da, = dM Ade + das q de? = 
ZÉ Sh a — ( das da ) 1 s 
e ¿Z (,3 an da ) a di E 


Si es a una forma diferencial no nula de grado 0, 1, 2 es respectiva- 
mente da de grados 1, 2 (o nula), nula; y como aplicando [XXII1-36] 
con adu* dada por [XXI11-35] resulta 


oz 0 du! a du! A PO 
dd 
se tiene en E, para toda forma diferencial: 
[XX1U1I-37] d (da) = 0. 


Recíprocamente, teniendo presente que una forma idénticamente nula 
o bien de grado dos es diferencial de otra (respectivamente nula o con 
un coeficiente nulo) se ve considerando los grados posibles de la forma 
diferencial f que: 


[XXH11-38] Si d$=0 es B= du. 


Una forma f con diferencial exterior nulo se llama integrable; en- 
tonces por [XXI111-37] y [XXIN-38] una forma es integrable si y sólo 
ai es diferencial exterior de otra forma. 


b) Fórmula de SrokES en E:. — Indicando con CA, el contorno de 
un recinto orientado A, de E,, orientado BA su vez como vimos en 
; 88-5, a, la fórmula de STOKES en el plano o fórmula de RIEMANN 
$ 88-6): 


a a 
SS E-L)ier= far y de, 
a, iz de CA, 


puede escribirse en virtud de [XXII1-33] y [XX111-36] en la siguiente 
forma, generalizable a un espacio euclídeo cualquiera E, como indicare- 
mos en Cz: 


[XXI11-39] j A A - de 0%. 


c) Extensión a En. — El cálculo de formas diferenciales (visto en 
a para Es) fué introducido por H, GRASSMANN (citado en Cap. XVII 
nota V, 1) y desarrollado en forma mucho más general y elaborada por 
E, CARTAN. Luego fué generalizado para variedades de n dimensiones 
por E. CARTAN, H, CARTAN, S. BOCHNER, W. V. D. HoDGE, G, DE RHAM, 
K. Kopalra, etc. (ver nota V, 8). En lo que sigue señalaremos sucinta- 
mente la generalización de lo visto en a y b al caso especial de varieda- 
des euclídeas En. 


ci) Si a partir de un punto P de E,, de coordenadas (Cap. XVI], 
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nota III, a) (*,...,2") en el sistema 40; €, ...,e,p, se consideran r 
vectores infinitésimos 


[XXIIT-40] dx) = deta + ... + diana , (A=1,...,1) , 
linealmente independientes aplicados a P, forman un paralelepípedo 
r-dimensional (para r—1,2,3; segmento, rectángulo, paralelepípedo) 
del cual son aristas concurrentes y que determina unívocamente un espa- 
cio euclídeo E, que lo contiene, 
Para que sean linealmente independientes los vectores [XXI11-40] de- 

be ser r la característica de la matriz 

de da? 1) ... de” a) 
[XXI -41] DiR aras o ee A 

dx'.., de.., PEE de") 
es decir, debe ser 7340 por lo menos uno de los determinantes de orden 


máximo r, extraídos de ella. Estos determinantes, incluídos los de co- 
lumnas repetidas [en total nr”, número de variaciones con repetición ($ 11-1, 


nota 2) h,, ..., h, de los n índices superiores 1, ..., n de r en r] se 
llaman diferenciales de grado r, indicados por 
de no ar) 
y son los elementos de un tensor llamado tensor r-diferencial, indicado por 
A 


En efecto, para una rotación de ejes en E,, 
Le k 
, , 
ee, == Ss Nix e) 
k=1 


(efr. [XXITI-14]), tendremos ,por la linealidad de un determinante res- 
pecto de cada una de sus líneas ($ 13-3), y usando la convención de 
ININSTEIN (nota 11, a,): 


h. h, h 
[XXIL42] dr pS lc ed, 


lo que demuestra (nota 111, b;) el mencionado carácter tensorial, 

Definida una forma diferencial de grado r en E, como combinación 
lineal de los elementos de un tensor »-diferencial, con coeficientes fun- 
ciones de (2, ...,27): 


h h 
Ch... 1h, e? , ... 2”) > 


Rh, 


r 


n 
[XXITI-43] a = A 
lo 


dotemos ul conjunto de las formas diferenciales en E, de una estructura 
algcbrnien (llamada álgebra exterior en E,) definiendo la suma de for- 
mms «Diferenciales de igual grado [XX111-43] y f. de coeficientes 


br, il (e,..., ar) 
por 
XX 1I7-44] m A á 
to sb Pr = pa (a, O dr A )d(z Ly. .y 2% ”>) , 
hy + ,h,=1 io da A Ai 
y el producto exterior A de 0, y 
mn 
[XXTIL45] y = No th al) 
A E ES 
por 


FX X111-40] " o s 


; ) 
MAY 22 DD A e y 0 cc e), 
IL A ES 
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Esta operación es asociativa y distributiva respecto de la suma de 
formas, y con ella un diferencial de grado r se expresa como producto 
exterior de diferenciales de grado 1 por 


(XX111-47] dla, ym a ta... pde. 
De la definición de determinante ($ 13-3) sigue que dos diferencia- 
les de grado r cuyos índices hs, ..., hr difieren sólo por su orden, son 


iguales u opuestos según que la permutación ($ 11-2) de índices sea par 
o impar, propiedad que expresaremos diciendo que el tensor 


det) 


es completamente auntisimétrico, y que por [XXIIl-47] generaliza 
[XX111-34]. 
Definidog los diferenciales de escalares análogamente a [XXI11-35] 


da(e,...,2") = Y: (0/0%*) der 


se define el diferencial exterior de una forma aplicando el operador d a 
sus coeficientes escalares y considerando el resultado como un factor en 
el producto exterior, por ejemplo para [XXIII-43] será: 


por 


n 


[XXIIL-48] da, = Y day... 2, (2 Ala ar) 


A = 





R 
= Y da Aer, ata ca 
h, k=1 da* 
Sigue de aquí: 
de %a h h 
[XXIIM1-49] dída,)= YX  ———dí(x!a ge? ,.. er)=0, 


h,,k j=1 dx* da? 
pues al permutar ¡ con k se obtienen pares de términos opuestos. Esta 
propiedad generaliza [XX111-37] para E,. También se demuestra que 
vale en E, la propiedad [XX1I1-38], y, entonces, llamando ¿ntegrable a 
una forma con diferencial exterior nulo resulta: Una forma diferencial 
es integrable si y sólo si es diferencial exterior de otra forma. 


ca) También puede demostrarse que [XXII1-39] admite la siguiente 
generalización (fórmula de STOKES en E,): 


[XXI111-50] 1 AÑ f dan = f ess LE. Ur 


donde CA, es el contorno del recinto orientado A,, que a su vez debe 
considerarse con una orientación adecuada, “inducida” por la de A, de 
una manera que no entraremos a discutir en este caso general. Para 
n=3 [XXIII-50] da la fórmula de GAuss-OSTROGRADSKI ($ 92-1, nota 2), 
pues si Ona = 0: = X dy de + Y dado + Z da dy resulta 


des (<ÉÑ an + ...) dy de + ( e de a ds +...) dede + 


VA XxX Y 0Z ) 

+ (vs + 3 * ) ds dy La (tar Pa de dydz , 
llonde en el segundo miembro sólo se han escrito los términos que no se 
niulan por no tener diferenciales repetidos. 


V, Bibliografía. — 1. Sobre integrales curvilíneas e integración de 
diferenciales exactas contienen adecuadas exposiciones muchos textos y 
tratados ronerales de Análisis matemático, como los de REY PASTOR, COU- 
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RANT, DE La VALLÉR PoOUSSIN y VALIRON (citados en Cap. VI, nota VI) 
y SEVERI (citado en Cap. IV, nota 111, 1). 


2. En relación con las integrales de superficie se presenta el pro- 
llema topológico de la orientabilidad y bilateralidad de superficies sobre 
cl que pueden consultarse algunas de las obras citadas en Cap. XVIII, 
nota III, 4, en especial HILBERT y COHN-VOSSEN para una introducción 
elemental, y SEIFERT y THRELFALL para un estudio profundo del tema. 


3. La mayor parte de las obras citadas en la bibliografía sobre Ál- 
gebra vectorial (Cap. XVIL, nota V, 2) se refieren también al Análisis 
vectorial; entre ellas pueden destacarse las de BRICARD, GANS, PHILLIPS, 
SCcHmMIDT, BRAND y OLLENDORF, todas ellas con aplicaciones geométricas 
y físicas, y la de MONTEIRO DE CAMARGO con aplicaciones geométricas, 

Introducciones elementales con aplicaciones variadas son las siguien- 
tes, de las cuales la primera es traducción del inglés: 

D. E. RUTHERFORD: Métodos vectoriales aplicados a la Geometría di- 
ferencial, a la Mecánica y a la Teoría del potencial (Dossat, Madrid- 
Buenos Aires, sin fecha) ; 

B. HAGUE: An introduction to vector analysis for physicists and en- 
gineers (Methuen, Londres; 4% ed,, 1950); 

W. SCHLEGELMILCH: Die Differentialoperationen der Vektoranalysis 
und thre Bedeutung in Physik und Technik (Verlag Technik, Berlín, 
1954). 

Dan una estimulante y lúcida introducción general al Análisis vec- 
torial log capítulos 11 (Fields of force) y III (The potential) de la va- 
liosa obra de carácter más especial y elevado: 

O. D. KELLoGG: Foundations of potential theory (Springer, Berlín, 
1929; reimpreso por Ungar, Nueva York), 

Trata con mucha extensión el Anélisis vectorial la obra de gran am- 
plitud de contenido aunque sin mucha profundidad sobre los instrumentos 
matemáticos de aplicación en diversas ramas de la Física: 

P, M. Morse y H. FESHBACH: Methods of theoretical physics (2 
vols,, McGraw-Hill, Nueva York, 1958). 


4. Sobre campos newtoniaznos y teoría del potencial pueden verse los 
libros de BRICARD, PHILLIPS, BRAND (citados en Cap. XVI, nota V, 2), 
RUTHERFORD (citado en 3) y más especialmente la obra de KeLnLOGG (ci- 
tada en 3) y la más elemental de 

- W.J. STERNBERG y T. L. SMITH: The theory of potential and sphe- 
wmical harmonics (Univ. of Toronto Press, 1946). 

Muy especializado y de orientación moderna es: 

M. BrÉLoT: Éléments de la théoric classique du potentiel (Centre 
le Ducumentation Universitaire; París, 1959). 


5. Aplicaciones a la hidrodinámica se encuentran en las obras de 
BRICARD, GANS, BRAND (citadas en Cap. XVII, nota V, 2), RUTHERFORD 
(citada en 3). ] 

También pueden consultarse las siguientes obras, de las cuales la pri- 
mera da en su volumen II una introducción general a la cinemática y 
mocánica de sistemas continuos, la segunda da una exposición sucinta 
con aplicaciones técnicas, problemas resueltos y ejercicios y las otras dos 
son mucho más amplias y de nivel más elevado: 

'P. Levi-CIivIiTa y U. AMALDI: Compendio di Meccamica razionale. I. 
Cinematica, Principi e Statica. 11. Dinamica. Cenni di Meccamica det 
vistemi contínui (Zanichelli, Bolonia; 2% ed,, 1948). 

A. FocH: Introduction á la mécanique des fluides (Colin, Paris; 
4% ed,, 1952). h 

H. Lamn: Hydrodynamics (Cambridge Univ. Press; 5% ed., 1924; 
Dover, Nueva York; 6% ed,). 

l.. M. MILNE-THOMSON: Theoretical Hydrodynamics (Macmillan, Nue- 
va York; 3% ed., 1966; hay traducción española: Tratado de Hidrodiná- 
mica teórica; Agnilar, Madrid, 1961). 


C. XXIII -V BIBLIOGRAFÍA 549 


Sobre la Mecánica de los medios continuos, conteniendo como parte 
II una exposición clásica de la teoría lineal de la elasticidad y como 
parte III un moderno enfoque de la teoría de flúidos, está la obra que, 
aunque con enunciados en ocasiones no muy precisos, contiene una muy 
acertada selección de material de texto y ejemplos, y gran número de 
valiosos apéndices en cade uno de sus dos tomos: 

M. RoY: Mécanique des milieux continus et déformables (vola. 1 y 
11; Gauthier-Villars, Paris, 1950), 


6. Sobre funciones armónicas esféricas y armónicas esféricas de su- 
perficie ($ 93, ejercicios 19 y 20) puede consultarse la siguiente obra, que 
puede considerarse a la vez como un texto sobre funciones especiales y 
sus aplicaciones a las ecuaciones diferenciales de la Física matemática: 

T, M. Mac ROBERT: Spherical harmonics. An elementary treatise on 
harmonic functions with applications (2% ed., Methuen, Londres, 1947; 
Dover, Nueva York, 1948). 


Excelente obra que da una presentación detallada de la teoría de las 
funciones “de LEGENDRE y sus aplicaciones más importantes, en forma ri- 
gurosa y nivel relativamente elemental, es: 

J. LENSE: Kugelfunktionen (Akademische Verlag., Leipzig.; 2% ed,, 
1954). 

Tratado más completo, adecuado para un estudio más detenido o para 
referencia y consulta, es: 

E. W. HoBsoN: The theory of spherical and ellipsoidal harmonics 
(Univ. Cambridge, 1931; rcimpr., Chelsea, Nueva York, 1955). 


7. Sobre análisis tensorial están las obras de BRAND y OLLENDORF 
(citadas en Cap. XVII, nota V, 2), y las citadas en Cap. XVII, nota 
V, 5; entre éstas, da una discusión estimulante de las aplicaciones del 
Análisis tensorial a la teoría del potencial y a la Geometría de RIEMANN, 
adecuada para estudiantes adelantados, el volumen 11 de la obra de 
DuscHEK y HOCHRAINER, y desarrolla el Álgebra de los tensores (defini- 
dos como elementos del producto de varios espacios vectoriales) para pa- 
sar al Análisis tensorial en coordenadas curvilíneas en espacios euclidia- 
nos, espacios de RIEMANN, y aplicaciones a la Mecánica clásica y relati- 
vista, la obra de LiICHNEROWICZ. 

Exposición concisa y lúcida del Análisis tensorial en relación con las 
propiedades elementales de los espacios de RIEMANN, es: 

de SPAIN: Tensor calculus (Oliver and Boyd, Edimburgo y Londres, 
1 % 

Aplicaciones de los tensores a la Mecánica clásica y ondulatoria, a 
la teoría de la elasticidad y vibración de cristales, ondas en flúidos, pre- 
sión de radiación, etc., terminando con una exposición de la teoría cuán- 
tica de los sólidos, da la obra adecuada para famliiarizar a los físicos 
con el Análisis tensorjal y mostrar su valor como instrumento: 

L. BRILLOUIN: Les tenseurs en Mécanique et en Elasticité (Masson, 
Paris; 2% ed., 1949). 


8. Introducción muy breve al Álgebra de las formas exteriores da 
LICHNEROWiCZ (citado en Cap. XVII, nota V, 5); una exposición más 
amplia y muy adecuada da el capítulo III (GRASSMANN Algebra) de la 
valiosa obra de orientación moderna: 

J. M. THomMaAs: Differential systems (American Math. Soc.,, Nueva 
York, 1937). 

Estudio profundo, con contribuciones originales y diversas aplicacio- 
nes a la Geometría diferencial en su segunda parte, se encuentra en 

E. CARTAN: Les systiemes différentiels extérieurs et leurs applica. 
tions géométriques (Hermann, Paris, 1945). 

El Cálculo exterior en E,, con demostración del teorema generalizado 
de STOKES y consecuencias del mismo se encuentra en la excelente obra, 
escrita en forma muy condensada: 
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W. V. D. HonGE: The theory and applications of harmonic integrals 
(Cambridge Univ. Press, 22% ed., 1952); trad. alemana Theorie und. 
Amoendungen harmenischer Integrale (Teubner, Leipzig, 1958). 

Al álgebra de las formas exterlores, con tratamiento en términos del 
Cálculo tensorial clásico. se refiere la obra siguiente, cuyo 2% volumen 
tratará cuestiones de Análisis: 

W. SLEBODZINSKI: Formes extéricurs et leurs applications (Mono- 
erafje Matematyczne, Varsovia; vol. I, 1954). 


$ 60. 


$8 60. 


S 60. 


$ 60. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


Pág. 13. 

Que sean paralelos (o sea dos u dos linealmente dependientes) 
los vectores a, b, r.— ro. 

Pág. 14. 

Que sean coplanares (o sea tres a tres linealmente dependien- 
tes) los vectores a, b, e, d, r.—ro. Para ello es necesario y 
suficiente que, por ejemplo, sean coplanares los vectores de ca- 
da una de las ternas (a,b,c); (a,b,d); (a,b, r.— ro). 

Pág. 15. 

m !l ni Y, — To. 

Pág. 21, 

l. A—B=0A--O0B, etc. _ a 

2. 1% —VY6, —2V6, +V6; 2%) vy24; (2,4,—2). 

3. vV24; (2,4,—2); la recta y del ejercicio anterior en el sen- 
tido de 29). 

4. La condición equivale a («a+B+y)a + Plb—a) + 
+ y(ec—a) = Plb—a) + y(e—a) = 0, 

[B(b—a) + y(e—a) + d(d—a) = 0]. ; 

5. 394 + 154 — 9%) =0; (39,15,—9) son parámetros direc- 
tores de la normal al plano be. 

6. r=2+j+5, s= 101— 20), t= 2 + 6j — 8k. Se es- 
tudia y compara la característica de la matriz formada por 
los parámetros de las direcciones dadas con la orlada por las 
coordenadas de a. (Cfr. $ 15-5). 

8. Construído un triángulo cor a, b y ec=a+b, fórmese la nor- 
ma de e. 

9. ec= (a.bj)a — (a.a)b; ver Cap. XVII, nota Il, c,. 

10. Demuéstrese la identidad AB.CD + AC.DB + AD.BC=— 0, 
tomando un punto O y poniendo AB=—OB-— OA, etc. 

12. 1%) La suma de los cuadrados de las diagnnales de un para- 
lelogramo, es igual a la suma de los cuadrados de sus cuatro 
lados. 2%) El paralelogramo de lados paralelos e iguales a 
las diagonales de un paralclogramo, tiene área doble gue éste. 

13. Poniendo AB=b, AC=c, AD=d, resulta de la identidad 
bac + cad 4+dAb= (b—e)A (c— 4). 

14. 1%) x—b + ma, m escalar arbitrario; 2%) x—b+wA4a, 
w vector arbitrario; 3%) x = b. 

15. Aplíquese la regla de CRAMER ($ 15-4). 

16. e = ¿(es A es); l=e.e= Ae: Á es) .e1 = A(e,, €z, es); 

E a E 

lhe, el] = 1; e =p 1 TS 9 XK; 
A A e 
E A ST 
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17. 
18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
24. 
28. 


29. 


30. 
31. 
33. 
34. 


35. 


B 61. Pág. 
1, 


RESPUESTAS A EJERCICIOS $ 60-Ej. 16 
y 2 1 1 
e = — —=i——j — Kk 
9 gig k 
Base ortonormal. 
(we, + e, + es) .el = ue .e = ul; 


u.v= (3u'e)(30,e') = su'v,. 

u = 180e* — 80e" + 157e* — 14i — 13j + 33k; 

v= 30e* + 60e* -- 69e” — 81 + 19] — k; 

u.v= 5.380 — 3,60 — 2.69 = 180.38 — 80.1 — 157.4 


1 


























= 14.8 — 13.19 — 33.1 — — 168; 
ejdes ej Ade, ej 4es el e. e 
uAy = 5 —3 2 |=/|5 —3 2 (€,, €s, €a) = 
3 1 —4 3 1 — 
= (10€ + 26e* + 14e*) .90 = — 614i + 278j + 370k. 
vv e» Y 
(uAy).w=|v uv e]|,(e,ene) = 
ww q 
5 3 2 2 1.5 
=13 1 —4|.|-2 4 0|= 26.90 = 2340; 
2 4 — 1 —3 4 
w =— 3i 4 395 — 18k; 
(uAy).w = — 614.3 + 278.39 — 370.18 — 2340. 


c) Ambos miembros se multiplican escalarmente por y, apli- 
cando [60-33]. 

a) [aA (bAc)l. = dalbAc). —as(bic), = a2r(bies— b:cx) - 
— así ba, — b,ca) = (101 + nta + 0Cs) b, — 

— (Ub, + U2b2 + abr) e,, ete.; 

b) Resultan nulos los toeficientes de U, Y y W. 

(w.wy — (v.w)ju == (w.u)v — (u.y)w: algún factor nulo 
o bien u y w paralelos o bien v perpendicular al plano uw. 
(UAv).(uU4y) = [(uAv)Au'].y = 

= [(.ur—(4.vdu].v = (u.u)(v.v) — (u.v)(v.w). 
Los productos (OA AOB)A(OCA OA) y 
(OAAOB)A(0CAOB) resultan de igual módulo, Igualando 
éstos resulta sen csenbsen Á = sen c sen a, sen B. 

a) (:—3)/8 = (y +4+9)/(—1) = 2 — 1; 

Dd x+3y+2%=838; cc) e + 3y+2%%= + 2vV14. 
600, 

(1,5,1). 

3MEBAMA, = (3mg)AMG + gA3NmMm_GA: = fA MG, 

Las medianas de un triángulo ABC concurren a un punto, ba- 
ricentro (ejercicio 32) del sistema de los vértices, con masas 
iguales. 

Pruébese que si OA Au == OA'Au es AA?” paralelo a u, lue- 
go tómese OA —= (uAm)/4. 


36. 


2er, =(14+ 3 V2)0 — 1 — (1—3 V2) a; 

lr = 04 + V2x% + 2803; 

2) = (3 V2— 1) — 26 + (4 V2 4 1)x%. 

Pasar de un sistema a otro mediante las tres rotaciones al. 
rededor de ejes, y expresables mediante [61-11]: 1%) Angulo 
y alrededor de Oy; 2%) Ángulo 6 alrededor de Of; 3%) An- 
xulo ap alrededor de Du. 
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10. 
12. 


13. 


62. Pág. 


JH *»OuO 


e mw 


10. 


11. 
12. 


13. 


14. 


19. 
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Primera entrada del cuadro y triángulo correspondiente al 
triedro O(x, x1, E). 
a) Simetria respecto de x= %1; b) Proyección sobre x= Ya, 
paralelamente a xs; Cc) La anterior seguida de proyección or- 
togonal sobre «z. 
19% AX = ¿2 2 0; 29) No. 
AB=0. La proyección sobre xa seguida de la proyección so- 
bre x. lleva todo punto del plano al origen, 
19%) a) AAA? = Ai! = Ag” 
b) Si AB=1I es ATAB=B=A; a 
20) Si AB=0 y AA,” =I se tiene AA? + uB) = 
=I+0=I1. 
Una base forman las m.n matrices con un solo elemento 1 y 
los demás 0. 
En A'. (A537=1 tómese la traspuesta para probar que es 
[(A97]'= A”? y tómense traspuestas de ambos miembros. 
si.) ch 1 sh1 L 


TVsh1 eÉh1(* 


54, 


a) y b) Indicando con mayúsculas las respectivas coordenadas 
no-homogéneas y llamando t:/t.=u 

X = (1014 22)/(4t + t:) = Ox + 4Xa)/ 0 + 4), etc, Enton- 
ces ($ 9, ejercicio 5) sobre cada eje la proyección de P divide 
al segmento determinado por las de P, y P. en la misma ra- 
zón u/2; ce) Si P,=P: todo punto del espacio está alineado 
con P, y P., pero todo punto P de la forma (*) coincide con 
P, y Pz. Si PsP: la correspondencia entre valores 4 (in- 
Aído “A=%0”) y puntos de la recta es biunivoca, siendo 
P=P, para ¿=0, P>P, para A>0%, P impropio para 
A=-— 

Basta reemplazar (*) en [62-2], y ordenar respecto de A 

(**) y condición para que las raíces de (***) sean números 


opuestos. 
Es el plano polar del punto impropio (4;, Uz, Us, 0). 
f(2,y.2) + 2(2y +2) (0 —2y) = 0 da 4 = — 1/3; 


3x* + 24? + 32% + 2x0y — 2yz + zx — 3 +— 6y = 0. 
C(1,—2,0); a=2, db=V2, e-1. 

1%) (24 y —32 4 4)” — (1/3) (—3y + 52— 6)” + 

+ (3/40) [(4/3)2 + k+21 + (1 —12k— 28)/4 = 0; 

20) Hiperboloide de una _hoja si —2< k< 14; hiperboloide 
de dos hojas si k<-—2 Ó k > 14; cono si k=—26 k= 14. 
Para cada a, al variar n, los infinitos planos y=ax +0u 
cortan según parábolas iguales; en [62-18] deben exceptuarse 
los valores a= + Vg/p. 

La cónica intersección degenera en r y otra recta, con al me- 
nos un punto P, propio o impropio, común con ?. 

Si pasan tres coplanar es, el plano de ellas pertenece a la cuá- 
drica, pues sj no habría de cortarla según una cónica. Si no 
son coplanares, sería P singular, pues pasarían por 'él varios 
planos tangentes. 

El plano « tangente en P, es tangente en todo punto de +. 
Otro plano por r es tangente en un punto Q de r (ejercicio 
11), que es entonces singular. 

Por Q pasa una recta: o bien », o bien la ulterior intersec- 
ción del plano Qr, y por ejercicio 11 dos, 

Y + y + xz — yz — 2y = 0; condiciones: aq= bp, aq= 
=(b=0(p=1), p+0=2. 

yu Vp=g = + 2Vqr (0, + Valp—q), Mp —q)). 
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21. 
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190%) 2 = 28 ys te0 =— 4 V3; B = 98013"; 


t 1/V14, +4V3/10); 29) De revolución, puntos cíclicos 
dl o, 1), cono + asintótico a+ w“— 2 De 
30) 2= + Yl0x; ted =—2V10/9; Q = 144050"; 
puntos cíclicos (+ y 10/22, 0,5/22), 
Todas sus secciones planas son hipérbolas o parábolas, 
1% —W<k<e elipsoides; ce <k< b* hiperboloides de una 
hoja; b?<k<oa* hiperboloides de dos hojas; a4<k< +0, 
ningún punto. [Para k—=e* y k>P", la cuádrica se aplasta 
sobre los planos 2=0, 94— (1, atravesándolos según una elip- 
se e hipérbola respectivamente (cónicas focales del haz)]. 
20) En la ecuación cúbica en k: (aé— k) (b* — kk) (e? —k) — 
— Ub h(E—k)— y (e —k) (ar—k) — 
— 2¿(a'—k)(b? —k) = 0. el primer miembro toma signos 
alternados en —%, e, P”, a? (cfr. 8 41). 
19) —x=<k<q y p<k< +4 X, parabaloides elípticos; 
q<*k<op, paraboloides hiperbólicos. [Para k>q y k>p 
el paraboloide se aplasta respectivamente sobre los planos 
Yy=0, 20, atravesándolos según parábolas focales del 
haz]. 2%) El primer miembro de la ecuación cúbica en k: 
lg—k) + lp—k) — (22 —k)ip—k)1q — kk) — 0, toma 
signos alternados en —0, q, p, +% ($ 41). 


77. 
T, = (—1/3) — 4j + (17/3)k; (T,..n) = 249. 
1 2 — = ma 112 —2 
1%) 5 —4 2 Le e 92,+ 
1 0 7 —é —6 
f 0 —3 2 0 
+32 0 52 
2 52 0 Je 
0 a B1 m7 f an: + ba 
2%); —a 0 ef 5 me b= = % —0M% + CMs f, 
1 —b —e 0 lm) 1 —bn1 — Cha ] 


multiplíquese este resultado por 3% fa na y por je —b aj. 
136/21 — 6,476, 

57/9 = 6,3333; V1434'9)—(57,9)* — 2,845. 

19) ha? + 44 + 6 + 4xy — 6y2z — 22r = 1, elipsoide: 
9,37%" 4 1.55Y” + 4,08Z* = 1; 2%) El plano tangente en P 
es paralelo al diametral conjugado a la dirección n, o sea 
—x — 124 + 172 0, y es (—1)/(—1/3) = (12) (24) = 
= 17'(17-3). 

T11=037, Te— 1,555, 794,08, Ti=0 si 1%3; J¿=15 
J. = 59, Ja = 59. 

Para que el plano (+) de $ 62, ejercicio 6, sea perpendicu- 
lar a la dirección (u,, Us, Us) debe ser 


ESQ + Gatts Quglla 4 Az $ ls 
Yu E Va pa 

_ Gt + Gorila + Masa 

= E TS 


o indicando con A el valor común de las tres fracciones ne 
ohtiene el sistema homogéneo que han de satisfacer los parú- 
meros dircctores, 


$ 64-Ej. 2 


8. 


10. 


11. 
12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 


18. 
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a) Para cada raíz A el sistema [63-21] tiene característica 2 
y entonces tiene solución esencialmente única; b) Para raíz 
doble o triple el sistema [63-21] tiene característica 1 ó 0, y 
por tanto infinitas soluciones, 

Aedo — 2 + 1; cono asintótico a +4 y —2z=0; 
da = Mi + Me + Mk, con ul +u?— uf = (0, de di- 
rección simétrica u respecto del plano z= 0, dando el mismo 
cono. 

Sea n= ti 2%: + ask normal al plano. 


Es % V(dM— de) /(M— A OS 


din? — dla? + nn) + lima = 0; 

Un, = = Ti, Un, = = Mah, 4% = ; 

Can = Ani + dan + An = ln ni + n$)= de; 

sea 2; componente tangencial de a,, es 2; = míll—ds)i + 


+ nai — la)k; resulta 

Mr (da — Ar) / Y (Aa — da) / (Aa — Aa) 0 0/0 ==: 

= Mal hs — de) / Y Cha — la) / (a — ha) por ser 
MVhi—dhk=— na Vhk—h 

SAS — 11 = SAS — AS 2]8 = SUA —4DS. 

Si y sólo si A y B tienen igual polinomio característico hay 
matrices S y T (que pueden determinarse ortogonales si A 
y B son simétricas) que las llevan a la misma forma dia- 
gonal: SAS —= T?BT y entonces B es la transformada de 
A por ST-, 

a) S*AS.STBS — STABS = S”BAS = S'BS.S" AS; 

b) Si una matriz diagonal A tiene elementos todos distintos 
es conmutable con y sólo con matrices diaronales, 

19) El primer extremo vale 8 y se obtiene para u= (2i + 
+1)e/V5, (e=+ 1); si v es unitario y normal a u es 
v=(—1+ 2))e'/V5, (e = + 1), dando a la forma cuadrática 
el valor —2. Los valores propios son 3 y —2 y los vectores 
propios u y v; 2%) Con la transformación ortogonal »= 
=(2X — Y)/V5, y e 1 2Y)/V5 se obtiene para la forma 
cuadrática: 38X"-— 

a) h=p=2; b) ETA y) = 9[xw +(2/3)y]* + 75y?. 

A —1/4, J.=1, Ja= —3/4, Ja = —1/2, hiperboloide de una 
hoja; centro G, 2,—14), direcciones principales (1,0,1), 
(1— V17, —7— V17, —1 4 VID), (14 V17, —74 V17, 
—1 — V17) ; ecuación reducida X*+3¿(vV17 + 1) Y* — 
—HvIT—1)P=1. 

A=-—9/4, J,=12, Ja= 11, Ja= 0, paraboloide elíptico; di- 
recciones principales: (2,—1,0), (1,2,0): eje: 44x— 22y + 
+ 25=0, x+2y=0; vértice: (—5/11, 5/22, —37/44); ecua- 
ción reducida: Z=11X” + Y”. 

A=0, J,=9, J2a=—9, Ja=—81, cono real; direcciones 
principales: (1, 1,0), (1, eh D, (1, =Í —2); ecuación redu- 
cida: X?*—Y?*+4 38Z*=0. 


116. 


19%) 0<*+yg<1 con 2*+y5H3; dos recintos doblemen- 
te conexos con fronteras (0;0), 4+y=134, e+y=1l, 
donde (0;0) no es punto de contorno; 2%) Angulo horizon- 
tal formado por las bisectrices de los ejes de coordenadas: 
dos recintos cerrados (dominios) simplemente conexos; 3%) 
Regiones hiperbólicas 2rx < ey <(2n + 1), (n=0,1, al 2, 
—2,...); infinitos recintos cerrados (dominios) simplemente 
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ds cuyos contornos están formados por ramas de hipér- 
ola 

17) Circunferencias concéntricas de radio r=(1 +4.e%/%)7; 
20) Hipérbolas equiláteras a* —y*= 20; 3%) Hipérbolas equi- 
láteras xy =k, donde 2nx < k<(2n + la, (1n=0,1,—1, 2, 
— 20.) 

Conos y "+2 — ix 0, Ramas na <u<1(n+ ida, (n—=0, 
1, —1, 2, —2, 

“Cireunferencia unidad” es: 19) lx] + [xa] =1, cuadrado de 
vértices (+1,0), e +1); 2%) máxI/x,l, sal h=1, cuadrado 
de vértices (+1, +1). 

Dos conjuntos complementarios tienen los mismos puntos fron- 
tera; véase $ 94-2, bd. 

El conjunto vacío y el conjunto total. Si un conjunto y su 
complemento no son vacíos, el segmento cuyos extremos son 
tales que sólo uno de ellos pertenece al conjunto, contiene un 
punto frontera y un conjunto con puntos fronteras no puede 
ser abierto y cerrado a la vez, o 
19%) X.Y = (X.Y) X-YY =X-Y.X -Y = X.Y; 
29) X"(<)X' implica Y =X.X' = (X-X). (X-XY = 
= X-.X.X.X”"=X.X= Ed 39) Si existe un cerrado 
F(=)X ello implica que F(>)X, pues todo cerrado F que 
cumpla X(=)F(=)X es tal que X.X'(<)F y por tanto 
Para todo X es X"(<)X” y por tanto X' es cerrado, Recí- 
procamente, sea F tal que F'(<)F — F'.A, donde A es el 
conjunto de puntos aislados de F, En el entorno reducido de 
cada punto a de A que no contenga ningún punto de F, puede 
darse una sucesión Y, cuyo único punto de acumulación sea a. 
Si Y es la unión de todas las sucesiones Y,, aunque Y” pueda 
contener puntos no pertenecientes a A, será 

Y' = A-A'Y(<)A-F', lo que implica que si se toma 

X —=PF'.Y, será X' =F, pues 
X—TF".Y>=F".A.A—F.A-=PF. 

No. 

Si: orden de conexión 2; contorno x” + y" =1, que con (0; 0) 
forma la frontera, 

Sí; no; simplemente conexo; el contorno es la parábola 
2 + x= 1 que con el semieje horizontal negativo xa= 0, 
ww < 0 forma la frontera. 


124, 


a) 19) z = 1/Mn[(1—x*— y?) (0? + y) ]; límites doble y 

reiterados = (0; continua fuera del origen sobre el eje x para 

11/42 % le] < 1; 

20) 2 = + Va? —y?; existe sólo lim lim 2 = 0; no exis 
> y>0 

te el límite doble ni el otro reiterado, pero existe límite doble 

= () en el campo de definición; continua a lo largo de todo 

cl eje x; 

30) z= + Vsen(xy); no existe ni límite doble ni rejtera- 

dos, pero existen y son iguales y nulos en el campo de defi- 

nición; continua a lo largo de todo el eje 

40) u — arcte[ (y? 4-2) /%*]; existen los límites reiterados 


lim lim lim +u = lim lim limau = ra para cada rama, 
g-—»0 y! :*— r—07>0 y>0 
poro ho existen ni dos otros cuatra límites reitorados ni el 
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límite triple. Cada rama es continua sobre el eje x fuera del 


origen; 

db) í(a,y) = Y +1 si x*1, no definida si « = 1. 

19) Existen lim lim z = lim lim 2 = 0; no existe límite 
y>0 z>0 > y-—>0 

doble, como se ve calculando límites a lo largo de rectas con- 

currentes; 


20) Existe límite doble 0; no existen los límites reiterados. 

39) Existen ambos límites reiterados y el límite sobre cada 

recta concurrente, todos nulos; no existe límite doble, pues 

z=1 sobre y 0%; 

49) Los límites doble y reiterados son —00; 

5%) Existen los límites doble y reiterados, todos nulos; 

6%) Existe lim lim 2=1 con igual valor para los límites 
zT>0 y>0 

a lo largo de las rectas concurrentes; no existe el límite do- 

ble, ni el otro límite reiterado; 

79) Existen los límites doble y reiterados, todos nulos, 

Ninguna de las funciones es continua en (0; 0), pero ambas lo 

son a lo largo de cualquier recta concurrente en el origen. 

19%) Por lo menos de orden 2, siendo precisamente de orden 2 

si y sólo si cica—cxr* >0 (cfr. $ 63-7, b, teor. 1); 

29) Por lo menos de orden 3, siendo de orden 3 en los domi- 

nios angulares que no contengan las rectas x=0Ú, r= 

=3+ V3y; 

30) "Mrden logarítmico inferior a cualquier orden potencial; 

49) Por lo menos de orden p: 

59) Por lo menos de orden 2, anulándose en las cireunferencias 

de centro origen y radio 4/1(4n — 1) con rn entero cualquiera. 


139, 


19) 2 = 1/Mm[(1—%-—Y49/(0* +49); 

Za = 202(1—xe—y4) lada)? 2 — yz de; 

20) z2= + Ve—g; a = m2; %y = — Y/2; 

39) z = + Vaseníxy); 2. = ycos[ay)/(22); 2, = 22./Y; 
40) u = arcte[ (y? + 2%) /2]; 

Uy = — 2 (y 4 2) o 07; 

Uy = 20y/[ot4 (94 77; Us = 2Uyl y. 

Cfr, $ 13-4, b, y $ 13-7, a. 

0 = (—4+ V16- 12h + 3h?) /(3h) >1/2, 9: = 1/2. 

B + € = 90%; debe disminuir 0h/%a, es decir B y por tanto 
alargarse a; senBsen(B +C)/sen C = AB/(Aa/0) = 0,2 
con C—6102 da B< 11, es decir e > 25 m. 

S = ibesenA; AS/S = (Ab/b) + (Acic) + 

+ cotegA. AA < 0,01 + 0,01 + 143,0,0044 < 0,028. 

Cfr. Cap. Y, nota II, e. 

Error relativo < 0,002; densidad 8,33 + 0,02. 

1%) 0, la dirección de pendiente —2 es tangente en (3;-—1) 
a una circunferencia donde es 2 = const.; 2%) 1,4, 

19) x>0 —20<y<+0; 2=0, y>0; 

du —= yx” de + e ln x dy; 

29) lzl < lx]; du = [y . Arc sen(2/x) —(yz/ V xl — 2%) ]de + 
+ [r. Arcsení2/2)]dy — (1y/ Vr — 2%) dz, 

19) Existen f.(0,0) —= 1,(0,0) = 0. La función no es dife- 
renciable, pues Af = f4 con 

lim e = lim (+ Vleyl/ Vx*+ y?) = lim Vicos q .sen q] = 
0>0 0>0 o>0 


5] 
a 
zo 


11. 


12. 
13. 


1. 


16. 


17. 
18. 


3 67. Pág. 
1. 
2 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 8 66-Ej.10 


= lim Vi |sen 2] no existente; 


e>0 
2") Existen £f,(0,0) = 1,(0,0) = 0, pero la función no es 
diferenciable, pues AÍ = eq con 
lim e = lim (sen (4 Arc tgm)/vV1+m*] no existente con 
e>0 e>0 ; 

/x = m variable, Es f,(0,y)=0 función continua de y en 
(0,0); fy(x,0)=4 es función discontinua de x en (0,0). 
Interseceión (2;2;—3): plano tangente 2 — 3 = x — 4y; 
ángulo: senQ = 19/(3. v 138) = 0,554; 8 = 32940". 

20) Para y=zx+4a 2=x% + In(1+e");_ 39) V2/2. 
Du =8i + 7; [Dal = Vi13; 4, =4V3 +3.7; nula 
según teo =— 8/7, q. =-—55% qa= + 1250. 


Du = 9 — 44j — 48k; u¿ =—2/7; nula en el plano 


9 (a +2) — 44(y —3) — 48(2—4) = 0; máxima según (9; 
—44;—48); |Duj = V4321 = 65,73, 

Dz = 12i — 12); 2 =3v3.12—3.12= + 4,892; máxi- 
ma según tg =—1l; A = — 1/4 q = 3n/4; |Dz] = 
= 12. Y2 = 16,97. Nula según tge= +1; q =x/4, 
q = — 3n/4. 

Función no diferenciable. A pesar de que 2, —= 2, = 0, las 
pendientes 2/Q = *y/q? — cosq.senq no son nulas. Dos 
rectas de pendiente máxima para q = + 1/4, qe =— 1/4. 
E Df; = f.cosy + fysenwy; tgy = fy/fo. 


Df. de módulo 1, actúa según la recta que une (a,b) al ori- 


gen; £¿ = (—4/V85). (3/5) — (1/V65) . (4/5) = —8/V65, 
El teorema del coseno da 10 —= 25 + 65 — 10 V/85 cos Y. 
161. 

dz:dt — 2c0s 2t. 

F (+) = 2 sen 3t Veost; —in< t< dx; 

F'(+) = (xx —yy) 2 = cosí(3t'2) V cos £. 

19) y = arcte [ (y? + 22? :r*]; homogénea de grado O en todo 
e] plano; 24, + yu, + 24, = (); 


20) Sólo positivamente homogénea de grado 2, excluyendo el 
ángulo agudo cerrado comprendido entre x=0 y x+y=0; 


Y JE an 2 
> [Hna eE: 








va y x x(x + y) 
21 24 + : 2 
ee [2 o E A | a 
Ns y e +y 
ty. 





3") No es homogénea, 

De fe, ..., hen) = y(A)f(x, ..., 2) se deduce p(1)=1 y 
derivando parcialmente con respecto a Á y a cada x, será 
Xat, (Aa, 2%) = WO)Í(%, ..., %n), 

Mir... 20) = YO) (0, ..., 2), de donde 
WO)... 0) = Ay (0)f (a, ..., Ln). 

Si w(A)=0, se cumple [67-83] para m=0. En otro caso, 
tomando f(a4,...,0,)% 0, sea 

Mo E (a, 1) /[X0,É, (0, ...,4n)] 4 0. Por tanto 
Wa) md, es decir (A) = CA” con 
Colt. 
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T. 


10. 
11. 
12. 


13. 
14. 
15. 


16. 
17. 


13. 


21. 
22. 


24. 


(senx + cosx)” = 1 + senlo < lí —¿ + an<xw< an 
(n=0,+1,22,...). Es F,y(xz,y)= cosy 40 en 
—ir + mMmMm<x*e.< ni_ con y (x%) = (senx-— cos x) /cos y. 
Es y = aresen [—v2sen(x + 4x0) ]. 
la — (la —2)/(1—y +2), 
ly = (2 + 2) /Ma—y+2). 
F,(0;0;0)= 1 40 Campo de existencia: todo el plano 
(x,y), pues sí x =0, según y +20; si, y = 0, según 
x+z2=0; si xy % 0, se pone xyz = t, hallándose para 
x.y dados la intersección de la recta u —= x + y + [t/(29) 1. 
IO paralela al eje t, con u —= sent. 

10) ¿=m = A — (y—Ydtg Yo; 
29) a —y—2 + (1/6) = 
Zé = y (1—14%”*); plano neta: 

T5bx — 382y + 402 — 90 = 0. 

Plano tangente al paraboloide: 2— 2 = 3(1— 1D) + 
+ 2(y— 1); plano tangente a la superficie esférica : 


2—2=—(r—1)+ a son + 2.1+ 

+ (DD) = 0; (—1/V42; 4/V42; 5/V42). 
ar, MO = (6ye) (220) — 1. (2y0) = — 92 % 0; 
(23; 33; 28). 


Reducida al punto de contacto con el plano tangente común 
2x + 3y + 22 — 9 —0 con jacobianos nulos. 

(du/0), = u(y—v)/(1—uv) con 

9(F, G) /9(u, v) = AE HF 0. 


+ Figs Fa+Foga)” 
(Wufdy) a = Gaha( Fa + Fsgs) . (E G; + Gsh, Ga + Gohs 


Ly — Ya = 20 
Y, or, Dr oF, de 
a AA O 
J=-— 1/( 4+y). 
A. A 
12) (4) (06) * 60) 60) 
22) e= + V(a—5)M(a—8)/(a—D); 
y= + V(—t)(6—t)/(M—a); 
30) 9(t, ta) /0(x,y) = 
= 4ey(a—b)/V (ay db)? — 2(a—b) (2*— y) + (4 9)”; 
4%) fig, [la —t,) (b—t)1 = f'.g'a/ [ (a — tz) (b— t)]. 
Hay 24 casos. Por ejemplo: 
(Us)y = fe = 22; 
(Ue) = Ll: + Lg: = 2x0 4 2y22*”; 
(u,)a = Leg: = 2ya*Inx; 
(Ur) y = — 1:8:/8 = —- 2a* In 2/2; 
(Ur). = Í, = 2y 
(UY). = (£/8.) dd f, = 20274 2 


y $ 13. 


= 0; 





(22)u = — (f24+ 1,82) /(118:) = — eS Y ya ) / (yz ln 7); 
(22), = — (8g2/8:) = — 2/(alnoa); y análogamente: 
l2e)a = ; Rudy = 3 (Ads = 5 (Ry) = 5 
(Yu) = 5 (Ydr= 5 [(Yde= 3 (Yrje= 5 
(Ya) » = , (Ya) e = ; (%.) y = , (%.) e = ; 
dr = 5 (0) = 5 (2). = ; (2). = 
" í, lo —2x Í. fo lí 
25 nr =—]|g —w* Es g —w* gl. 
ud h,  h, h, nm he ha 
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(u.)o = 1/(sx); (us), no existe; 
(4,), = (1— sur" ln 7) /(8) =— (1—8In8.In r)/(8r'); 
due—y, y—Ins, z—r7r')/0(u,x,1) = 0. 


175. 


Existe a' <a tal que |9(x,0)| <(1—k)b si leal <a; por 
(1) si iy <b será |9(x,y)—o(x,0)| < klyl < kb 

-- |ó9(x2,4)] < kb + (1—k)b —= hb. Entonces, para la] < a 
los puntos (+, yn(x)) están en R y sigue que la serie 


ya) + E [yal —voa(2)] 


n= 
converge absoluta y uniformemente, con lo que la sucesión 
(), de funciones continuas, converge hacia una función con- 
tinua f(x), y es 

$[r.f(x)] — f(x) = lim [F (o, y. (2))—y.(x)] = 0. 

Si g(x) es otra, de 

lgte)—wl = (olx, g(2)] — $l(x,Yad] < klg la) —Yn-1] 
sigue lg) —1mj < kr-1 lg(2) —l, y 

jgtx)—f(3)1 = lim lglx)—ynl = 0. 

d(x,y) = y —[F (x, y) /F, (0, 0)]. 

Considérese la unión de todos los conjuntos determinados por 
el teorema de $ 68-2 conteniendo (4,,...,Gn; Di ..., bm). En 
un punto de E,.. frontera de V debe cumplirse [68-11], 
siendo contradictorio que no pertenezca a Y y cumpla [68-12]. 
Si hubiera otra rama V, debería ser V,(<)V, Si V—V,=A 
no fuera vacío, lo serían V," A” y A? V, ($ 64-4, nota 2), 
contradiciendo la conexión de V, 

19) 0(F,, Fs)/0(4, 4) = 4(u + us*) sólo nulo en 4 = Us = 
= 1 = a = 0. Una sola rama en el campo real E, que co- 
rresponde a la solución compleja de u2 — « = 0 (cfr. $ 116-2); 
20) Dos ramas en el campo real E, para u >0, u<O0, se- 
paradas por el punto = — u — 0, frontera no perteneciente a 
ninguna de las dos; 3%) Dos ramas (hemisferios) en el cam- 
po real E, para u >0, u< 0, separadas por el ecuador u =0, 
a +ef= 1, 

Cfr. Hosson (citado en Cap. IX, nota VIII, 3), vol. l, pág. 
439. 

9(u,v) ¡We y) = 0; v = (u2—1)/(u* + 1). 
d(u,v,w)/8(x,y,2) = 0; con y =2=0 se obtiene fácil- 
mente w — uy. 








Ur e+ y) ta | _9 
0(x, y) la yl” 


11, 


12. 


13. 
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1. 


8x cos” x — 8x costx + acos4da — 1=0, pues 

cos de —= 1— 2sen*2x. 
Necesidad: Multiplíquese €tt, + ... + Crta = 0 por uz; 
intégrese y apliquese 5 15-6, b; Suficiencia: G= 0 implica 
MÍ = 0 k=1,..., 1, se multiplica por c. y se suma, 
obteniéndose : 


Fem + +44) dx — 0. 


a 


8 13-6, 

200. 

Una = ay(l—ar a) at — 29 
Uyy 37 0; 


, 
Ur ar le 0; 
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10. 
11. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 


19. 


20. 
21. 
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Uyy = aresentz/xa) — zla—2)-: —= Uyz; 
Uva = El — 2) 79 — Uev; 
Us. = — yla — 279 — Use; 
Ur = — Uy = — Uya = Uy = 
= — A 
la + foto... + fin = Err + (n—1)g/r5 f=a.7” +5 


si nY+2 con a, b constantes; f(x, 22) = alní(b Vai a) + za!) 
con 4 y b>0 constantes, 

z = Inu convierte la ecuación en 2. = 0, de donde resulta 
2 =0(2) + víy), u =e" = fíz)gly). 

lo = lu = (0 —y)/(+y) si ?syg>0 

Í2.(0,0) =— 1 + f,(0,0) = + 1; 

f.y no es continua en (0,0); f., £, no son diferenciables en 
(0, 0). 

Las mismas para (x%,yo) con xe(x—h, zo +h) y además 
existencia de uno de ambos miembros de la tesis, 

diz = e*(ade + £dy)" ; diz — er(ade + edy)'” con 
cr == b"eos(by+ inn); €” = cosby; $ 38-1, ejemp. 4. 
19) Uso + Uy = Urr + (Uso in) + (u/r); 

2) au = (Pr, (4 27 — er), 

Derivando sucesivamente [67-8] se tiene 


0 2 mp) 
(e Tea +... +% +=) Í(A%, + .., An) = 


= mim—1)...(m—p+1)1"*Íf(%,...,%n) 
y se hace )¿=1. 
Aplíquese [67-9]. 
y” = — (8xy + 47) / (4* + 22y) ; 
y” = 3y(64x* 4 320 %y + Bay + y) / [ix (2x0 4 y). 
dz = Bxdx — 6ydy; zudxw + ydy + z2d2z = 0; 
dize — 8(dxr)? — 6(dy)? — 6y dy; 
for + (dy)? + (d2)? + y dy + 2d% = 0; 
dz = — 18 dy d'y — 6y dy; 
3dy. y + 3dz dz + y dy + 2d% = 0; etc. 
de + dy + du + due = 0; 
adx + ydy + udu + vdv = 0; 
dev + du = 0; 
Pot + Ly) EE (du)? + (do)? + u du + vd = 0; 
ed És Tao + uu + vdwy = 0; etc, 
u= 1 +2 +0? 04 hk +(3/2) h%% Gale 
Y. 
o S S mn Ma 
1%) Zz 3 ( = )a y”; 


n=0 m=0 





lal + lyl < 1 comparando con z (2+y)" para x>0, 
y >0; en los otros cuadrantes el ármino general no tiende 
a cero si lel + ly] > 1; 

n 


20) $ Ya 


AT válido para todos los valores de x y 


n=0 m=0 
e 1,1) £.(0.2, 014) + y£, (Qu, Qu) 
, z HA) AL Yi) + Y Eo (ue, BY) 
UE gley) — oer(0, 024) + YE (Gx, Guy) * 
d(f,2)'9(x, y) = 0 en (0;:0). 
2; No. 
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(La 4 Vos + Mov) (ly + 22824 + Pew) = 1; ] 
Sí; También pueden aplicarse los desarrollos en serie de 


$ 45. 


8 70. Pág. 224. 


1. 


ss 


10. 
1. 
12. 


13. 


14. 


Nueve puntos extremantes (0;0), (+1/V2; +1/vV2), (0; 


+1/v2), (+=1/ v2; 0) con máximo relativo (—1) en el pri- 
mero, mínimo absoluto (—4) en los cuatro siguientes, y pun- 
tos de ensilladura en los cuatro últimos, 71” 
Un solo punto extremante (0; 0), caso du oso. Se tiene 
=P — Y = (ey — e la — y 4 Y) > 0 si 
y<0, Recta singular, semieje +y. En un entorno del ori- 
gen es 1<0 en y(1—Vy)< 2 < y (1 + Vy) con y >0, 
ado f>0 en el resto. No hay extremo; cír. $ 70-2, ejem- 
o 3, 
Por razonamiento análogo al del ejemplo 6 de 8 70-2, los cua- 
tro versores de dirección PV, dan suma nula, por tanto si 
el mínimo, siempre existente, no es uno de los vértices, debe 
ser la intersección de las diagonales. Ésta es precisamente P 
si el cuadrilátero es convexo, 
Mínimo absoluto en (1;-—3) con valor —7. Trasladando el 
origen al punto (1;-—3;-—7) y girando los ejes, resulta 
Z —=(3/2)X? 1 (1/2) Y”. 
Extremantes (0,0), (ta, 0). 
En (0;0;0) es H = — 16a* < 0, punto de ensilladura. 
En (a;0;—a') con H= 64a* > 0, 2: =808* > 0 hay 
mínimos (que son estrictos y absolutos). 
No hay extremos relativos; máximo absoluto 1/4 en (In2;0), 
mínimo absoluto —1/'4 en (0; In 2). 
Extremantes (0,0), (+V2; —V2), (—V2; +V2). 
En (0;0;0) caso dudoso H = 0, con recta singular y=x, 
siendo en ella 2 >0 y según los ejes z< 0, no hay extremo. 
En los otros dos puntos hay mínimos (que son estrictos y ab- 
Egipto con valor 2=-—8, pues H — 384 >0, z;, =20 >0. 
= (16 + 3, — 2t0)* + (—7 + 2t1— 2t)? + 
O t=—á4; t6=-—3; d= V185. 
u= sen A sen E sen (A y B>0 anulándose en A =—= O, 
ó =0 6 A4B=x con 0<A<x, I0<B<a, 
0OSA+BS<axa; Uta =Uús=0 da tgA —tgB; 
A=0; A=B=C=kxé/3. 
A=B=C=H/6 da máximo sen A.senB.,senC = 1/8. 
El baricentro. 


a) Mínimos para =5, y=8 y para =—5, y=—38; 
b) Mínimo para x= —a/Y3, y=aY3; 

máximo para a:=—alY3, y=—al 3. 

d = — D/VA"'+B"+C” econ pie de la perpendicular en 


(—AD/(A* + B?4 C9), —BD/(A? 4 B* 4 05), 
—CD/(A4*+ B? 4 C53). 

xla = y/d =z!lec=s/la+b+0); 

T = yz + AMx4+y+2—8); Máximo al ser 


ed bdy edz y” 
dF = ep [E Ep) = 





x Y z 


ade db dy? ed? ) as 
(e )] > 





$ T1-Ej 4 


15. 
16. 


17. 


138. 
19. 
20, 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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a de? bd c e 
=— (E E) < 
pues x/a = y/b= 2/0 con dx + dy + Aa = 0. 
Triángulo equilátero en ambos casos, 
Se extrema 2S —= adsenA + besen B— bajo la condición 
?+d—2adcos A = Bl 4 ce — 2bcecosB y resulta 
A +B=x, es decir, el cuadrilátero inscriptible. 
En ambos casos triángulo equilátero inscripto en x*+y*= 1, 
demuéstrese primero que debe ser inscripto. 
Vértices ax = + a/V3; y= + b/V3; 2= + c/V3. 
Cubo; cfr. $ 70-8, ejemplo 3. 
Para el plano l(x —a) + miy—b) + nlz—c)= 0 se ex- 
trema el volumen V — (la + mb + nc)?*/(6lmn) obteniéndose 
3al = 3bm = 3cn = la + mb + ne; V= Pabe/2. 
Para determinar los extremos de r se encuentra la ecuación: 
B me a ! 
pame aer y dle die y 
Resultan los ejes de una cuádrica a a su centro; efr. 
$ 63-5, [63-22] y $ 63-8, a. 
Debe extremarse 7 = ei + y A 2xy cos O, y para 
F = 7 + lana? + 20ury + cer + %s) resulta 
x + yeos9 + Aanr + ay) = 
Yy+xzxcosB + ¿(Our + amy) = = o de donde += Ads y los 
valores de A son las raíces de la ecuación 
(ta +1) (102 + 1) = (han +.+e0s 9)”. 
Basta buscar el máximo de u = ax* + 2bxy + cy” con la 
condición ex? + 2fxy + gy” = 1, debiéndose eliminar x, y 
a+ by br+ey| _ 0 


ec+fy fu+9u 
De las dos primeras se obtiene 
a[(ar+by)—uter+fy)1 + u[ (bx + ey) —u(fe+rgy)] = 0, 
debiendo por la tercera, ser compatibles en x, y las ecuaciones 
(a—ucdz + (b—ufy = 0, (b—ufle pia (c—ugy = 0, 
de donde resulta la tesis. Para el ejemplo, es 
u = (14/3) + (2 V67 3). 


entre estas dos ecuaciones y la 


Ecuaciones de condición qr= Yi, — H, = 0. 
Para F=A-+ 3rkrp. se tiene (0A/0ar:) + 2%-4rs = 0, 
de donde Ay¡fQri = — 24, independiente de 4, 


Como X¡Ar,d, = 0, (r>%8), se extrema A cuando es or- 
togonal. Por tanto A*— H,Hsa ... H,, de donde 


Ami = VHH2... Ha. Para la, | < MM es HH. < aM”. 





234. 


Y + ye 42 25 —10=0; (1;2;0); 

ay + yz + zx — 1 =0. 

Be +8y =2= 19; 2 — 1 = (y —2)/(—5) = 2/3; 
(1;1;1) e indeterminadas, normales a la O hiperbo- 
loide ordinario de ERA Xx” — 3Y? — 322 Si 

Y + yz + 23 = 0; 

(1— DW —2 - + BN + z(x—1) = 0. 

9 + By + 72 = 1; 17(x — 3)? + 34(y — 2)? + 49(2—1)”? — 
Es ada 3) (y —2) — 14(y —2) (2 — 1) -28 (2-1) (13) = 


Esferoide achatado 4qX* 4 Y1447Z%= 
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5. Basta resolver f(a,b) — 0, f.(a,b) + id = 0, 
oa (a,b) + 2Zfeata by + 4, (a, b)= con 


3.310 
f2(a,b) + £ (0,0) > 0 y (E 7 Ly £(a,b) 4 0. 


6. 19%) + pr +qb=0; 30 + 2pa + q? = 0; 
6d + 2p =0; (£4 A)" —6%0; a =—of3; 
b=— 29 (279%; 4 — pj (3g*); 
Recta de inflexión 9p% — 274y + 5p" —= 0; 
20) at —6a*—b=0; dee —128—i=0; 
120? — 120; 244 0; (+1;—5) con A= —8; 
(—1;—5) con 4=8. 


7. La única raíz real del sistema f=f.=f,=0 es el origen 
(0; 0), punto erunodal de tangentes c(x* —y*) — 0, es de- 
cr y= <x, con ramas sin inflexión. 


00 


El origen punto acnodal, 


9 Desarrollando en potencias de A— Ai =uk y 2-—Qa=h, 
será 
2F (2,1) 'h?= Ey? + 2P,00) pu + Q0) + RIR(u) +81 = 0. 
Si el trinomio constante.respecto de h, fjane dos ceros reales 
distintos px, uz, la ecuación de ambas ramás del tacnodo será 
aproximadamente y — db — A(x—a) + n:(2—a)” y am- 
bas estarán a un mismo lado de la tangente común si 
tapa = Q (a) Lv > 0, a distinto lado si pu = Q(u) /fy < 0, 
y dudoso, ENCON una u otra rama tener inflexión si 

lo = 0 = QU). Si A=0, es 

2F (2,1) ?* = Low (1 — pa)? + h[R(494+6] = 0 para 


im =— VQ(M)/l. Si Rím) +0, el caso no vuelve a 
ser excepcional y se tendrá aproximadamente 
Ap — 1)? = — RR (pm) £yu, es decir 


“y —b = hlx—a) + (2—a)*(m + V—(x —a)R(m) low) ; 
por tanto, sólo si -—a es del mismo signo que —R (1) /Eyv 
es y real; si-1 > 0, ambas ramas de la cúspide quedan a 
un mismo lado de la tangente común, mientras están a dis- 
tinto lado si =0=0Q(). 

Ejemplo 3: Fm) = de + aa] 0 40, 
P(1) = P-(4) = 0. Q (0) 2, my = 2; A=4>0; 

(0; 0) es punto parabólico albda. 

Ejemplo 4: F(x,1)= 4 —x=w= 0, caso no excepcional 
con P(A)=3—2>%0; (0;0) es punto de retroceso de 1% es- 
pecie, existiendo curva para x >0. 

Ejemplo 5: Fíx,1)= *— 2 + '=0, A=0, 


Py) =— 4, PA) = —2 QA)=2 fy=2 A=0, 
R=0, el caso vuelve a ser excepcional. Directamente 1=xw 
es doble. 


Ejemplo 6: FíxzA)=(—x)?—ue—=0 A=0, 

R=0, el caso vuelve a ser excepcional. Directamente, si 
= ux, queda. dividiendo por x*; (p—1)—x=0 y las 

ramas son aproximadamente y =a*(1 + x), a un mismo lado 
de la tangente común en el tacnodo (0; o). 

Ejemplo 7: P(z,A)=Y* + dik—e—0, Ak =0, 
P(1) =2, A()=1 QA)=—2, fu =2, 
A=—5<0, 2"+u—1=0, paa =— 1; (0;0) es 
tacnodo con ramas a distinto lado de la tangente común. 

Ejemplo 8: F(x1)=*— 2er +o—ei=0; 4=0, 
F()=—4% P()=-—2; Q(0)=2+*0; f,=2%, 
A=0 R<0O; (0;0) es punto de retroceso de 2% especie, 
existiendo curva pare + 0, 
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10. 


11. 


12. 
13. 


14. 
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19) Las raíces del sistema f—f,=f,=0 son (0;0) y 

(0; —<c). Para el primer punto es 

F (2,1) = 41 + Lcdo — 30? + (20 — 2018 + 24) = 0, 

A=-— 160 < 0; 44 2p4—3=0, pue = — 3 <'0; 

(0; 0) es tacnodo, con ambas ramas a distinto lado de la tan- 

gente común. El punto (0;-——c) es erunodal, con tangentes 

paralelas a las bisectrices de los ejes de coordenadas, siendo 

de inflexión en amhas ramas; 

29) La raíz del sistema f=—f,—f,= 0 es (0; 0); 

Fíx,A) =P + a — 202% =0, P(2)=0, A=ux%e da 

Flx,p) a = pP43-— 20 pt —= 0 con 

PA) =0=Q0%)=A, tlu=0, R(0=2 >0, fu >0, 

(00) es punto de retroceso de 1% especie, existiendo curva 

para r<O0, 

19) Tangente simple y =0 econ rama ordinaria sin inflexión; 

Tangente doble 220; para rg, d%.=0, es 

Fly. A) = y + y —%=0 v0)<0  PO0s)>o0; 

(0; 0) es punto de retroceso de 1% especie de tangente » =0, 

con ramas existentes para y >0. 

29) Tangente simple x = 0, con rama ordinaria con infle- 

xión. Tangente doble  =- 0, para y = 2x, l, =0, es 

F(x,2)= e — Ke — 2x+2=0, P(0) =0, caso excep- 

cional; para 1 = px es 

F (2.10) 2 = 1 — yx — 24 + 44 = (un — 1)? — pig 0, 

vuelve a ser excepcional, pero directamente, para 4H =1 es 

[(y/x*) —1]* = y, es decir, y = (1 qe, dando (0; 0) 

punto de retroceso de 2% especie, de noeóto y=0; con 

ramas existentes para r > 0, 

19%) En (0: +1) y (0; —1); 29) En (0; —31) y (0; +4). 

Punto anguloso con ramas de pendientes —2x, +3x (¡no son 

ángulos!). 

19%) Elíptico, por debajo; 

20) Parahólico, atravesando ; 

39) Elíptico, por encima; 

4%) Hiperbólico, atravesando; 

59%) Parabólico, atravesando; 

6%) Hiperbólico, atravesando; 

7%) Elíptico, por debajo; 

89) Parabólico en todos, por encima en los ejemplos 3 y B, 
atravesando en los demás; 

99) Parabólico, atravesando en ambas superficies, 


255. 


T(u) —= r(u4) .e(u) con le(u)! = 1 da 

rAr —= reA (re4 re) = reAe, $ 723, b. 

Cfr. $ 60-1, b; [72-17], [72-21] y [60-35]. 

u/, derivada del módulo, no es el módulo de la derivada Ju'|. 
Si n es el versor normal al plano, aplíquese $ 607, e PE para 


ver que el sistema homogéneo n.r =n.r” =n. 
tiene solución no nula ($ 15-6, b). Para el recíproco, se aplica 
n.n=rY,r=nv.r=0 y ejercicio 1. 
10 6 0 ld 3 —A 
al 0  2v e 3 20 E 
1 —1 0 a | l —3 2v —3u* 
| 0 3 8 
+ —38 0 2: 


| 
y 
—ái —Lv o | 
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11. 
12. 
13. 
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29) Dr(Q).x = 1(201 4 6j) + (2) (23 + 4%) + 
+ 2. (—i—3k) = 181 My 2j — 14k; 
39) rpg (Qu) .2 = 4120(1/3) + e UE 
de [6. (1/3) 42. (291) 
+ BM. (2:30 +(3).(; 37kp. 3 = 18i + 2j — 14k; 
49) dr(Q)= (104 du— dw)i + (6 du + 2u du)j + 
+ (4e de — 3u* de)k = deb Mei + 
E (203 + 4vk)dv + (—4— 3u*k) due; 
p 5(Q) = [10.2.1—2]i + [6.1+4+2.1.(-—2)1] + 
+ "ld 1. NÓ .1*,21k = 181 + 2j — 14k; 
0 


59) E 0 20 5=0; 
— —y 0 

Plano  (r—ro).(404—j+6k) = 0, para 

rn=?2%3++k es du —v4 6w —13 =0; 

dy = (3) (2 3) + (—) (2/8)11 + 

+ [3(1:3) 4+(—20) (29) ]j + 

+ [(1:21(01:3)+ 20.(—2 3)]k = (5/3)i + 
[1 —(4/300]j + [(1 6)—(4:3)0] k; 
13) (1 3) + (1 — du 3). (—2/3) + 
[G 6)—(4v 3)] (2:83) = 0; 
6% r.(0) = 6j; r.(0) = 0; r.(0) = — 1; 

ro (0) = (-2,3)i + 2i con 

(2 (13) + 2(—-2:3) = — 14/9 0. 
Es No=N =N —=N =r.(01: = ¡r-(0)| = V2 y no 
existe 1'(0), pues r-(01 =1i+3j Y. (0) ij 
Por $ 26-4 con Fíu%)= 0 < Yn < Flv), debe ser 
F(un)= Yn < F(u) para todo u de (Um,v]. En este in- 
tervalo será a m)' > ¡r(u4)—r(u)| — 
— t(un)—r(u0)i > f(u)—f(un) y se aplican definiciones 
de ejercicio € y Cap. 1X, nota V, a. 
Por reducción al absurdo. se supone que exista v de [uo, 41] 
donde F(+)>0. Entonces se toma Ym de (0,F(v)) no per- 
teneciente a F(S) y se aplica ejercicio 7. 
Para k >0 sea f(u)= g(u) + ku y por ejercicio 8 será 
ir(u)—r(u0)! — glud + gl[u0) — klu—u) < 0 en [uo 41] 
y también Ir(u)—r(wd < g(u)—gluo), por reducción al 
absurdo para k suficientemente pequeño, Si fuese 
Ranas = gíu)—eg(u). por la desigualdad triangu- 
ar (5 9-5 ejercicio), deberá ser también 


+3+ 


oO. ev) — gl(uw). para todo par v, w tal que 
UY £ w<w"w < a y sería N, r(u) = D.g(u) en todo punto 
de [uo 41). 


Corolario de ejercicio 9; obsérvese que no puede deducirse de 
$ 35 por proyecciones. 
Se aplica ejercicio 9 con g(m)=1, obteniéndose 

0 < xr 0) — Y (uo) | < 0. 
19) Por componentes, se aplica $ 35-3, dando r(u)= ro; 
20) Se aplica ejercicio 1, 
10) Debe ser (8 60-8, 1) r=— 5o+ u(u).a con ax0 y 
W (u) «0, Por ejercicio 2 es 

d r ) (MA r)ar 


dul [rl [e] 
2%) Se aplica ejercicio 4. 
De (60-43] se deduce n.r =nm,r” 5 n. pe *=0, sistema 
homogéneo con solución nx 0 si (r”,r”,r” ($ 15-6, b). 


)=0 
di como en ejercicio 4, será n '=0 
n.r' 


y 88 Integra 
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19) Se aplica $ 66-2, corolario 19; 2%) Si r(u, v) =r(8) con 
r (1) 0, t=t(u, v) será ra Aro = ti, or Ar =0 Recí- 
procamente, de 


du,v) 7 duo) 0 (uv) es 
por $ 68-3 la proyección sobre cada plano de coordenadas es 
una curva o un punto y se aplica 1*. 
Si n es el versor normal a la recta, [72-27] da 
[1 (uo + h)—r(u0)] .n =(4%/n1) 1 (u0) .n + o(47), 
que cambia o no de signo según sea la  aridad de r. 
[r (0 + h)—r(u0)].n = (ho/pl)ri(u).n + o(4D) 
da que la tangente atraviesa o no a la curva en P, según 
que p sea impar o par, Para 2=1, p=2 se tiene punto 
ordinario con contacto de primer orden ($ 38-8). Para n= 1, 
p=3 se tiene punto ordinario con inflexión ($ 71, ejercicio 
5). Para n=2 se tiene una singularidad (que no depende 
de la representación paramétrica) y sip=3 6 4 se tiene un 
punto de retroceso de 1% ó 2% especie respectivamente 
(8 71-4). 
Tomando x= 2u + 1 resulta 
r(u) = (24 + 1)i + (24 + 3)j + V12u* + 244 +13 k; 
v(1) = r'(1) = 2i + 2j + (24/7)k. Mediante [67-31] resul- 
ta v,/(—2z2) = %:/(—22) = %s/ (—3x— 3y) = 2/(—14). 
lu — Yy +32 =0; (32—y)* — 2y =0; 
r(4u) = ul 4 24% + (2/3) (u4—u)k; —0<X<u< + 0. 


AP) = do TOR. de 
0 (Yo, Zo) e dS: 0 (Zo, 0) li 


HBO) om=9: e = E 
Ha) == 25 (e—1)/4 =y-—1=(2—1)/2; 

r (4) = 441 + u4j + kx; 5r()= v(1) = 4i + j + 2k. 

19) Si v=const,, ds*— du*/cos*u, y s= LEN no de- 

Lea de v; 2%) Si u=const,, de=(0 +4 1) dv? depende 
eu 

r = (5 V3/4)i + (15/8)j + (3/4)k + 

+ AL(—5/4)i + (15 V3/8)i] + 

+ ul (3 V8/4)i + (9/8)3 + (5/4); 

0(y,2) /0 (ue, Vo) = 3 cos lo ch" vo = 75 V3/32; 

D(x, 0) [0 (Mo, Vo) = 25en UuwcH o = 25/16; 

9(%,y)/0(U0, Vo) = — GBeh voshv = — 45/9; 

15 VS le —(5 V3/4)] Sd 10[y —(15/8)] — 

— 36[2 —(3/4)] = 

id Abad: (2/4) + (y 19) = 2 = 1; 
F,, = 5 V3/8; F,, = 5/12 F, =-—3/2., 

r = (a +7c<0su)cos vi + (a +>7cos 4)sen vj + rsenuk; 

(0 <u4<2x; 0<v< 21); Ninguno, pues 

TLÁr, = — r(a+4 7 eos 4).(cos u cos vi + eos u sen vj + 

+ senuk) 4 0 si a >r. 


MT. 


Sólo la parte donde y +0 y está definida z(t), excluyendo 
así el eje z que es parte de la intersección. 

En el campo real 8 queda determinado por [73-11. En el cam- 
po complejo existen curvas mínimas de longitud nula pare las 
que r'(u),r(u) = 0 
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á 2 16 V4 + 9h* 
lim | —— (4 4 94) — — %= lim ———= 
130 [ A Jen Ayo dl 


= +0. 
El punto u =0 es singular. 
Cfr. $ 72, ejercicio 17. 
Cír. $ 72, ejercicio 17. Si n=1, p=2, q =3 se tiene punto 
ordinario con contacto de primer orden, Si » es par se tiene 
singularidad (que no depende de la representación paramé- 
trica). Si p es impar se tiene en Po una tangente estacio- 
nuria o de inflexión. Si q es par se tiene en Po un plano 
osculador estacionario, 
(1) = (4/V2)i + (1/V2D3 + (2/V2Dk; 
n(1) = (22/V2121)i — (26/ V2121 21)ji — (81/V2121)k; 
b(1) = (1/V10D)i + (8/V101)j — (6/V101)k; 
Recta “tangente: ASE UB cd A (4i +i+2k) = = 0; 
(2—1)/4=y—1l= (2—1)/2; 
Recta normal principal; 
(1—i—j—k) A (22i —26j — 31k) = 0; 

(u —1)/22 = (y —1)/(—26) = (2 1)/(31); 

Recta binormal: (r—i—j—k)A (14 83 —6k) = 0; 
e —1= (y—1)/8 = (2—1)/(-8); 
Plano osculador: (r—i—j—k).(i + 8 —6k) = 0; 
Y + 8y — 62 = 3; 

Plano normal: laa pd epa AE 2k) = 0; 


y a+ y + 22 
Plano rectificante: os —k). Tidhi—26j — B1k) = 
22x — 26y — 3lz = — 835. 


t= (i4+uj+ ko) /( + 24), 
n= [—2ui + (2 —u*)j TS +40), 
b= (Bui— aj + k)/(1 + du); ñ 
en u=2: 3t(2) = E + 2 + 2k, 3n(2) = — 2i —]j + 2k, 
8b(2) = 2 — 2j 4- k; 

Recta tangente: 

[r — ui — he] + E A (+44 2k) = 0, 

x —u= (y —24%)/u = [z— (1/6)4/(40), 
enu=2: e —2= (y—2)/2 = [z— (4/3)]/2; 
Recta normal principal: 
[r — ui — 3uj — (1/6)04k] A [—2u4 + (2—u ji 2u4k] 
(0) (24) = (y — 305: (Q— 0) A EAN 
en u=2: (x—2)/(-2) = (y —2)/ En = [2 — (4/31/25 
Recta binormal: 

A (1/6)k] A (3u%i—uj + k) =0, 

(2 —u) (34) — (y — 24) M—u) = 2 — (4/6), 
en u=2: (0 —2):2 : = (y —2);(-2) = 2 — (4/3); 
Plano osculador: 

[r — ui — 4493 — (42'6)k] . (3441 —uj + k) = 0, 

mél(x—u) — u(y—340) + 2 — (1/6)u? =0, 
en u=2; 2 — Y + 2 = 4/3; 
Plano normal: 

[r— ui — 344 — (1'6)4'k] . (i + ul + 24k) = 0, 

x—u 4 u(y—diu) + d[z— (4,6)] =0, 

con u=2: « + 2y + 22 = 26/23; 
Plano rectificante: 
[r — ui — 34 — (u*'6)k] . [—2ui + (2— 2] + 2uk] = 0, 
—2n(r—u) + (2 —4 My — du) + 2u[2— (u'/8)] — 0, 
onu 2: 2 —4 4 22 1433 e=— 10/83. 


$ 73-Ej. 13 
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V3 t(1/4) = — V2i + k; 
V39n(1/4) = — i— 6j — V2k; 


V13 b(x/4) = 2i — j + 2 V2k; 
e= VE f vV1I—¿Esernitdi = V2 E(u; 1/2), 


integral _ elíptica de 2% especie ($ 55-2, b); 


an = V2E(1/4:1/V2) = V2.0,748; 
s = V2E(1/2;1/V2) = 2. 1,349. 
= (21/2) V21/101; “o = — 101/12. 
19) € = (3/2) v3H y To =— 13/(6 V2); 


s'(u0) = V1 4 coso = V3/2; 
s'' (us) = — cos uo sen o/ VI + cos = — 1/V8; 
dt/de. = (e Tr” —8"r)/s8* = — (2i 4 125 +2 V2k)/9; 
n(x/4) = Qo.dt/dae. = — (¡+ 6j— V2k)/vV39; 
e = (3/13)i — (5/26)j + (5 V2/13)k; _ 
r = (5/13)i — (5/26)j 4 (5 V2/13)k + u(2i—j+42 V2k); 
[x — (5/13)3/2 = [y + (5/26)]/(—1) = 
= [— (5 V2/13)/(2 V2); 
2%) e= A Qo = 9, 
T=—_ To = — Y; 
dt/ds = (atan) (du/ds) = 
= [2ui 4 (2— 4D j + 24k]/[2(1 + 4457], 
n = qdt/ds = [—24i + (2 —u5Dj+ 2uk1/(2 445, 
n(2) = — (2/3)1 — (1/3)j + (2/3)k 
Centro de curvatura: e = ui + 4u? 58 (u"/6)k + 
+ 3014 da?) [—24i 4 (2 — 47) j + 2uk], 
c(2 = —4i— j + (22/9)k; 
Si polar: A =c + ul3ati— aj + k), para u=2: 
— li — + Geol + peta) 0 
(+ 0)/2 = + D/ (2) = 2 — (22/3 y 
Aplíquense [73-70] y [73-71]. 
b(u) = [r o (u) T/|r (u) Ar” (u)] = 
= (ui — 2u + 2k) /Vut + du? 4 4; 
bl (2) = iia Ad s (2) = 3; 
n(2) = 7o.db/ds. = (- (—25 —i + 2k) /3. 
10) t.k = k/VI+1 +; Derivando ésta, por [73-30] es 
(dt/ds).k =0=m. k; Deducida de [73- 30] y [73-31] es 
o(dt/de) .k= T(db/ds) . k=0 que da b.k = const.; 
20) De n, ¿k= = 0 y [73-34] se deduce 


(dn/ds) .k =0= — (1/0)t.k — (1/7)b.k, es decir, 
Q/T = — t.k/ 

39) Si ta=y (eonlantó) es 2= ys; de 

l= 64 ++ té 0 + y se obtiene o= Yl—ys, 


es decir r= q(0i + y(0)j + (y/Vi—wyv)ok; Si na=0, 
de [73-307 se obtiene t'(s)=0; Si ba es constante, de 

Qs = Tby= 0 se deduce te = y; Si 0/7 es constante, de 
[73-30] y [73-31] sigue t — (7/q)b = m constante, y maul- 
tiplicando escalarmente por t queda 1 = t.m (es decir, t 
forma ángulo ce con a 

49) Es 28i=1 +4, 8 

De = |t'/s' p= = (t 24 e + ko) siendo el último nume- 
rador el cuadrado de la curvatura de flexión de la sección 
recta; 

5%) La sección recta plana tendrá curvatura constante, es 
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decir será una circunferencia, pues por [56-22] el centro de 
curvatura será fijo. 

19) v(1) =4i + j+4+2k = V21t; 

a(1) = 12i + 2k = (52/vV21)t + (202/ V2121)n; 

d(1) = (12/101)t + (2/21) V101/21b = 

= [1210/(2121 V21)]i 4 [1868/(2121 V21)1j — 

— [236/(707 V21)]k; 

29) v(2) =1i+2] + 2k =3t; 

a(2) =j+2k =2t + n; 

d(2) = (1/9)t + (1/9)b = (1/9)i + (1/9)k. 

19) h*/ (120070); 29) h?/ (2405). 

Se aplica [73-98] con qr”*=1 por [73-51], 0? = (rr ”)?/r"", 
[73-64], ri=1,  .r" =0, (r.r)* =r" y la identidad de 
LAGRANGE ($ 60, ejercicio 24). 


293, 
Envolvente y =0; Sí, pues 0(1,1.)/0(x,y) = 4 % 0; 
tiu=-—2x%0 


La envolvente es el par de rectas y? = x*/8; Sí, fuera del 
origen, pues 0(f,f.)/0(x,y) = 8y; fÍ1n=6 +0. 

Curva discriminante y! — y = 0; Envolvente y = +1; 
Lugar de puntos singulares y = 0; 

Es 09(£,1:)/0(x,y) = Ay(2y44 —1) nulo en y=0 (puntos 
singulares) con 1. =— 2 0. 

19) (2/0) + (9/0) = 1; Ñ 

20) Envolvente «%* + y = 1; t=tgda, con a = incli- 
nación del radio correspondiente al punto de tangencia. 
Hipérboles equiláteraa t 2nxy = €. 

Envolvente (2/0)79/(M Y (y/b)"2/(0=) = 1, obtenida eli. 
minando u,v entre las ecuaciones dadas y 

(03 /unt) — (yr fora) (ufo)? (6/4)? = 0; 

19) y 2%) Astroide (cfr. $ 74-1, ejemplo 12); 

39) Las involutas son elipses cuyos vértices son las proyec- 
ciones sobre los ejes de los puntos de una elipse fija. La en- 
volvente es un sistema de cuatro rectas + (2/a) + (y/b) = 1. 
Envolvente  (%? + y?) = 4 (0%? + b*y*”), con caso particular 
lemniscata de BERNOULLI (2% +y*%)? —= 40 (21— y), (3 54-2, 


ejemplo 3). 

a) Parábola y = — ga*/(2v cos*t) + (tg t)o; 
b) Parábola y = — gx*/(24) + v*/(29). 
Cfr. [75-23], 


LAT, = (t4u4q,)4q =0 con tAq =kcos ¿, 
da/do = k4Aq, dp/ds = (2/0) — (cosi/p), si q es el án- 


gulo (i, q). 
(y—5$)* = (27/16) 2*. 
Es lim E(8)—r(a) 


00, 0(8) —0(80) — 


; (8) —r(20) + 0(80)[n(s) — n(8)] | 

= lim | 2% teledinte?—»t89] - n(s) |= n(s). 
in | e (a) — q (80) +40) (00) 

por aplicación de [73-35] y $ 36. Además 

d(s) = [r(s)—r(s.)].n(8) conserva su signo en un en- 

torno de 8, pues d(s0) = d'(s) = 0 con 

d"(8) = 0 (a) + 0 (8 83-7). Si q (8) = 0, pero 

940) = 4 ”(m) Y 0, la evoluta no tiene cúspide, sino in- 
exión. 


$ 75-Ej. 3 
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(0+y +2) + 4(ax + by + cz) = 

Involutas 2*+ y + 2 — 202 cos t — 2by sen t = 0, 
Envolvente: (ay +29)? — 4(0%%* + by”). 

La condición queda cumplida por toda esfera de radio uni- 
dad con el centro en el plano coordenado 2 = 0, 

Los planos que pasan por (—c?;0; 0) tienen la forma 

—ow + cy + c2= 1 con envolventes (y +2)?=4e é 

(y —2)? = 4x. 

Envolvente xyz = 2k*/9. 

19) Ver+ Vy+ Ve=1; 

20) 2 +92 1. 

Ar Bi Ci D, 
A B, Cc, D” 
As By Cas Da 
Al Bi Cu Ds 
La envolvente de las superficies esféricas tangentes a los 
tres planos 3u—1=—0, 3v—1=0, 3vu—1=0 enel 
cono circular 1 — 2(44+v4+w)— 3(u+v-+w) = 0 de 
vértice (1/3, 1/3, 1/3) con eje que _Pasa por el origen. Su 
transformado es la solución (2? 4 y?+ 22)? — 

— 204 PAY a+ y 2) — Blu y +2)? =0, 

Se aplican [74-53], [74-54], [74-55] y sus derivadas para de- 


= 0. 











ducir ($$ 13-6, 15-4 y 15-6, c) 15 = — A?'/8', 
Ax + B”y + C”"z + D” = AlB, 
A ls 3 17 
"=—|p q: a/8, E 
A B 


=-|4 5d a/8, «JA =8/B=y/C=AY8 


z 
y se sustituye en el ejercicio 11 de 8 73, Para el ejemplo es: 
=P, A=3—6% ABE O 384 2); 
A“ +YB?4 C0%= le+ 1); 

AM + BB” + CC! = 188(* +2); x= 18 (8 +2)"; 

e = (1/4) (0 +2) 7= Ex) (e + 2)? 


305, 


r =ucos vi y Uusenoj + kvk; —w <u< + 00; 
—0 Xv<X +0; No tiene puntos singulares porque 
XL ár,. = ksenvi — kcosvj + uk + 0. Plano tangente: 
kyor — key + (e? + y) (2—2z0) = 0 
o =— Rujmos = — Kofróo = t*/6 dando para arista de re- 
troceso r— ti + 38% + (1/6) €k; 

u— (2t0/8) y— (7/6) z 

2/3 to/8 0 =0. 
2/t0? 2/to 1 

(+ t+36)/(0 +38); 
[—2ti +(2—t)j + 2/24 e; 
= (1056 +k)/ (1446); e 
e = (1438) 7=-— (1 + 38)5; Superficie polar : 
r(t,p) =p + en + pb = ti + 3% 4 
- Une + Í04 48) [24 + Pa 209 +4 
+ Laa aria; 0-=6+2%; s—1+ib; 
do/ds — 2t; Arista de retroceso de la superficie polar, por 
[73-92] es r(t) = 34(B4+8)i + (1/4) (4—6—58)j + 
+ (1/3) (98 + 5**')k con u = — 7.do/da — 2t(1 + 34%)”, 
También ($ 74-5) mediante el plano normal 


ES 
1 di 
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+ ty + dz — t — 3 — (4/12) = 0, derivando dos ve- 
ces respecto de t: y + tz — 1 — (3/2) — (6/12)* = 0, 
z — 3t — (5/3) t= = 0. Superficie tangencial 
r(4) = p + up = (t4u)i+ (16 + tu)j + 
+ 11/0$+ E Superficie rectificante: 
r(t,u) = p + u(ot—rb) = ti + 4 + (1/6) 4k + 
+ u(1>+ 36)” (14 k), cilindro cuyas generatrices son las lí- 
neas de acción del vector de DARBOUX d = (i+k)/(1 +4) 
que verifica ($ 74-5) la ecuación 
—2t(x—t) + (28) (y —2%) + 2t[2—(1/6)8] = 0 
(plano roctificante) y la derivada respecto de t 
—2x — Ly + 2z + de + (2/8) = 0; volviendo a derivar 
queda un sistema incompatible en x,y,z, pues la envolvente 
se reduce a un punto impropio, 
Si q = coson + senqb, es p.4q = cosqb — sen qn, 
(PP Aq.a = q — (1/7) = 0. La arista de retroceso viene 
dada por m,A4m.=p'4q + u(q4 q) = 
= [1— (u/q)cos q] (cos qb — sen pn) = 0. La normal m, la 
principal n y la recta polar forman un triángulo rectángulo 
cuyo cateto y sobre n e hipotenusa u sobre m abarcan el 
ángulo p. 
En ejercicio 5, es m' — 4'(cos qn + senqb) con 


u = q/coso, q = 1/7, es decir |m'| = ju. 

pto) = tal + ulo)t(o) tal que p'(0).t(o0) =0 da 
144 =0 =—0+0=-—0, €8 decir. 

p(0) = r(c) — ot(o). Es p' =— onf/fq Con plano nor- 


mal de C coincidente con el rectificante de TI. 
Envolvente p(u) = rí(cosu + usen u)i + 
+ r(senu—ucosu)j; cfr. $ 55, ejercicio 15, a; 


p'(u) = ru cos ui sui + ru sen uj = — run = 

= — un (Vr +). 

r(t,u) = r(cos t —usen t)i + rísent + ucost)j + 

+ k(t4+u)k. Intersección con z=0 por u=—t dando 


r(t, —t) = p(t) evolvente, ejercicio 9, 
Aplíquese la definición de punto central y $ 74-1, teor. 3, 


12) Circunferencia de garganta 2% + y =a, 2=0 para 


. cada uno de los sistemas de generatrices 6 62-6, di); 


29) Cada una de las rectas y = + x, intersección del para- 
boloide con el plano 20, para cada uno de los sistemas de 
generatrices ($ 62-6, d,) respectivamente secantes ; 
30) Recta x= = 6/13, y — 38t/F3, z = — 2t/13. 
Paraboloide 3xy — 22 — 2y = 0; Plano director 3y= 22; 


co. y 46/18 
líneas de estricción: ¿ 2y + 82= 
ejercicio 12, 3%), que sitúan los Jos nueyos para reducir la 
cuádrica (ejercicio 12, 22); 82/13=X*— Y? (cfr. $ 63-8, b); 
x=t 
= 2t2/ (3t —2) * 

les sobre el eje zx, para t=0 en el origen, intercambiando 
en [75-5] x por z da mM = — 4/(3t— 2) = — 1, Y = pa 
“W=h'=0 y resulta el haz de planos tangentes —zx = 
de “puntos de contacto (0; 0; 0) y parámetro de distribución 
Y+ oy — ya + se — 2y =0; 
(1D + (10 (VIT DY — (1/0) (VIT 1) = 172. 
19) le D108 = o (4) = (27) 'B; 

(2—5)/4 = (4 +5)'(-3) = (2-7 'b; 
29) (7 1013 = (y +2)/2 = (2 —3)/(--2); 

ri (422 (2 3)0, 


y eje x (es la reglada del 


Reglada del sistema q ,, tiene puntos centra- 


3 76-Ej.8 


16. 
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x+y+2z=0 
z—2y+z=0 ' 
de directriz hiperbólica (% + y) lx— 2y) = 1; 
(3/2) V2X2 — (3/2) V2 Y? = 1. 


318. 


Generatrices paralelas a i 


Hipérbolas verticales y elipses horizontales; no son ortogona- 
les, a menos que v=0 ó u=ikx, pues 
dee — (44 5 cos*u) ch? y dul + (5/2) sen 2u sh 24 du du + 
+ [(4 + 5 sentu) sh? vw + eh? v]dv?. Hiperboloide ordinario de 
eje transverso k es: r=acosushvi + bsenushoj + 
E cchvk; (—a<cu<a; 0<o< +0). 
a = +q (0 — +) (a? — ha) (a? — ha) 
(a? — b*) (a*— c*) 

y análogamente para y,z. Es 

._— (a— ka) Va — ka) 2 
ea Ye + 

(Ho — Ha) (do —K3) 2 qa 

PAS O y 
19) Ángulo B = 1/4; 
29) Ángulo 6 = arecos [ (1 —cos? LS + eos p)]; 
3% =a(l+ cost) (5 + 3 cos* qp) 
Aplíquese la última igualdad [72-57] y la [67-36] para el 
cambio de dos variables, 
19%) Indicatriz (2*/16) + (y%/4) =1; K= 5/32; 








H = 1/64; 0 = 32/5 (EULER); Q = (32/5) V2/8 
(MEUSNIER) ; 

20) Indicatriz (1/9) — (y%/4) = + 1; K = — 9/72; 

H = —1/36; 0.=-— 72/56; e = (—72/5) V2/3; 

3%) Plano tangente z=0, se corta por z=—h, se despre- 


cia h* y se hace h = 3 dando indicatriz a + 4y? = 9; 

K = 5/18; H= 4/81; 0 =18/5; Q0= (18/5) V2/3; 
40) Plano tangente z=0 a lo largo del eje y; Indicatriz: 
x= +4/V3, K=3/32; H=0; 0. =32/3; 

o = (32/3) V2/3. 


£u= 1; ge =0; g2=05; W= V5; Da = — 2/V5; 
Da =0; Da= — 2/V8; ta 
Q = VE(Er y 5d r— 2(ar + dx)1: e =— 3v5b; 
0= 458 K-=-— 6/07; H = 4/2 


Tomando como das U—=ow, fac es 
ds" = da? + dy? + (zode + zyd yy = 
= (142,3) de” + 27.2, de dy + Ya Epa; 
W= Vonga— gi = Vi+z? pz; Do= bd E 
Di = 204 /W; Dia= 246/W; ti = due/ds; — dy/ds y se 
aplica [76-30]. 
Según $ 70, ejercicio 24, los extremos de [76-80] vienen da- 
dos por (DD — D»:*) — (Dgo — 2D:9nm + Dax91:) (1/0) + 
+ (9u9a — Yu?) (1/0) — 0, equivalente a poner 
(ga — Di0)? — (gu — Duro) (92 — Dr) = 0, 
de donde ($ 19-1, b, 

K -= gu Da — 29:9D0w + 92D: ye 


2 (99m — gu?) 


574 
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11. 


12. 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS $ 76-Ej.8 


(+) + (142%) 20 — 22:2,Zoy 


2142 +2 
a D,De — DY 3 Zrat yy — La 
TT guga— gr > (142242 2)” * 


Por [76-11] y $ 13-6 es 
DD: W”? —= (Fu) Fur Lv) > (Loss Fur Yo) = 














YuwFvo FuuYa Yuulo PusPvo 1091/04 FoLyy 
=| Ir Tr? TY» | =| Puto Yu Ya A 
A A 20gz/0v gu Ya 
DiFW? — (Tus, up ro)? = 
PT A Pur? ¿0gu/0v ¿dy du 
= |Fuluo  Yrué Puyo = 309u/0v 9u Yu . 
Fyfuy  ToT4 ry* 209 02/ du Gra Ya 














Restando, se aplica ejercicio 8. 


La meridiana es una sección principal por ser desarrollable 
su normalía; la otra sección principal tiene su centro de cur- 
vatura en la intersección de su plano con el eje del toro 
(8 764). Ez 

19) (0; +1/V14; +4V3/14); 

20) (0; +12/V153; +156/ 153); 

39) (0; +6; 9/4). 

Teorema de APOLONIO de las cónicas basado en el primer in- 
variante del tensor bidimensional respecto del grupo lineal 
($ 63, ejercicio 11). 

19) Por $ 67-5, ejemplo 3, es 

(tol?) + (tagojb*) + (tazo/c*) = 0, de donde 

O (dx, + agyota)? —= abr (1 —té—it?) que da 


e En Pa— MEL Ale bt any 
Qu == Vbiae, + ay; + biz 


Por pertenecer (rt,, rtz, rta) al elipsoide es 

1/7 = [Pe — ayi? y ae — 3) t? + atb9]/ (abre). 
Por [60-51] es _d —= 1/V (e4*/a%) + (yé¡b') + (2/0) = 
E aber + “ay? + abr; 

20) H —= (Zsefyy — Za) (14 2242) = 

= abro] ber? + ayi + ablar y? por ser 

Arba + “ay? + Peg? — able; 

3D) A = Y = ndV aq = nabe/d. 

Puede aplicarse también $ 70-8, ejemplo 4. 

Se aplica [76-31], fig. 253. 


Qu = 1, Yu = 0, Ya = u + xr, Da = Da = 0, 


Do =— k¡Vur +; El ejercicio 8 da K=0, 
H = — kY/(u +? Las líneas asintóticas son las líneas 


de coordenadas u=cte. (hélices), v=cte. (rectas generatrl- 
ces horizontales), 


Es (d9/ds)t la rotación instantánea de tn g, respecto de tm b, 
y la de este triedro viene dada por d = (1/r)t + (1/e)b 

($ 73-6) siendo m = cosf.n — senf.g; 
b=tAm=c0s0.g + senQ.n. Análogamente a [73-43] es 
dn/ds = wAn = (1/7,)g — (1/0.)t, de donde 

1/7, = (dn/ds) .e; 1/0, == — (dn/de).t. 

Lan involución queda determinada por los rayos dobles o diroc- 
ciones asintótican [76-34]. 
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18. 


19. 
20. 


21. 
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Los extremos de [76-30] se determinan eliminado du, dv en 
1/9 = (Du du + Da do) / (gía du + gu dv) = . A 

= (Du du + Du de) / (gu du + gua dv); Cfr. 5 70, ejercicio 24. 
YwÍ=0 equivale a ortogonalidad; Duw=ÓÚ a conjugación. 
Para que dr + Adn + ndA sea paralelo a n, con dr y dn 
normales a n, debe ser dr + Adn = 0. 

De r,du + r,dv + qí(n, du + n, du) = 0, 

multiplicando escalarmente por r. y r, se obtiene 

Yu du + quan — (Du du + Da du) = == 0, 

gudu + gado — q(Du du + Da dv) = 0, por [72-45], 
[76-11] y ser ru.n=— TM..My €tc., al derivar 

jr. Ar,jn =r,Ar,. Elimínese entonces, bien e (ejercicio 18), 
bien du, du (ejercicio 8). 


335. 


Para Q colatitud y A longitud, se aplica [77-46] como radio 
polar de la integral logarítmica ($ 54-2, ejemplo 2; $ 34-7) 
dando tg39 = kedA, es decir Intg3Q = bh + c. Las 
constantes b y € se determinan por la posición y dirección 
iniciales, siendo bdA = d8/sen B. 


Teniendo en cuenta 1/(1+t*) — cos" q, para la no de 
X/a =—arcte (tg yseci—1()=p+al+ abra. 
resulta f'(0) = f”"(0) = PO fMU(0) =0, £(0) = 

a = ¿£(0) = 34/(14+ 0, 

da = (1/41) £7(0) = (1/24) (5t— )/(1 + )2, 

de = (1/61) (0) = (1/720) (618 — 588 + 1%) /(1 +49? 
Para la segunda, será preferible considerar 





ero moi rr...) 
a =1 1 1 = 
—_ IZA P — po 
l cos y ( si +! +...) 
= in [1420099142089 04 (209232) 04 


+ (2costo— 22) Py 





+ (2 cos" y —cos* y + Sl E4 000) | =2c08p.1+ 
3 
dh 2 cos” p —cos y P+ 24 cos" qp — 20 cos* p + cos q BO, 


3 - 60 
obtenida teniendo en Ca el desarrollo en serie del seno y de 


+0) =0— e a +. 





a=2c0sq.142co0s "9 .P+ (2 cos p— e 


Se aplica a [77-63] el desarrollo en serie binómica (8 45-b5, a): 


(1 —cos? y sen” !)-2=1+ DN 





E: A 
+ 2.2.3 cost qsenti+. 
y el desarrollo de 
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sent=i¿pP4 y P— a 
teniendo en cuenta que 1/(1+ 1%) =cos* q. 


4. De la segunda de las [77-55] se obtiene: 
g = ip Ey 2 
a 1 — sen y 


1 
(14) 


= 2p + Y + 7 Y + 0(y") 


de donde 
3 dra A AA o 
EVE + 0(45, Ev + 0(1w5), 


las que combinadas convenientemente dan 


ES A n= (+) 
2 > + 09 ==>325 + qe +0 7) 
y se sustituye en 





Ss Tay 5 yo 
A 0 
obtenida de [77-63]. 
5, Es tg(—y) =0Y/dX, donde se sustituye 
— = —— . —— = — tg lo sen p dp, 
dX cos y dy cos' 8 ES 
deducidas de [77-55] y [77-61], y se tiene en cuenta [17.57]. 
Para el desarrollo, se tiene en cuenta 1/(1 +4) =cos* yw y 
ge aplica 


2 
senp=t.cosq, tgl=1 + 0 Ta PA 0(5. 


8 78. Pág. 367. 


e 0 si >1+0 
4. J etd(t + [€1) = et(x + [1] — 2) >, si x 
1 


e si g>1>—0. 


+1 o 1 
5. /, sale] =— f edo + fado =1, 
—1 —1 0 


6. + 1)d[e] = Y (141) = 60. 
0 1 


n= 


8 79. Pág. 374. 


+1 +1 
ES ide =2—1=1 
—1 —1 


2. Sr + mala] = (a? +4 1) [7] 
0 


a 
1. f xdla] = alel 
Jl 





5 
U 





ñ 
—2 yl fejede 130 - 70-60, 
0 


$ 80-Ej. 8 
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Basta que a(+) sea una R-integral indefinida 
0%) = Sena, 
pues entonces ($ 48-6, c) es: j 
JP atadutards = a(b)U(b) — Puse = 
" a(b)U(b) — U(£) la(s) — a(u)] = 
= ala) Jstois + alb) Sama. 


il 


Aplíquese [79-8], observando que la integral de sen x sobre 
cualquier intervalo no supera a 2. 


392. 


wr=rin y 0.=1/n da 





2) Integrando positivo. En 0% integral convergente si 
k=2—8>1; en 0 integral convergente si kh=1—8s<l. 
Convergencia se da para 0<s<l1; 

b) Integrando positivo cerca del límite inferior; convergencia 
para kh=8s—1<1; en 0 el integrando cambia de signo, 
integral absolutamente convergente si k=3 >1l, pero por 
DIRICHLET es condicionalmente convergente si 8 >0, pues 
a*j0 e fsenede se conserva acotada. Convergencia en 
0<8s<2, absoluta en 1<8s<2, Para a< 0 es divergente en 


(a+) 7 
0, pues a se hace en valor absoluto tan grande como 
nr 


+o 
se quiera, Resulta 2 | sen (y?) dy convergente, aunque os- 
0 


cile sen(y”) para y>%, 
1. 


0: 0. Cuando el valor principal en un entorno simétrico sufi- 
cientemente pequeño del punto singular sea cero. 


Por transformación trivial en caso necesario, podemos supo- 
ner siempre k>0, Haciendo kx = ft, la primera se reduce 
al ejercicio 2-b). La segunda sólo es condicionalmente con- 
vergente para 0<a< 1, 


Si a(x) es de variación acotada, entonces es acotada y dife- 
rencia de dos funciones crecientes acotadas (8 5b-9, d). Si 
alx) de variación acotada tiende a cero, es diferencia de dos 
funciones crecientes que se puede suponer tienden también a 
cero sumando y restando el límite lateral ($ 25-4) común, 
siempre existente (pruébese). 
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$ 81. Pág. 402. 


H 82. Pág. 


5. 


tn = 03 Yaya = rindan E (n > 1); 

Uma = 2/[m(m4 1)], (m> 

Umyn = 2(m—n) /[(m+ 1) (ee (m-+.1.—2)1, 
(m+08 >2) que comprende las dos anteriores. Suma por 
filas —1; por columnas +1; doble, no existe; por triángulos, 
0; diagonal 0, pues esta última es convergente por no supe- 
rar en valor absoluto sus sumas parciales a 

Mt 11120a 521 (m>+n—2)] >0 para 

(m +1) >-+ 

Por filas d 1% —0); por columnas (—1, +%, —00); 
doble (no existe, +0, —00); diagonal (oscilante) ; ; por trián- 
gulos (0). 


412. 


160/12. _ 
8ln(1 + 2); es impropia convergente, $ 87-2, 
0. 


8 83. Pág. 421. 


=] 


8 84. Pág. 


>» ona 


5. 


9, 


10. 
11. 
12. 
13. 
14. 


15. 
16. 
17. 


Para la región < > 0 el valor es 1/8; con la opuesta, es cero. 
1/50 400. 

(e+€e1)/4. 

(1/4) — (1/2). 

1V3 Arctg ». 


b 
> if de [trino dr = “b(Ina— *> 
a 0 


439. 


eir — e- +, 

rabe(BV2—4)/24. 

4ra*/36. 

Mediante coordenadas cilíndricas resulta 

(1/4) (12 — 12) (207 — 4), 

2 y2ab (a + b) /3. 

av abla +b). 

2xa0b(2V2—1)/3. 

4”. 

(3a/8; 3b/8; 3c/8); «nabc(2a + 3b + 6c) /112; 
rabc(L2a +35 + 6c —48)/112. 

(3R/8; 3R/8; 3R/8); 19R*/52; RA19R—48)/52, 
VG = 2h/3. 

S = 2uér[a + (21/01; V = r[a + (41/31) 1. 
2 ab. A 

a) Il = AiMR?; o= R/vV2; 

b) I= O do 

e) 1= M[(R?/4) + (a2/3)1. 


1 = 2MRY5; q = Rv2/5b. 
Il = M[R*+4 (3/4). 
T = Mb /4; 0 = db/2. 


$ 86-Ej. 6 
20. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS yy 
1, = us L + ul, + us l. — 242 Uy Lay — 
— 24, Ue l,. — 28; Ue loo; 
L = I,= rl (1/4) 4%]/20; 
l. = 3Mr/10 
So = (3/20) [ra 4 (1/8) 41M u +u7) + 3Mru,/10; 


[Qu = %, een 
Lu Me ) fa] Es (2/0) = 


S 85. Pág. 450. 


1. 


15] 


a 


-] 


a) No son uniformemente convergentes ni S,(x) ni S,' (x). 
La Sr(w) es derivable término a término Ambas S,(x) y 
S,' (x) son integrables término a término; 
b) No son uniformemente convergentes ni S,(w) ni S.'(u). 
La S,(x) no es derivable término a término en x=0. La 
S. (2) no es integrable término a término, pero sí lo es S, (w%); 
c) La S,(x7) es uniformemente convergente, pero no lo es 
S. (x%). La S,(x) no es derivable término a, término en x« =0. 
Ambas S,(x%) y S,'(x%) son integrables término a término; 
d) La Sr(x*) es uniformemente convergente, pero no lo es 
S,' (2). La S,(x) es derivable término a término. Ambas 
Sa(x) y Sy (x) son integrables término a término. 
S(x%) es convergente uniformemente en [0;1], pero no deri. 
vable término a término en =1. La serie de las derivadas 
ño converge uniformemente en el entorno de «=1. 
No está garantizada en [85-5] la ley disociativa ($ 22-1, e, 
nota 1). Es to DialEd, (8 43-3, c), mientras que 
En caa) no tiende a 0, (8 22-1, d). 


sE Cu (1))dt = Y dis adas 
0 1 1 0 


= In(1+a*)/m2. Es limR,-,(1/k) = 00 

Divídase [a,b] en m partes de manera que la norma de la 

partición ($ 48-2) sea menor que e/3K, Para cada yx, existe n- 

número natural tal que |S,(x-) — Suep(w0r)]| < e/8 para 

O y todo p número natural. Sea N el mayor de los 
---, fm y aplíquese $ 36-1 para probar en [a,b] que 

18,(%) — Supla)| <S se para n>N y todo p. 


e—-8 1 
3 f ES (x) — 8. (2) ]dx Íl En 
+ 45K < e. 


< 




















5 86. Pág. 464. 


1. 


4. 


No puede tomarse límite bajo el signo integral, pues a pesar 
de ser lim[y/(y+x)%] = 0 para y—>0, es 

p(0) =1 %9. 

Por $ 86-2, Teor. 3, existe y es 


£.(x,4) = 8g(0,4) + Prestives, 


a la que se aplica $ 50-1, a). 
La integral derivada es uniformemente convergente respecto 
de y>€e>-—1 (88 80-7 y 37-5). 


Es y (y) = Sa +y eos x)*de = n/vV1 —y* 


580 


11. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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(S 53, ejercicio 8) y de aquí (y) = rn Arcseny + q(0) 
con (0) = 0, 
Intégrese Jo” por partes (la tdt/V1—+*). 


00 
Aplíquese [51-10] e intégrese il e-Yz cosa da = y/(1+y?) 
0 


desde u hasta b, 


Aplíquese la expresión integral de Jo, inviértase el orden de 
integración y con 

2 sen(ax)cos(bxrt) = senta + bt)x + senta — bt)w 
oe [86-16], resultando 3 si a >b, arecsen(ajb) si 
a A 


uo 
Si 1,(%) = tne-s dt o bien se deriva respecto de x 
0 





dando I,(«)=-—I'. (0), o bien se integra por partes 
aando 1, =(n— 1),.:/(2%). De una u otra résulta: 

L.(1) = (232): si n es impar; 

—- (m—1)!! 
L(1) = va mon si n es par (con [53-15]), donde m!! 


Dim+2)/2 


es el producto de factores decrecientes de dos en dos unidades 
($ 53-2, ejemplo 2). 


De qy'(y) = — 2yw(y) se dedtce p(y) = p(0).e- 9, 
donde y (0) se obtiene de [53-157. 


La primera integral no existe en 7 =0, ni es uniformemente 
convergente en el entorno de 7=0, y lo mismo para la se- 
gunda en y=0. 


Aplíquese $ 86-2, Teor. 2. La Pers dr 0 

con y —> + 0, por aplicación de y 86-2, Teor. 1, a la 

f(r, y) =e72 si yp>0, f(7r,0)=0, pues 

f(7,m) <f(T,n) para n>0. Existe 

G(T) = A 06n Y dy [ers dr 

por el sitio de caras (5 80-8). Por ser 
fa sen y dy = 

= (1— er (sen Y + c0s Y))/(14 7%) = 0(7), la 

H(Y) = NE fer sen y dy 


converge absolutamente ($ 80-7; confr. $ 87-4). 
00 co ” 
Por ser Ynla, convergente, la Ya,z" es uniformemente con- 
0 0 
vergente sobre (0, X) y resulta 
> [0.2] YO 
q ex(Na,x")de = Na, 
0 0 0 


Basta demostrar que 


-X E 
/ e7T en ax, 
0 


90 o 
Him Ya, e gn da == 0 
a Xx 
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para X >00. Ea 


[va] 
EN ezande = eX(X" y nX"24...+n1) 


u0 
y si rp= Yn!la >0 para p—>0%, resulta 
Pp 


Yo co Yo 
Ya. $ ezanda = eXYr,X”/p! > 0 
0 Xx 0 


para X > 00, pues se fija P para que si p >P sea lr, < e 
y entonces se toma X suficientemente grande para que 


P E) 
(máx r,)eXYX”/p! < e, así como eeXYEX*/p! < e 
p<P 0 P 


(8 5-1). 


$ 87. Pág. 472. 


1. 
2. 
3. 


8(V2—1)/3. 
1/4. 
Con la misma sustitución que en $ 87-2, ejemplo, y aplicando 
[87-4] y $ 86, ejercicio 11, resulta 
ém(aC + 2bB + cA)/ (ac —b*)97, 
pedo a coordenadas polares, el método a) reduce el cálculo 
al de 
1 
27 $, ES sen E dr 
o r r 
integral simple impropia condicionalmente convergente ($ 80-9 
ejemplo 2). El método b) da valor distinto, pues la integral 
doble en D, vale 
1 


1 1 1 Zn (2pr 1 1 
en | — sen — dr + 2x Y — sen — dr, 
AP Y A NO A CO r 
(2n+ 1)" (Qp+ 1) 


cuyo segundo sumando es mayor que 


rf, sentar = 4n/(4n + 1) > 1 
n no 


para n—> 0%, a agregar al valor límite del primer sumando 
1 
2% A — sen — dr, 

Según definición de $ 87-1, la integral doble impropia dada 
no es convergente. 

Por rectángulos resultan respectivamente los límites 
3(1/Vac—b*) Arccos(b/Vac); 0. Por cuartos de círculo son 
oscilantes, Según definición de $ 87-1 no son convergentes. 


Según definición de $ 87-1 no son convergentes, pues no lo 
son 


00 00 
Í sen(xy)dy , Í cos(xy)dz. 
20 20 


Por rectángulos, la primera diverge, pero la segunda converge 
a dx. 
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$ 88. Pág. 486, 


00" 090Aa Gob 
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má 
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$ 89. Pág. 
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a) 16/3; bd) 14/3. 

T. 

a) 5/2; b) 13/6. 

a) 3; b) 7/2; <) 9/2; d) 19/86. 

2. 

4 In(3 + 2v2). 

19) rmab/2; 29) ab; 3%) (1ab/4) — (ab/2). 

(4—n)a*/2. 

3na*/8; poner la astroide en forma paramétrica: + —acos' t, 
y=bs3sen t, 

Momentos: 1% estático —27; 2%) de inercia 37; del círculo 
respecto del eje y (cambiado de signo). 

Momento polar 3a*; póngase la astroide en forma paramé- 
trica; «=acos t, y=—bsent, 0<t<2x; radio de giro 
al vz. 


57r; momento estático respecto del eje x, 


492. 
U=ew+4<C, 
a) Ur*4+ 30444 CC; Lo 


b) U=Ini(x+y)+C enla región x+y>30. 7 
U= % — y + aretg (2/4) + C. : 
$ 67-3, teor. 1. 
a) 19) 1/4; 2%) 1/2; 301 1/3; 49) 2/5; 5%) No; 
b) 19) 1/4; 20) 1/4; 3%) 1/2; 4%) 11/35; 59) No. 
a) I=1, U— (x*+2%Y 4 y*+C)/4; 
b) J=1/3, U = (1/3)a%* + C. 
I=9; U=24 +: +C. 

= et — 1, efr. ejercicio 1. 
U = 2yz + C. 
a) U=wg +4 Y4+2w0+0C; 
b) xy + yz + za =C. 


I = — 448/38; U—=(x*—3ayz+ y +0)/3. 
1 

502. 
na*; calcular en coordenadas polares. A 
2a*/3. 
2413. 
(5 + 5 + — > dd z de dy de = 

1 
=> a a( - ++ )ave. 


P.+ Q, + RP. =0. 
En coordenadas esféricas (8 84-2) es dS = Y sen (] dA dí, 
rr =1+4+ FE 2kco0s0, entonces 


gi rf o senda __ de áxn 
fa TLF — 2k coB 0)? — (1)? 


$ 93-Ej. 7 


$ 91. Pág. 
1. 


DD ac 


13. 


$ 92. Pág. 


o 


AS 


5 93. Pág. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 583 
515. 
1%) z=w +5 y= +38, z= Zz (ft variable, pa- 
rámetro); 2%) Rectas ls) + Cy 2=GCs3 (£, Ca, 


Cz constantes). 

19) 2 = xet/2, y = pet, 2 —= vet; 
20). x= Cut y = Ca. 

U= (24 30Y + y44 C)/6. 

U x= xy + ya + 2% + C. 


0 0 a 0 0 a 
Pla) 0 = Pla > 37) 40- 
Aplicando A a r*U, y luego el teorema de EuLer ($ 67-3) a 
U resulta A(rU) = A Zn + 1)r*”U. 


525. 


ná. 

81/5; aplicar el teorema de GAUSS. 

= (+ + + + +) abc*; aplicar el teorema de GAUSS. 
Aplicar el teorema de GAUSS. 

El flujo a través de una esfera de centro P debe ser inde- 
pendiente de su radio r, llamando f(r) a la intensidad de la 
fuerza es entonces rÍ(r) — const. —m, f(r)=m/$r 

Í(r) =1/r. Considérese el flujo a través de una superficie 
limitada por dos cilindros circulares con eje en el eje del 


campo, y dos planos perpendiculares al eje del campo, 
—a/2; aplicar el teorema de STOKES. 
190%) Ux=-gr; 


29) y 30) U= $ scorde 


con a constante y r distancia a] centro o al eje respectiva- 
mente. 


533. 


a) X = — u/lzlx—211, Y =Z=0; 
b) X =—M/dP con d= Va(l—a); 

ci) La fuerza tiende a infinito: 

2) La partícula equivalente tiende al punto medio del seg- 


mento, 
19) En P(x;0;0) la fuerza es: 
[o.0] 
X= —1w [8/44 19%=—24/ Y =2Z=0; 
—200 


29) ió A+ 


1) F= Ll “r0os0. rd9 = sena; 
r Ja 
20) F =M/d con d= rVa/sena. 

19) Inmediato; 

29) X = — Me(*+2)?7 Y=Z=0; D=—dVd/x. 
19) U- 2M/(Vr +2 -+ |21). 
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10. 


12. 


13. 
16. 


17. 
13. 


19. 


20. 
21. 


22. 


23. 
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109 X=Y=0, Z= (2102/Va* + 2) — 2208582; 


20) Z, = lim Z = — 2x0, 
¿> 
Z.= lim Z = 2100, 
207 


Z(0) =0= A(Z,+Z.). 

F = 2x7k(1—cosa) siendo h la altura y a el ángulo de la 
generatriz con el eje. : 

19 X=Y=0, Z= 2M(2h+d.—d:2)/(ah) siendo 
h=cCc—b=— altura, d, y da distancias de P a los puntos 
más próximo y más lejano de la superficie curva del cilindro; 
29) Z= 2xr(hi—h,+d¿—d,) siendo hi las distancias a 
los centros de las bases y d. a sus circunferencias; basta su- 
primir un trozo de atracción nula por simetría y aplicar 19). 


19) F= — 4% a =— M/a? si a >, 
F=0 s 0<ac< rr; 
29) F= — 2% = ¿(lim F + lim F); 
a>rt ar 


calcular la integral en coordenadas esféricas. 
5,5 g/cm? aproximadamente. 
De 7? — (p sen f eos A — q” sen O cosA')? + 
+ (e sen 6 sen1— q' sen Y sen2')* + (0 cos Y —o' cos Y”)? 
y ?=0 + 0? -— 200'cogw siendo w el ángulo de los ra- 
dios vectores, resulta 

cos w = cos6 cos 9” + sen sen O cos (1A— 45), 

(im = (1/911—2(0/0)c080 + (010794 y $ 45, ejorci- 
cio 
P, (t) contiene sólo las potencias +”, t1-2, ..., (Cap. XVI, no- 
ta III, b) y por ser t= coso = (fr + qy +¿2)/(00), 
P,(t) contiene el radical o = Ve*+yg+z en las potencias 
q”, +2, ... Entonces P,(t)o” contiene y con los exponen- 
tes 0. 2, 4, ..., todos <ni Además t homogénea de grado 
Den za, y. 2. 
De ejercicios 17 y 18 sigue 
(17) = Hr(x,4, 2) + Hitx,y,2) + ..., donde quitando pa- 
réntesis queda una serie de potencias cuyo campo de conver- 
gencia contiene (0;0;0) como punto interior. Como 1/r sa- 
tisface a la ecuación de LAPLACE resulta por derivación tér- 
mino a término, agrupando términos después: 
0 = AHoíx,y,2) + ¡4H (x%.y,21 + ... y como por el «prin- 
cipio de identidad, la serie de potencias que resulta de quitar 
paréntesis tiene todos sus coeficientes nulos, resulta 
AH. (x.4,2) = 0. 
Escríbase AH,=0 en coordenadas esféricas ($ 92-4). 


[93-28] da senficos B (dP,'da) + sen? B (d*P,/d0%) + 

+ nin+1)senrgP, = 0, y como d/d9 — — senQ d'dt, 

d'¡d8” — — cos B (d'dt) + sen? A (d*/d*) resulta (93-291. 

a) Desarrollar ambos miembros de [93-30] en series de poten- 
cias de h y comparar logs coeficientes de hr”; 

5) c, >0, y cosro alcanza su máximo en w=0. 

Sea d la distancia de 0(0;0;0) a D. Si Q está en D y P 

en la esfera q< hd, 0O<h<1, la serie [93-26] tiene (ejer- 

cicio 22) la mayorante Y'hk” y es entonces convergente uni- 

formemente en todas sus variables. Puede entonces multipli- 

carge por 7 e inteprarse término a término. 
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a= PQ = RS 
Vector, 60-1la, 


móda = la] = |PQ| = a 
Módulo de un vector, 80-la, 


Vector nulo, 60-1a. 


ha 
Producto de un vector por un número 
real. 60-15. 
a b 


+ 
Suma de vectores, 60-1c. 


d=a—b=a + (—1)b 
Diferencia de vectores, 80-1d. 
—b 
Vector opuesto a b, 60-1d, 
Q—P 
Vector como diferencia de puntos, 50-1d. 
P+a=Q 
Suma de punto y vector, 80-1d. 
Es , E, E, 


E , 
Eapacioóa vectoriales de una, dos, tres y n 
dimensiones, 80-2b. 


Ss 7 


,k 
Veraores fundamentalea, 80-35, 


O(i, j,k) 


Sistema de coordenadas, 80-2b. 


2= Qi + 03 + ask 
Expresión lineal de a en el aistema 
O(i,j,k), 80-35, 


%;, %, Uy 
Componentes del vector a, 60-3b. 
12 
Componente o valor de un vector sobre un 
eje, 60-4, 


la + bl, = a. + do 


Proyección de la auma de vectores, 60-4. 


a.b —= abcos (a, b) 
Producto escalar o interno, 80-5a, 
Na = a” 

Norma o cuadrado escalar de un vector, 
60-5d. 


QA, Az, Za 
Cosenos directores de un vector a, 60-bd. 


[%a, as 0] 
Dirección de cosenos directores a, ay Gp 
60-5d. 
cos (a, b) 
Coseno del ángulo de dos vectores, 80-be. 
sen (a, b) 
Seno del ángulo de dos vectores, 60-Ba. 
ij k 
p=aAb= 4, 4g Qs 
bi ba ds 


Producto vectorial o externo de dos 
vectores, 80-6. 
(A.B) 


Producto escalar de vectores, 60-6g. 


Producto vectorial de vectores, 80-6g, 

a X b 
Producto vectorial; td. 
(a Ab),c=aAb.ec — (a, b,c) 


Producto mixto de vectores, 60-7a, 
a b ce 
re) = Mmbolp.) 
Determinante de dos ternas de vectores, 


escalar, 60-67. 


60-7a, 
G(a, b, c) 
Determinante de GRAM, 80-7a, 
b e 
ad b Ac) = 
( ) a.b . 
Doble producto vectorial, 80-7b, 60-Ej. 21. 
r= OP 


Vector que sitóáa un punto P respecto del 
origen O, 60-88, 


Parámetro que determina loa puntos de 
una recta, 00-8a, 
U, V 
Parámetroa que determinan loa puntos de 
un plano, 60-84. 


Vector o versor normal a un plano, 60-85, 
e, e, e) 
Base recíproca de la base (e, € €7), 
60-Ej. 16. 
Sr, (0 si rs; =1 si r=3) 
Delta de KRONECKER, $0-Bj. 16; 61-15, 
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(a, al, u) 
Componentes contravariantes de un 
vector u, 60-Ej. 18. 


(0, Vs, Us) 


Componentes covariantegs de un vector y, 


50-Ej. 18. 


G 
Baricentro, 60-Ej, 32, 


O(u, m) 
Coordenadas vectoriales de un vector 
deslizante, 60-Ej. 35, 


A = detla,.) 


Determinante de una transformación lineal, 


6l-1c, 
A 
Transformación lineal, 61-2b. 
Ry 
Rotación de ángulo p alrededor del origen, 
61-2b, 
H, 
Homología especial, 61-2b. 
Hs =P 
Proyección sobre el eje x, 61-2b. 

A Ax 
Transformación lineal vectorial, 61-2b, 
A = ¿ant 
Matriz de una transformación lineal 4, 
61-25, 

C = BA 
Producto de transformaciones lineales, 
61-3a. 

C = BA 
Producto de matrices, 61-30. 
Amsn 
Matriz de clase (m, 51), 61-3a. 
Ann 


Matriz de orden n, 61-30, 

A = detJa.? 
Veterminante o módulo de una transforma- 
ción lineal A, 61-3b, 

A? 

Transformación inversa de A, 61-3b. 
A“ 

Matriz inversa de A, 61-3), 

1 
Transformación idéntica, 61-3b, 

Il = ¿01? 

Mntriz unidad, 61-35, 

A' 

Mntriz truspuesta de A, 6l-4a. 


A+ B= ¿4154 ba? 


Suma de matrices, 6-4), 
LA = an? 
Vreducto de na rmrtriz Á por un 
número A, 61-4b, 


O=¿40+ 


Matriz nula, 61-4b, 


Omin 
Matriz nula de clase (m, nm), 61-45, 


A? o=:1 


Potencia de exponente nulo de una matriz, 


6l-4c. 
íÍ(A) 


Función de matriz, 8l-4c. 


éA=1+ A+... + (A/D +... 


Exponencial de A, 81l-4c, 
Yi 


Ca 
Matriz vectorial, 61-4d. 
F —= Yann = XAY 


Forma bilineal de orden n (0 nm-aria), 
61-4d. 
Yare. => XAX 
Forma cusgdratica de urden n (6 n-aria), 
61-4d. 
[asb, + asb» + aaba] 
Expresión diadica, 61-ób. 
[7 +55 + tac] 
con i', Y k' no-coplanares: expresión 
diádica completa, 61-5b, 
[abr + azb.) 


Expresión diadica plana, 61-6b. 


[ab] 
Diada. 61-5d. 


En 


Grupo linea!, 61-74. 


La 
Grupo ortogonal, 61-76, 


R, 
Grupo ortogonal unimodular (rotaciones 
alrededor del origen), 81-7b. 


Ro , Rs 


Grupo de rotaciones alrededor del origen 
en el plano, en el espacio, 61-7b. 


A. 
Grupo afín, 61-7c, 
T, 
Grupo de las traslaciones, 61-70, 
M, 
Grupo de los movimientos, 61-7c, 
E. 
Grupo euciídea, 61-7e, 
Aj”? 
Matriz inveraa a derecha, 61-Ej, 3, 
A? 


Matriz Inversa a izquierda, 61-EJ, 8, 
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myn 
Espacio lineai de las matrices de clase 
(m,n), 61-Bi. 10. 
(AY? = (A?) 

Matriz contragrediente de A, 61-Ej, 12. 
(yz t) , (140) 
Coordenadas homogénena, 62-1a. 

P (a, b, e, 0) 

Punto impropio, 62-la, 


A=detlau) , (1k=1,2,3,4) 
Dlsoriminante de una cuádrica, 62-1d, 


Au = det <as,) » (,k= 1,2,3) 
Adjunto de a,, en el discriminante de una 
cuádrica, 62-1d. 


Bi; 0 


Suma directa de las ps A =¿4,$ 
y B=¿ba)h 62-ba, 
(P,P¿P,) = P.Ps/PyPs 
Razón simple de tres puntos riineadoa, 
82-Ej. 1. 
(P.P+P,P.) = (P.P.Ps) / (P.P.P.) 
Razón doble de cuatro puntos alineados, 
82-Ej. 2. 


F( Xi Ye 21 t 
La, Ya Za ta 
Forma bliineal naociada o polar, 82-Ej. 3 
63-1b, 


Au — XAUl 
Vector del tensor A correspondiente a la 
dirección u, 63-15, 


Tensor. 


<%:» 
Matrlz de las coordenadas del tensor A, 


63-15. 
LA 
Coordenadas principales del tensor A, 
63-1b. 
t, 
Tenalón correspondiente a la dirección n. 
63-1c, 
TT = Jet , (ta = tac) 


Tensor simétrico correspondiente a un 
estado de tensión elástica, 03-1c. 


A+B= a.) + ¿die? = 


= ii + Dd 
Suma de dos tensores, 63-22. 


AA = Ada == Ati? 
Producto de un fensor por un escalar, 
63-2a. 


ÁX = X.A, — %18, + Xola + Lada 
(u =x*x) 
Producto del tensor Á por el vector Xx 
83-22. 
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0= ¿0 
Tenaor nulo, 63-2b, 


1 = ¿8.+ 
Tensor unldad, 63-2c. 


Jabi = la.ba) 
Producto tenaorial de vectores, 68-26, 
= rl —(¿r,r! 
Tengor de inercia, 63-2e. 
B(u, y) == A. vYv= DA nUiVn 


Forma bilineal correapondiente al tensor A, 


63-34. 


C(u) = AM,.04 = DCinUUn 


Componente normal o valor del tensor A 


en la dirección u, 63-3b. 


Autovalor o valor propio, 63-ba. 


103, 2 y 3 
Invariantes lineal, cuadrático y cúbleo de 


un tenaor simétrico, 63-6. 


Cu 1 n.. Gr 
O , 


da Gp r.» BUng 

q=1,2, 

Determinantes del signo de una forma 
cuadrática, 63-7b, 


característica de la matriz Ja,,p, 69-70. 


Pp 
Índice de inercia, 83-7c. 
s=?2%b—h 
Signatura de una forma cuadrática, 83-7d, 


I , Cu 


> 
Invariantes lineal, cuadrático y cúbleo de 
una cónica, 63-80. 


a = = ¿41 22, 2 . «Qu? = Jas 
Vector de E,, de componentes d,, XVIE-la. 


Espacio vectorial de las funciones reales 


definidas en a < 1 < 5, XVIFlo, 
Ss 
Subespacio de un espacio vectorial E, 
XVlIl-la. 
F, 


Espacio vectorial de las funciones reales 
acotadas en a << b, XVII-la. 


Espacio vectorial de las funciones reales 
continuas en a < 7 < b, XVIl-la, 
Á = det.JAyb 
Determinante de la matriz de un cambio de 


base en un espacio vectorial de dimensión 
finita, XVIL-1b, 


S. , Ta- 


Subespacios supiementarios en E,, XVII-Ib. 
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F(x) 
Funclonal definido en E, XVI-Ic. 
* 
Espaclo dual o adjunto de E,, XVII-Ic, 


Pi(x) = %1 5s.., Pr(x) = % 


Base dual en E,* de 1, .... 1, de E,. 


XV I-1c, 


b 
(£g2) =f.8g = /1i8tor0s 


Producto escalar en un espacio vectorlal de 
funciones, XVII-Ila. 


Pix = C€i.ló = es 
Coeflclentea de la forma bilineal de un 
producto escalar, XVII-1la. 

g = det.igi) 
Determinante de GraM de la base 
e 0.0» € XVIEI.. 

Na = 'lal! = a.a 
Norma de un vector, XVI1I-Tlz. 


z ¡ECH 
a = móda = VNa 
Módulo de un vector, X VIP-ITDb. 





a.b 
p =(8,b) ; cosq = a? 
0<ev <a 
Ángulo de dos vectores, XVII-IIb, 
a 
Espacio puntual afin de 4 dimensiones, 
XVIH1-Tllo. 
OA 


Vector de posición dei punto Á respecto del 
origen O, XVIL-TlIa. 
V = BB 
Vector nulo de un espacio afín, XVI-Tlla, 


40. ex? 


Sistema de coordenadas de un espacio 
puntual afín, XVI-ITla. 


0(P,Q) = mód PQ 


Distancia entre los puntos P y Q, 
XVvI-0010. 
baius + Kkius ,) Kn, 
Cueflelenten de ecuaciones auxiliares en la 


resolución de un gistema de ecuaciones li- 
neales, XVIL-IVc. 


Bn. 
las ecuaciones reauitantes 
en oda remolución de un sistema de ecuacio- 
nes lineales, XVII-IVc. 


Corflolenmtesn de 


2 IGN ;_a=%4ay) ; 
z= Fx 
Función de dos variabica independientes, 


84-1. 


Compo de variación, de definición o de 
eximencin de unn función, 64-1, 
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Yu = U(%, la ..., Un) 
Función de n varlables, 64-1, 


f (20, Yo) 
Valor de f(m,y) en (tp Y), 64-20. 


(a, b) 
Punto del espacio euclídeo de dos 
dimensiones, 64-40. 


(a, b, c) 
Punto del espacio euclídeo de tres 
dimensiones, 84-44, 


a = (41.4s, ...; %n) 
Punto dej espacio euclídeo de n 
dimensiones, 64-40. 


2 , Es , E, 
Espacios euclídeos de 2, 3, n dimensiones, 
64-44. 
ela, b) = + Via. —b)” = 
= la—bi 
Distancia de “dos puntos del espacio 
euclídeo, 64-4a, 


tal = + Vxias 


Distancia al origen del punto a, 84-4a, 


a , 
Recta del espacio, 64-44, 
, 
Derivado de un conjunto X, 64-de; 
XVIT-b. 


Xx 
Clausura de un conjunto X, 64-4c; 
XVII-1b, 


f(x, 4) >f para (x,y)>(u,b) 
Límite funcional dobje, 6B-1. 


lim f(x, y)=f para x—>a, 


Vv>bó (1, y) >(a, b) 
Límite funcional doble, 66-1. 
lim 


ay =f 

(ze, y) > (a, b) 

Límite funcional dobie, 65-1, 
lim lim f(x,y) = 
Yab Ia 
= lim [ lim f(x, y)1 

y>b r>e 
Límite sucesivo o reiterado, 85-2, 
h=x—a , k=y-—b 


Incrementos de las variables independientes, 


6b-4. 
=w VR ke 
Infinitésimo, tipo o principal en E,, 85-4. 
ix, y) 
Í.(x,Yy), D.fíx y). EP 
Oz 
lo D.z, A 
Derivada parcial, 66-12. 
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0zl0x. = frlXo, Yo) = Dex Yu) = 
dí (%o, Yo) 
= da 
Valor de la derivada parciai en un punto, 
56-1. 


Di (x, y), ED 


f(x, y), dy 


, 


dz 
y D,z, Ty 


Derivada parcial respecto de y, 66-1. 
h= (21, 2, -.-: Un) 

0% 
Derivada parcial respecto de x,, 68-1, 


OL (%1, 2) - 1 Un) 
fi = 3 
Ca 
Derivada parciai respecto de ty, 66-1. 
Az = Af(a,b) = 
= fía+h, b+k)— f(a, b) 
Incremento total de z — f(x, y), 66-2, 89-b, 


dz = A.ázo + B. Ago 
Definición de diferencial total, 66-4, 


dz = frla. yde + £,(x. y) dy 
Expresión analítica de la diferencial total, 
664. 
du = f.(x, y, 2)dx + 
+ f (0.4. 2)dy + f.(x, y, 2) de 


Diferencial total de la función 
u=tfízmy,z), $8-4. 
f.de , 
d.u = f.dz 
Diferenciales parciales de la función 
vu=flx,y 2), 66-4. 
D, Í(%o, Yo) = Lo (a, Ya) 5 
Do (o, Ya, Zo) 
Pendiente o derivada en la dirección q» 
A26-6b; 66-6b, 


Du , grada , yu 
Vector gradiente, 66-6, 


(2/0), , (0/00), 
Derivación parcial de función compuesta, 
67-2. 
J e o(F,, F,, F,) TZ D(F,, F,, Fs) 
E 9 (uo, Va, Wa) E D (un, Un, we) 
Determinante funcional o jacobiano, 67-60, 


(d.8)e , (de Yao , (d:.V)eu 
Diferenciales parciales de funciones 
compuestas, 67-8, 


W= Wíia..., Un) 
Wronskiano, $84, 


d.u = 


A, 
Adjunto de u (1-2) en W, 68-4. 


E 
Adjunto de u,'"-" en W, 68-4, 


du = fydy ,' 


Espacio topológico de HausporrF, XVII-Tp, 


Conjunto fotai de un espacio topoiógico, 
XVITPID. 


a 
Familia de abiertos de un espacio 
topológico, XVIIT-Ib. 


Conjunto abierto de un espacio topoiágico, 
XV IT-T0. 


Conjunto vacío de un espacio topológico, 
XVII-I5. 


a, 
Puntos de un espacio topológico, XVIIM-I5. 
Sp 


Base de abiertos de un espacio topológlco, 
XV IM-10. 


Conjunto cerrado de un espacio topológico, 
XV ITI-1b, 
TrXx 
Frontera de un conjunto X, XVIIL-ID, 
Xx 
Interior de un conjunto X, XVIII-Lb, 
X =AIB 
Separación de um conjunto X, XVII-Le, 
o oía, b) 
Distancia de dos puntos de un espacio 
topolárrico, XY1I1-Id, 

x* = T(x) 
Transformación unívoca, aplicación o 
representación, XVII Ie. 
T(A*) 

Conjunto inverso de A*, XVITI-Te. 
Tm) 

Conjunto inverso o preimagen de x*, 
XVIUI-Ta, 

y = T(D 
Arco simple de JorDAN, XVIII-Te. 
” 


Derivado de X', XVIILITA, 


Xx 
Clausura de X, XVIIL-IL5. 


Los (o, Yo), Íeu(xo Yo)» Lys (0) Yo), 


pu (Lo, Yo 
Derivadas segundas en (ty Y), 69-1, 


a pat 
Lan) = 7, (57) = 
of _ Ou 
dae “da? 








= Uuz = Un 
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ps 
ui y 
— Er = Ty = Uy , 
muta) => (7) = 
af Wu 
A dydx S dydw Moa 
Lilo, y - (57) = 
9% u 
A 
Funciones derivadas segundas de 
u=—Í(x,4), 8%-1. 
a a2f 
to = 37 (7) = 
ix, y, 2) A 
E da? E da* 
3 af 
E a 
Wíx, y, 7) e 
A 
lo) of 
Mero —= ES ( zp) = 
Mr, y, 2) Mu 
a 0xdydz E dxdydz 
ate, 
Derivudan terceras de u = f(z,y, z), 491 
fu= Vu, hi= ws , 
ln = Un , +... Lan = Um 


Derivadas aegundas de 4 = Í12,, Ego. Tn)» 


689-1. 
fu = Um . Íio = Una , 
Da = Um. .». nin = UÚnmn 
Derivndas terceras de YU —= Lila), Eg. Zo), 
89-1. 
á, f (Zo, Yu) = flxo+ k, Yu) =— 
— Í (xo Yo) , 
Ayf (xo, ye) —= f(xo yo + k) — 
— f (o, Ya) 


Increnientos parciales primeros, $9-2. 


A, f = A, (A, 59) , 
A,-f = a-(A, f) 


Inorermentos pnrelales segundos, 69-2, 


dif = d(df) = 
a aya 
E (de de 4 dy 5, ) í 
Diferonelal segunda de fix. y), 69-Ba. 
dr dat), do —= d(d*f) 
lMforescintos trevora y viarta de f, 69-%a, 


| 
| 


|" 
| 
! 
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df = IR as 
n 
= (ao 3, da + dy — En 2) í 
Diferencial n-énima de f(z, y), 89-34, 
AMÍ (Ls Day «.., Un) = 
0 9 ym 
= ( de, Sn +... + de, En ) f 


Diferencial m-ésima de tz, .. Lo ), 89-3a, 





3 112) 
dt = (ea %5,) t+ 


of 
e En 


Diferencial segunda de la función 
compuesta fíz, y), 69-3b, 


> + a 


xm 
0= E DW + Ta 
Im| < nm 
Desarrollo simbólico de Mac LAuniN, 89-86. 
x — aan, 
mi= mi! mal... Malo, 
Mim +...+m 
Dm —= a z = 
dan de, O 


Símbolos del desarrollo anterior, $9-8. 


M 


máx (m.. Ma ..., Mn) 
Rango de m, 69-6. 


[ij = M + Ms + -+ mM, 
Orden de m, 89-6. 
m+p= 
(M+ pr, Mat Pa ..., Ma + Da) 
Suma, 6$9-6, 


IS) 


Número combinatorio, 89-8, 


m Pp 
Desigualdad simultánea. 


mn, > Py My > Pp oc M > Da 69.8. 
2 ar 
7 7 O 0 
dr gra 
3 S da, de... 0%.” 


Derivación, 69-6, 


H = Laa Lie a Lt. pe | E toy | 


Hessiano de f(x, y), 70-2, 


fos Tay Les 
Luo Luo Ípe 
fo. fe, Ís. 
Henslano de f(x, y, 2), 70-4b 


:2 lay 


H = 
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Los Loy 

Íua Lv 

en H de f(2,y, 2), 70-4b, 
df fa fa) 

TENA 

Ín Íu ... Ía 

fn ím ..- Ím 


Hs 


Adjunto de f,, 





H = 


Las no... fon 


Hessiano de f(x), 70-6c. 
H, = Íu, H,, ...) Ha, H., = H 


Supresión de últimas filas y columnas 
de H, 70-60. 
T,(u) = SÍ: U ¡Us , su; =1 


Forma cuadrática n-aria en el versor u, 


70-6b. 
Tn (u) = 
9 90 
=(m>7+ aa +07) f(a); 
su — 0 Y 


Forma m-ésima n-aria en u, 70-68. 


[ab] = 30rb» 
Coeficientes de las ecuaciones normales, 
XIX-L 
r=r5r(u) , P= P(u) 
Función vectorial uniforme de escalar, 
72-12, 


r(u) = P(u) = x(u).i + 
+ y(u).3 + 2(u).k ' 
Expresión lineal de la función vectorial 
en E,, 72-1a. 


r(u) = Plu) = 
= X1(4).€1 ] Xo(4).8 + ... + 
+ x.(u).e, 
Expresión lineal de la función vectorial 
en E,, 72-la. 


q» 


limr(u) = l para u —> Y 
Límite de función vectorial, 72-la. 
r=r(uv) , P= Plu,v) 
Función vectorial uniforme de varios 
escalares, 72-1b, 
r(u) — dr/du 
Derivada de una función vectorial, 
P (u 
Derivada de función vectorial con origen 
fijo, 72-2a, 
r(u) = P'(u) — O'(u) 
Derivada de función vectorial con origen 
móvil, 72-24, 


r(u) = x (u) .i + y (u).j + 


Expresión lineal de la derivada de función 
vectorial, 72-2a, 


72-24. 
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r"(u) = dr'/du; 1 (u) = dr”/du 
Derivadas sucesivas de función vectorial, 
712-2a, 


o(h) 
Vector infinitésimo de orden superior a h, 
12-24. 


dr(u) = r'(u).h 


Vector diferencial, 72-2a, 


Ar(u) = r'(u).h + o(k) 
Incremento de función vectorial, 72-2a, 


dr 

du = r.(u, v) =3m=>P, 
Derivada parcial vectorial, 72-2b. 
dr 

a = T.(u, v) = ro. = P, 
Derivada parcial vectorial, 72-2b, 


dr(u, v) — r,(4,v)du + r.(u, v) du 
Vector diferencial total, 72-2b. 


J 
Perpendicular a, 72-3, 


Df(Q) 
= £(Q).i + (0) ¿ + f.(Q).k 


bar gradiente de Q) = (lu, 0, w), 
E 


fo (Q) =f.(Q)-A + 
+ £:(Q).q9 + f0(Q).qp 


Derivada de £(Q) = f(x, v,w) en la 
dirección p= (Pp Pe Pad, 12-4a. 


A49Q = du.i + dv.j + dw,k 
Incremento vectorial independiente a partir 
de Q en la dirección q, 72-4b, 


Apr(Q) = r,(Q)du +4- 
+ ro(Q)dv + r.(Q)dw + 
+ o(14pQ)) 
Incremento en dirección p de una función 
vectorial, 72-4b, 


ro (Q) =r.(Q).q + 
+ r(Q).p + ro(Q). qa 


Derivada direccional de una función 
vectorial, 72-4). 


Dr(Q) = dr/dQ = re] 
Tenaor derivado, 72-4b, 

d yr(Q) = Dr(Q),49Q 
Vector diferencial en dirección p de la 
función vectorial r(Q), 72-4b, 

T, = o(h”) 

Término complementario de la fórmula de 
TAYLOR para función vectorial, 72-54, 
o(1) 

Vector infinitésimo (—>0 para h —>0), 
72+b. 
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dh = 1" (0) /n! ; de dy dz 
A=01%. 041 =r 0) 1 45 q RE 
Coeficiente del desarrollo en serie de Cosenos directores de la tangente, 78-1. 
potencias de u— u, de r(u), 72-5. 
Y = 135 x 
Vector tangencial, 72-6b. 


Vector derivado dei x, 73-1 
Paso de la hélice cilíndrica circuiar, 72-6b 


E = gu = 5%; 


Matriz de un vector derivado, 73-1 
ca ZA id r(A, 1) = Tr (uo) E Ar (ue) + 
Coeficientes de Gauss, 72-70. Ecuación is vectorial del plano 
n= ná r./[r, A r.| osculador, 73-2. 
Normal a una superficie, 72-7b, 





(r—r).(ro Ar”) = 0 
r(d.u) r (Uv) + Ecuación ortogonal del plano osculador, 
= Ds 
3-2. 
+ dra (to, Vo) + UL» (o, Vo) 1LA 
lcuación paramétrica vectorial del plano (r—ro).(roAroP)= 0 
tangente, 72-7b, Ecuación ortogonal de un plano 
(r r).n=0 sobreosculador, 73-2 
— Ia). = 
Keunción ortogonal del plano tangente, n 
72-7b. Vector norma! principal, 73-3. 
Ho, Je, Ja . 
Jncobisnos de las funciones paramétricas Vector binormal, 73-3, 
de una curva, 72-7b. do, A 
(uv) = IrAr)]= Diferencial de arco de la indicatriz de 
v ad Y flexión T',, 73-4. 
= InJz — Ya = 4 
- - €, = dos/de 
= + VI ¿+J¿+ IS Lia E 
Cueficiente del elemento areolar de una Curvatura de flexión, 18-4 
superficie, 72-Tb. o=l/ca 
T T (ts) Radio de curvatura de flexión, 78- 
po s 
Representaciones topolóyicamente 9imilares da 
72-9c. Diferencial de arco de la indicatriz de 
T TF torsión Ty 73-4 
ne 2 
Representaciones F-equivalentes, 72-9c Ca = do! ds 
N.r (40) Nr (240) Curvatura de torsión, 73-4 
E , , 
N río) , Nr() 


Números derivonormados, 72-Ej. 6. 


hi 1/cs 
Radio de curvatura de torsión, 73-4, 
u 1 1 
e=sm=/ lx" (t) ld A AS AR b 
e Vector de DARBOUX, 73-8, 
ÁAbacisa curvilínea o parámetro intrínseco, 
73-1. r(A) = r(30) + 2t(80) 
Po ] Ecuación paramétrica vectorial de ja recta 
de = ¡1 (u)idu = tangente, 73-7. 
2 
2 a [r — r(so)] A t(so) = 0 
= + de Y Ecuación de la recta tangente, 73-7, 
Diferencin! de arco, 73-] : 


- tt = 51ís) = ed + ya + zok 
di = de 1. dy .j+dz.k Vector tangente, 137, 
Vietor Mferencial de urco, 73-1, mo = Qi 
lar! ds Vector normal principal, 73-7. 
»= lvl = il 
du 


hb. = tAn, 
Vector binormal, 73-7. 


[r—r(80)].t(s,) = 0 


enaelén ortogonal del pluno normal 


V olncidad Hmval, 73-1, 


to = dr de —= td 1 tg + tek 


Vector Ianugente, 73), 


, 13-7. 
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[r —r(8)].nts) = 0 
Ecuación ortogonal dei plano rectificante, 
$ 13-7. 
[r — r(50)] . [t (50) 4 n(s)] = 0 
Ecuación ortogonai del piano osculador, 
737 


r=dr/du ; Y = dr/ds 
Derivadas vectoriales, 73-7. 
rár 
= . en . 
Ira rl 


_ (FAr)Ar 


t= r/Ir] ¿ b 


¡(A E) Arl 
a = le = lrarl/lelo; 


E O 
(rár)r/ir 0 


td = 1/7 
Expresiones explícitas de los elementos 


triedro intrínseco, 73-7. 


y? 
— 


2. 
a E e 
du Q 


dut — 





Vector aceleración, 73-8. 


pi 


Aceleración tangencial, 73-8. 
ye 
2n =-— DK 


Accleración normai o centrípeta, 73-8. 


€ —Yo + QuMo 
Vector de posición del centro de curvatura, 


73-10. 


Ye —= Qo 
Radio de la circunferencia oscuiatriz, 73-10. 


d 
Co —= Fo + QuíMo — oq, bo 


Vector de posición del centro de la esfera 
osculatriz, 73-10. 


Radio de la esfera osculatriz, 73-10. 


r(m) = rí(s) + qmníso) + ub(so) 


Ecuación paramétrica vectorial del eje do 
curvatura, 73-10. 


104 
Familia monoparamétrica o haz de curvas 
planas, 74-la; en el espacio, 14-4a. 


Ce 
0 
Curva del haz 4C,), para t= t, 74-15. 


Envolvente de un haz ¿C,|, 74-1b; “4-4a. 
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F(x, y) = 0 


Curva discriminante de un haz de curvas, 
74-16; Ecuación discriminante de un haz 
de curvas, 74-1b, 


r 
Evoluta de su evolvente €, 74-2; 76-Ej.7. 
a 4S+ 
Farmilia monoparamétrica o haz de 
superficies, 74-34. 


Envoivente de un haz 1S, b 74-234. 


e 
Curva característica de cada invnluta S. 
74-34. 
(xy, 2) =0 
Superficie discriminante de un haz de 
superficies, 74-3a, 
37 190 
Pamilia de superficies de dos parámetros, 
74-3)d, 


Envolvente de una familia 45. ep. 74-3b, 
Ll 
Arista de retroceso de la reglada 
desarrojlable E, 74-5. 


Reglada desarroilable, envolvente del plano 

móvil S, y superficie tangencial o desarro. 

liable circunscrita de su arista de retroceso 
T, 74-5, 


$ 
Ángulo de incidencia, 74-Ej. 11. 


r = pís) 
Directriz de una superficie reglada, 75-1. 


r = p(s)+ uqls) , 
dp lal = 1 


de 
Ecuación paramétrica vectorial de una 
superficie reglada, 75-1. 


[r—p(s)].[(p'(s) + 
+ uq (s)) 4 q()] = 0 
Ecuación normal del plano 1angente a Una 
superficie reglada, 76-2. 


dee —= gudul + 2g du du + gado” 
Primera forma fundamental de las 
superficies, 76-1. 
Xs = (r—r).n 
Distancia del punto P del entorno de P, al 
plano tangente en éste, 76-2a. 


ri (to).n = Di(uo, vo) du? 5 
+ 2D19(4o, 00) du du + Des(uo, vo) dv”; 
n="Fs.n; Do = Suw.n; 
Í Do» = 5r.w.n 
Segunda forma fundamental de las 
superficies, 76-24. 


<= -; 
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ee = AD. (Mo, Ya) 1:27 
Paraboloide osculudor referido au los ejes 
F,, Tr, nen P,, 76-20. 

+ 1, resp. —1 
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A = (1—.e sen” qp)*/ 


En 77-2c, 


M = a(1l —e,”)/A*? 
Radio de curvatura del meridiano del 
elipsvide terrestre, 77-20, 


ED, , (Mo, 90) ri) = 
Indicatriz de DurIN, 76-3b. 
K = 3), r=Nco0sq 
Curvatura media, invariunte del tensor de Radio del paralelo del elipavide terrestre, 
curvatura, 76-3b, 77-2c. 
H = de N= aja 
Curvatura total, invuriante del tensor de Radio de curvatura de la sección normal al 
curvatura, 76-3b, elipsoide terrestre que contiene la tangente 
1 cos y sen? y ai paralelo, 77-2c, 
rice EN m = de'¡de 
e Bl Dilatación linea! en una representación 
plana de una superficie, 77-3, 


Curvatura de una sección normal en fun- 
ción de las curvaturas principales 1/p,, 


1/p, (EuyLesn), 76-30. 





Da du? + 2D du de + Deo de? 
— gu da? + 2912 du du + ya du* 
Curvatura 1/p de una curva de normal 
principal m en una superficie de normal 
n, 76-4. 


= q. c0s 0 Ñ 
Radio de curvatura de ta sección que Según 
la tangente común forma ángulo 4 con la 
sección normal de radio de curvatura p, 


(MeusNIER), 76-4. 


0 
Centro de curvatura geodésica, 76-52. 


1 
— = — sen 0 
Qo e 
Curvatura geodésica, 76-ba, 
2 


Recinto de definición en el plano paramé- 
irico (u,v) de una superficie S, 77-2a. 


P 
Latitud, 77-2b, B4-2. 


A 
Longitud, 77-2b, 84-2, 
a = 6378388 + 18 m 
itmdio ceuntorial del elipsoide terrestre, 
71-2c, 
b = 6356 912 m 
Soumieje de rotución del elipsojde terrestre, 
71-20. 


+ Vai—bla ; 





tq = 
e = Va —b*/b 

Vxrentriridades del elipsoide terrestre, 
a71-2e, 


1(a —b) = 297,0 = 0,5 
Reclprova del achatrmirnto del elipsuide 
terrestre, 77-20. 


Longitud con 


0 = in —p 
Colatitud, 77-4c, B4-2, 


i=4— 


tada a partir del meridiano 


principal, 77-5, 


Y 
Convergencia del meridiano, 77-Ej. 5. 


al b' 


E 
Dilataciones lineales según las direcciones 
principales de la elipse indicatriz de Tissor, 


XX-I 
20 = 2(U-—U”) 


Máxima alteración angular, XX-I, 


o= eb 
Dilatación areolar, XX-L 


p 
Elemento de arco de la imagen del 
meridiano, XX-L, 
dr 
Dlemento de arco de la imagen del 
paralelo, XX-l. 


h = du/(M dq) 
Dilatación lineal del meridiano, XX-I. 


k = dr/(r di) 


Dilatación lineal del paralelo, XX-I. 


£o 
Ajteración del ángulo recto que forman 
meridiano y paralelo, XX-L 


PM 
q= al de = Intg(1x1 + 1) 


Latitud ampliada o función lambda de p, 
XX-11. ! 


Es 
s=/. Mr dp = a sengp 
0 


Función de latitud en una representación 
equivalente, X X-II. 
n= ecos 
En [XX-107], XX-IV. 
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t= tem 
Yin [XX-111], XX-IV. 


Abscisa sobre el meridiano principal con- 
tada desde el polo Sur, XX-IV, 


g (2) ¡ 

Función de repartición (o de distribución) 
en una integral de STIELTIES, 78-1 y 2. 
0, = glzxr) — glxra) > 0 
Incremento de la función de repartición en 
un subintervalo de partición F: 
L6=2%X0< ++» <1,=bd, 78-1. 

Rh — máx, (2, — £r-1) 
Norma de lea partición Tr, 78-1, 


0, == M, — mr 
Oscilación de f(x) en [z,_,,*,) 
con m,, M, extremos inferior y superior 
de £f(z), 78-3. 


g = 3 m0, < S= S3M,8, 
Sumas inferior y superior correspondientes 
a una partición, 78-1. 


» b 
eS. £(5)da = Stig z 
= lim FqrÚÓr , 


con Mr < yr S< M, 
Integral (generalizada) de RIEMANN: 
STIELTIES, 78-1, 78-6, 


ut 


Conjunto de númeroa reales dirigidos según 
sua índices, 78-1. 


¿ 


Límite de un conjunto dirigido según sus 
índices, 78-1. 


b 
ese / £(2)dg(=) = lim 3m,3, 
a h->0 


Integral (restringida) de RIOMANN- 
STIELTJES, 78-1. 


Integral (St) 
Integral de tipo SrIELTIES, 78-2, 
G 
Salto de gíx) en un punto, 78-2, 

o(x) 
Densidad lineal, tal que 


z 
2 (5) =/ alx)da, 78-2. 
c 


V(x) = V.*glt) 
Variación total de g(t) en [a, x=], 78-63, 


.b 
$ Irc [dV (a) = 
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b 
= f 1£(2)11dgt0)1 
a 
En 78-6b, 

Vrixw) = V. F(t) 
Variación total de F(£) en [a, +], 78-6b. 
*(o 
Normalizada de la función de variación 
acotada g(x), 78-6c. 


rf] 
Funcional, 78-7. 


fi ab Jttyas , 


bBE+ o 


f= pa Sta 


a>— 00 
Integral (R-C) para extremo singular 
único, 80.1. 


qee lim pe lim = 
"” aja a gb 


a 
SAS ad, 


+ lim 
Ba+co 
Integral (R-C) con ambos extremos 
singulares, 80-34. 


SS S= 
F ON 


Integral (R-C) 2 Punto singular 
interior, 80-35, 


z 
lim | + 
AL a 


b 
ve) f f(x) dx = 


ll 
ce) $07 (is 


= lim "s(a)de 
ea>+0 
Valor principal de una integral (R-C), 


80.4, 
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e. + A E AS 
= lim (Ma+..+ ba t+..+ A.) 
n-—> 00 
Valor principal de series biláteras, 80-4. 


I 


Conjunto de intervalos que queda al supri- 
mir los entornos de radio p Que en número 
finito cubren los puntos singulares, S0-9. 


(19) / 1 (2) dx 


= lim Í(x) de 
po lp 
Integral de RIEMANN-HARNACK, 80-9. 
= lim (R-Ha) 


L= : 

ec —Aqb 

Generalización de DiricmLer de la Integral 
de RIEMANN-HARNACK, 80-90, 


Smn 


Elemento general de una suceñión 
indefinida doble, 81-1, 


S lim Sma 
m, A 
Límite doble de una sucesión indefinida 
doble, 81-1. 


lim San = % 
m, n—>0 
Límite dahle infinito de una sucesión ! 
indefinida doble, 81-1. 
lim ( lim Sn) 
MID NL 
(por filas) 
lim ( lim Sn») 
nm—>0n m—>0) 
(por columnas) 
Límites sucesivos de una sucesión doble, 
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ta = Un + Uz n-1 + » 


+ Un-1, 2 + Uni 
Término genera! de la serie por triángulos, 
81-2b,. 
0 [7] [oe] [ea] 
z Z mn = Y 3] Una 
m=11nm=1 m=1 n=1 
ú 
> 0 00 
Y fa con fÍn= Y Unn 
m=1 n=1 


Suma por filas de uma serie doble, 81-2b,. 


00 00 
Z Ci cn t= Y Un 
n=i =1 
Sume por columnas de una serie doble, 
81-2b,. 


R(0<x<b;c<y< b) 
Rectángulo de definición de una integral 
doble, 82-la, 


8, — Ax. Ay 
Área de una subdivisión en una partición 
de R, 82-1la. 


y = M, — mr 
Oscilación de fin) en $, con m,, M,, 
extremos inferior y superior de fix), 82-3. 


gs = »m,b, S = FM.9. 
Sumas inferior y superior correspondientes 
* una partición de R, 8B2-1la, 


¡ne (x, y) de dy 


Integra! doble (R) en R, 82-1a, 


S f1e más dy = extr. inf. S 


Integral inferior, 82-14. 


Sfza, y)de dy 


Integral superior, 82-14. 


$ (tner 


extr. sup. $ 





81-1. 
Unn 
Término general de una serie doble, 81-2, 
mm, 
San = DN Us] 
4í=1, ¿=1 


Suman parcial de una serie doble, 81-2. 


S = y YU] 
t3=1 
Suamn de una serie doble convergente, 81-2. 
An = Um + Us + Unas + 


+ Una + Unsnt ho... + 
+ Un + Un 


Término geueral de la serie por cuadrados, 
81-2hx . 


Integral doble (R) en un dominio D, 82-3, 


b da 
óN de | 15,9 
a Cc 
d b 
il dy / 10. 9ds 
c o 


Integrales reiteradas, 82-4, 


, 


d 
at) = ft, dy ; 
Oo 
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db 
B (y) = 5 f(x, y) de 
a 
Integrales interiores de las integrales 


reiteradas precedentes, 82-4. 


Y (x%) 
Conjunto de intervalos intersecados en un 
recinto cerrado D por una sección de abe- 
cisa x, 824, 


Conjunto de intervalos intersecados en un 
recinto cerrado D por una sección de orde- 
nada y, 82.4, 


TN f(x, y) de dy = 

D 
b . 

=/ ás | í(x,y)dy = 
a Y (x) 

d 
=/ dy $. f(x, y)dz 

c X (y) 


Cálculo de una integra! doble por integrales 
Teiteradas, 82-4, 


y, (17) 
ÓN CN f(x, y)dy = 
Yol 


=f pd = 
Yo 


a 


= fl 10d ) de 
e dy JE eds = 
=f Howe dy = 

= El Preis) 


Integrales reiteradas, 82-4. 


Gíw) 
Función superior de G(y), 82-5, 
Gí(y) 
Función inferior de G(y), 82-6. 
T "(ar < 21 < bx) (Kk=1,2,...,2) 


Intervalo n-dimensional, 83-1. 


Í(x) = f(x, %a,'. -., Un) 
Función de n variables reales, 84-1, 
I”. , 
Intervalos parciales de una partición 
de I”, 83-1, 





5, — Axibms ... Aza 
Valumen de 1",, 83-1. 


= M, — m, 
Oscilación de 100 en y con extremos in- 
ferior m, y superior M, de f(x), 88-1. 


= 3mib, , S = 3M+0- 
Sumas inferior y superior correspondientes 
a uns partición de 1”, 83-1. 


f Í(x)dx = 
y 


=/ Í(x,, <z, ..., Ln) der des ... den 


Integral »-ple de f(x) sobre 1", 83-1. 


AN f(0dx = 
Ir 
d,, Br 
=/ dx, dea 1 ... 
Sa %- 
b, d, 
; il des Í(x)dx = 
=f* EP »-1 
slo de Í(x) de, des... den 


Cálculo de una iisónal múltiple por una 
integral reiterada, 83-1. 


pl f(x, y, 2) de dy de = 
D 
ii z(z, y) 
A de f áy | to y, 2) dz 
y (2) 2 (1, y 
Integral triple, 83-1. 
Elemento de área, 83-2, 


Elemento de volumen, 83-%, 


q Í(x, y)dS 


Integral doble, 83-2, 


0 £(=, y, 2) 4V 


Integraí triple, 83-2. 


¡D| = em En 


Extensión o medida de Puano-JORDAN 
n-dimensional o hipervolumen, 83-8. 


598 
J= dx, y) 
v) 


u 
Coeficiente de dilatación areojar en un 
cambio de variables, 83-4. 


y f(x)dx =/ J(uy)£[x(u)]du 
D 2 


Camblo de varlables en una integral 
múltlpie, 83-5. 
Dry 2) 


¡Di =] Sí Du, v, w) 


Volumen de un dominlo tridimenslonel en 
coordenadas curvllineas, 83-82, 


du du dw 


g 
Diseriminante de la forma cuadrática del 
en coordenadas curvilíneas, 33-61. 


v=fff V y du du dw 


Volumen de un dominio tridlmensionel en 
coordenadas curvilineas, 83-80. 


M =$. olx, y, 2) de dy dz 


Masa de un cuerpo de densidad p» B4-1a, 


V= ML Ío(x, y) dx du — 
=fS f(x, y) dx dy 


Volumen orientado de un cuerpo limitado 
por las superficies 2 = t¿(u, y), 
z= L,(%, 4), 84-15. 


Y 
Rudío, primera coordenada esférica, 84-2. 


r 
Eindlu, primera coordenada cilíndrica, 84-3. 


S =ff dx dy/cos nz = 
A 


=/ff, Vl+z2 +4 2? de dy = 


= e W (u, v) du du 
R 


Áreo de una superficie alabeada, 84-4. 


M, = 


Momento estútleo de un arco respecto del 
plano yz, A4-5. 


M,. = f0.2.48 , 


fo.=ds 
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M.. = f 0.4. ds , 


Ma = Pozas 


de 
Momentos estáticos de una superficle res- 
pecto de los planos «“ourdenudos, 84-b, 


M,. = | o... ar ] 


A 


Mu =| en. dv, 


Ma == Fo.z.av 
Momentos estáticue de un cuerpo respecto 
de los plenos «vordenadon, 84-5, 

M Tr = 01 Mu + 09 Mao «+ 0% Moy 
Momento estatico respecto del plano 
7 + ay + at =0 econ 
ar + ay _. ay = 1, B4-b, 


ie 


Momento estático respecto de un plano, 
B4b. 


SS$S ou = lim3f(r,)3V, 


dm =0d4V- (6 qdS ó qpds) 


Elemento de masa, 84-6. 


G(t,n. 5) 


Baricentro de un cuerpu, 84-6, 


Il = mr 
Momento de inercia de una masa mn res- 
pecto de un eje a distancia r, 84-7, 


Ll 
Momento de inercla respecto de un 
punto O, 84-7. 


L 
Momento de inercia respecto de un eje y, 
B4-7, 


o = VIm 
Radio de giro, 84-7, 
A(S)=S= Sí W (u, v) du du 


Área de la superficie S, XXE-I 


£ 
un (t) = [10 (t—u)” de 


n del área del trape- 
(a, t] res- 
86-2b. 


Momento de orden 
zoide determinado por fla) eu 
pecto de x 8, (n 0,12, ), 
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+1 0 Y 
1 cos (vt) al 
an ——— dt p= al. eva de 
A a EA —ao 
Función de BesseL, 86-Ej. 6. con k=h/Vx 
E Error rmedio eundrático en distribución 
Je) = a AAA normal, 87-Ej. 9, 
5 == .(2r —1)x 


P(x) = eva en dt 


Función error, 87-Ej. 10, 


ql 
f (1 — 1%) 72 cos (ut) dt 
—1 


Función de BusseL, 86-Dj. 7. 





£ 
Error probable, 87-Ej, 10. 


T(z) =/ te! dt 
0 U=U(e,4); Us=P, U,=Q 
Función Gamma, 86-Ej. 10, Función primitiva potential de P y Q, 88-1. 
mi! 
Producto de factores decrecientes de dos en P(x,y)de , 
dos unidades, 86-Ej. 12, Cc 
I= lim | £(x)ax Larva . 
n—>0 YD, 
Integrai múltipie impropia, 87-1, 
P(x, y)ds 
00 Cc 
J ende = ¿Vx Integrales curviiíneas a lo largo del canino 
0 de integración C, 88-1a; 38-4b, 


Integral de PorssoN, 87-3, 


3% P (x, y) dx = fee y lx = 
AB : AS 7 


:= $7 sentra = 


(b,, b,,) 
= P (zx, y) dx 
E NN st de Ea E (8, 47) (40 
8 Integral eurvilínea desde A(a, a,) hasta 
AS B(b,, b,), 88-18. 
J 13 cos(x dx = 

0 0 Ni P dx + Q dy = 

o 


SN EA E 
FAO a E = /_ Pa + f 0d; 


Integrales de FRESNEL, 87-4, 


00 on 
Í, $ i(«, y) de dy = fra + Qdy + Rdz = 


5 a 
= lim / rtemarás =/. P du + (00 + [nas 
0 0 i 


Integrales curvilíneas completas en el plano 
para (a b)>00 (o 
+ Y) o en el espacio (x, BB-4a, e. 
Definición rectanguiar de integral múltiple e ai EOS 


impropia, 8-5, 
Contorno orientado, 83-54. 


ae [e2] 
2 2 
LS, senter+y)andy A=-/f vóm= f máy = 
Integral de CAYLOY, 87-b, e c 
(1) Vz eva = 2 f my — vas 
c 


Frecuencia en una distribución normal, 
87-Ej. 8. Áree orientada, 28-54, 
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li =-/f a uv dy = ff vu, de dy 
—c c Cc R 


Signo de una integral a lo largo de un Integración por partes para integrales 
contorno orlentado, 88-56, dobles, 88-65, 
Cr 
f (w. yde dy = Ciclo orientado, 90-1. 
—A . 


S —S 


, 
Superficies orientadas, 90-1, 


ae Í(x,y, 23dS 


11]: f(x. ydy de = Integral de f sobre una cara de la superfi- 
A cie orientada $, 90-2a, 


es 1 fe 


Integra] doble sabre un área orientada, 


[da du] = eS de] = dz dy SS cn a Jl 


=—) Suv dy ,(A>0) ; 


Convención de signi de la integración Relación entre les integrales de superficies 
doble. 88-50 sobre las dos caras —$S, =Sy¿ —S¿= 8, 
: S de una superficie, 90-2a, 
1 f . 
me A ñ 0 R (a, y, 2) dx dy = 
1 ] 
da +L y de — SS R[z, y, e(=, y) 1dx dy = 


Mumenlos de 1% y 2% orden respecto del 


eje :, 88-6d. = — EN R dy de 
Ss 


M, = 1 2 Ñ Integral de superficie de R extendida ul 
y = "dy ; : 
2 Cc trozo de superficie S dada por z = p(x, y) 
definida en D, 90-24, 


e 
L =-—]| dy 
j 3 ve $ f ravar+Q420r+ Rar dy= 
Mumientos de 1% y 2% orden respecto dei 5 
eje y, 88-bd. 
= ¿1? cos(nx) + Q cos(ny) + 
Jl (Q.—=Es)de dy + E cos(nz)1dS 
Integral completa de superficie, 90-2d. 
c Norma! exterior a une superficie cerrada, 
Fórmule de RIEMANN, 88-6. 90-32. 
8, 
f f Uv, de dy = Cara exterior de una superficie cerrada, 
e YR 90-34. 
= / tv dy — fl vu, dedy , v =// z cos(n.2)dS 
“o 2 R 8, 
Volumen orientado dado por una integral 
/ / uv, de dy = sobre su superficie cerrada de contorno. 
2 RR 9u-3b. 
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n: 


Normal interior a una superficie cerrada 
90-36. 
S; 
Cara interior de una superficie cerrada, 
" 90-3b, 
Y = |V| = 


=f f, 70 dy = 


=- Es z de dy = 
S, 
= ff zcos(n,,2)dS > 0 
Ss, 


Volumen orientedo positivamente, 90-3b. 


Y = JJ, eos(r, n.)dS 


Volumen orientado de contorno S dado 
por r, 90-30. 


f rayar+quedr+Rardy= 
“8, 


= ¡eN [P cos (n., 2) + 


+Q cosí(n., y) + R cos(no, 2) JdS 


Integra] complete sobre una superficie ce 
rrada orientada positivamente, 90-3c. 
dr = dxi 4 dyj + dzk 
Vector diferencial de r, vector de posición 
de Míx,y,z), Bl-12. 

Í =f(27.y.21= Pi + Qi + Rk; 
P=Piuz; Q = Qíloyz); 


R = Ríx y. 2) 
Campo de fuerzas o campo vectorial, 91-2a, 


. op 2Q oR 
A 
Divergencia de v = Pi+ Qj+Rk. 91-3, 


f Pde + Qdy + Rdz = 
vAB 


=/ f.ds 
“AB 


Circulación del vector £ = Pi + Qj + Rk 
a lo largo del arco AB, 91-4a. 


(rot y), =: rot, v = lim al y .ds 
S vc 


Componente según n, normal a S, del 


rot y, 915. 
¿9R 2QY, 
rot y = (e) + 
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Es (0 


dz Da de dy 
Expresión del rotor del campo vectorinl 
Y =Pi + Qj+Rk, 91-5. 


. 0 . 9 0 
A a e 


de 
Cperador simbólico nabla, delta invertida o 
del, 91-62. 
y U= grad U = 
. %U . 0U U 
= + iy E 


Gradiente del escaler U, 91-60,. 


V.f = divf = 
PP. 2Q R 


= a Fay + 
Divergencia del vector f —= Pi + Qi + Rk, 
91-64). 

VAÁf= rot f = 
1 jj k 
9 2 0 

= | 0% dy de 
POQOR 
Rotor del vector £ — Pi 4 Qj + Rk, 91-84), 
boa Doa Poo 
(vu! tq Lu Pus 
Por Poo Pato 


Producto tensorial del vector 
Y P= i++ p,¿k por el vector 
u= «il + E] + uyk, 91-5c,. 


(yu) Av = 
(u, A v), (u, Á y)a (u, A y) 
=|¡(u, Av). (u Av) (u Av), 
(4, Av)  (u Av) (u Av) 


Tensor de coeficientes vettoriales u, Á y, 
U, Av, 4, Av, 91-6c,. 
vV.(Yu) = YU, + %U, + Vu, = 
= (YUln + Vin + YU) 1 4 
+ (UiUos + Urlja + Valsa) j + 
+ (Urltas + Volys + Usa) k 
Producto del tensor y u por el vector v. 
91-6c,. 
(yu) .v = (Yun + Vilas + Vsa) di + 
+ (VUy + Vila LY Vi] 
+ (Ulsa + Vols: + Vstes) K 
Producto del tensur conjugedo al yu por 
el vector v, 91-8c,. 


2. 3 q 
A=yv*=4A= PA 


Operador delta de LaAPLACH, 91-6d, 
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AU =vyvU=v .(yU)= 8d e 09 
= div grad U = gray, — Ra 04, 
0%U %U 0%U Compunentes del gradiente en cuordenadas 
= ET a + E curvilineas ortogonales, 92-4c, 
iapleciano del escalar U, 91-6d. e 1 a haha 0% 
= hihahs | 0% Ra A 
SS, ovas = + 
us L hz  dus - 
= ff [X cos(n, 2) + + e | 
s oz dues ha Us 
+ Y cosí(n, y) + Zeosín, 2)]d8= Lapleciano de «p en coordenadas curvilíneas 


ortogonales, 92-4c, 


=f f xáyás + Y áoda + 1 A 
Ss ñ rot, y = [HA ro.) — 


% = — 
+ Z de dy ni du, 
Flujo de w — Xi 4 Yj + Zk a través de $. p rl hw ) 
92-la. due ha! 


Componente del rotur en cuurdenadas 


al div y dv curvilinezs urtogonales, 92-4d, 
R 


. 
Divergencia total del campo vectoriaj] y en Ux= J| E ] 


R, 92-1b. 


Cc r 
. 2 o 
¡EE divvay=f ( n..vdS U= J AS, 
: R Ss, 5. 7% 
Fórmula de Ja divergencia, 92-1b, T 
Geli e 
v Y? 


SS, grad UdV = fo Uds Potenciales gravitatorios de distribuciones 


de masas, lines), superficial y de volumen, 





Fórmula del gradiente, 92-1d, 93-14. 
¡ne rtray = f [ naras ff o.as =— 4x0 
* R Ss “Ss 
Fórmula del rotor, 92-14. Integra) de Gauss, 93-1c, 
AU = — 4nr 
j) y. ds =f/ rot, y dS Ecuación de Porssox, 93-1d. 
Cc 8 
dw 
Fórmula de STOKES, 92-3. ET 
Derivada local, 93-2. 
af y.nds ) 
c dw 
Viujo del campo plano v = Píx, y)i+ w= de 
tQ tr,23] u través de la curva C, 92-3, Derivada sustancial, 93-2. 
1 0 dw dw : 
div y = Sc [haha ) + == == +FvV.1wWu= 
hahaha La a dt 0t 
0d 
A] a —_ $ 
a pi = == y.gradw , 
| 1 ( aho 4, ) + a (riñoo, )] oe 
dw _ 0w 
(ho = 94) E RAS 
Exprentós de lu ilivergencia en coordenadas Relación entre las derivadas sustancial y 


curvilinens ortogonades, 12-4b, Jocul de un escalar y de un vector, 93-2, 
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P=P=P =P» 


Presión interior en un flúido, 93-3a, 


fu 


Fuerzas exteriores en un flúido, 93-86, 
lo 

Q [+ v. y Y |=0*—gradr, 

dv 

e 


Ecuación del movimiento, en formas 
euleríana y lagrangiana, 93-42, 


=f* —gradp 


de E Fa 
met divíor)=0 , 


de DEA 
raso edivy =0 


Ecuación de continuidad en formas 
euleriana y lagrangiana, 93-4b, 


Ve 
Componente tangencial de la velocidad vw, 
normal al plano meridiano, 93-Ej, 16. 


Ur 
Componente radial de la velocidad y, en el 
meridiano y normal al eje, 93-Ej. 16. 


Us 
Componente axial de la velocidad y, para- 
lela al eje, 93-Ej. 16, 


P, (t) 
Polinomio de LEGENDRE de grado am, 
93-Ej. 17. 


H, = H, (zx, Y, z) = Pa (t) o”! qe 
Función armónica esférica sólida de 
grado », 98-Ej. 19, 

Y,(1,0) = H,(z, y, 2) /0" 
Función armónica esférica de superficie, 
93-Ej. 20. 

u(u, v) 

Momento de un potencial de doble capa, 
XXI, 


U= fla 


Potencial de doble capa de momento y, 
XXII1-1. 


SSSuv+s U . v V]dz dy de 


Ss ón 


Primera fórmula de GREEN, XXII-Tla, 


$$ f cua v—vawis dy de= 








Segunda fórmula de GREEN, XXIID IT 


1 1 %U 
==) /. (+ a 


o 1 
=U- — —pdS 
mn r 
Tercera fórmula de GREEN, XXIHN-ITb,. 
e, a, e 
Sistema de coordenadas ortogonales, 
XXID-1HHa, . 
a, >, 2 
Nuevo sistema de coordenadas ortógonales, 
XXIII-Hla, . 
Ah = cos(a'*, xr) 

Cosenos de lus ángulos de los ejes de dos 
sistemas de coordenadas, XXIIL-IIla,. 
a — Nijar 
Fórmulas de rotación para la transforma- 
ción del sistema antiguo al nuevo, 
XXII-DIe, . 

4 = JP = ¿eos (2, 0*) $ 
Matriz de la transformacién inversa, 
XXIMN-OTe, . 
at—= Mar 
Transformación del sistema nuevo «ml 
antiguo, XXI II, . 
yi—= Pur 
Definición del vector velocidad dx*/di — y» 
como tensor simple contravariante, 


+3 


XXIII-Tla, 
06 5 op” 
Uh = FE y) Uy = ETA 


Derivadas de un campo escalar, 
La, 0,01) plo 22 7), 
XXIITII10,. 


We == UN 5 UU = Us 
Definición del gradiente como tensor simplo 
covariante, XXIIPlIIO, 
at, = dat ¡dat 
Derivadas de Jas componentes af de ur 
vector, XXIO1-Ma,. 


Eb , AU y AO Mn 
Componentes del gradiente a de un 
escalar u, XXUI-Ula,,. 

A. = 0%, = Un = 4/02” do* 
Coordenadas del tensor derivado de un grn- 
diente a en coordenadas ortogonales, 
XXI 1-Mlog . 
diva= 0444 + 
Divergencia del vector variable a en coor- 
denadas ortogonales, XXIIFIII:,. 
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d=0%.0%+a%w, 
(íi=1,2,3) 

Componentes del vector divergencia de un 
tensor doble A — (a$?) de coordenadas va- 
riables en un sistema ortogonal, 
XXIL-UL0 
—A , 44— a, da — a, 
Componentes de rot a, xXIn- Ml. 


ui —= Vía, ... uy) ; 
ul —= Nut... 4”) 
“Transformación directa e inversa de un 


sistema de coordenadas oblicuas (tl, .... 4”) 
a otro (41,..., 4) en E,, XXIM-IIb,. 


dui, ...,u*) 

y O 
¿(al .. 

Jáacobiana de una a e JO invertible 

entre sistemas de coordenadas curvilínees, 


XXIIL-IDb,. 
du'' 
ETA = Ae, mié . U) , 
dut Ei , 
Gr = Aula”, ... 4”) 


Derivadas de las fórmulas de transforma- 
ción de coordenadas curvilíneas, 
XX TII-1ITb,. 
du' = 1%, du'* du* = My du* 
'Pransformación del vector diferencial como 
tensor simple contravaeriante, XXI11-I05. 


db ap* 
Saro E a 


Derivadas de un campo escalar 


Dr, 47) = Pad, e, 
XXITI-10b,. 
Hz= P. , P.=%4A 


Voctor derivado de un campo escalar como 
tensor simple covariante, XXII-ITIb, 
Tia = Ti An Al, ar, 
lay de transformación de un tensor triple, 
contruvariante respectu de un índice y e0- 
variante respecto de los otros dos, 
XXI IDb,. 


191) 
“Pennur fundamental correspondiente a la 
primcra forma fundamental en E,: 


¿SU = g,, dus dur, KXIL-IIb,. 


Vi = JYQix y* 
Umupuncutes covariantes de un vector, dado 
por sis vomponentes contravariantes u*, 
XXTIL1ITDb,. 


de du: = — du dul 
de! de* — dei de! 


Iixpresinues simbólicas upropladas nl cam- 
bio Je variablea, XXiTL-IVe. 
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do = ala, x*) 
Forma diferencial de grado cero o escalar, 
] XXIULbIVa, 


0 enla, )de' + alar, 0") da* 


Forma diferencial de grado uno o paffiano, 
XXIII-IVa, 


ax, de da? = 

— aloe, a?) da? de? =: 

aw, "dx A da? 

Forma diferencial de grado dos, XXIILIVa. 


0 + Pr = (a+ b1) da* + 
+ (0 + bs) da* 


Suma de formas diferenciales en E, 
XXxIN-IVa. 


da A de? —datAde ; 
de A de* = deA de? = 0 
Convenciones para el producto exterior A 
de formas diferenciales exteriores, 
XXIIL-IVa. 


da = gr + das A da? = 
a Us E 1 a 
(27) de 4 do 
Diferencial exterior de una forma diferen- 
cial, XXIILIVEA. 


CAs 


Contorno de un recinto orientado A, de E,, 
XXIIO-IVb. 


SS da = O 
A, CA, 


Fórmula de STOKES en E, XXIT-IVb, 


(10 


Il 


dea deta, so. dm) 
DS tio E 
dit dei) ... ds 


Matriz de característica r de Jos r vectores 
infinitésimos dx,,, = da, +... + 
+ dei e (h=1,....1), XXIDIVE,. 


[a( 5%... 2% )] 


Tensor r-diferencial de las diferenciales de 
grado 7, XXIIL-IVE. 


na 
z 
¡MS E 


a 88 


Forma diferencial de grado r en Ej, 
XXI1-IV o, . 


Cr 


Ma .. 


Ur + Br = e 


r 


2 
,h 


( Oh oh dh, 03) 
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a( et, ...at.) 


Suma de formas diferenciales del mismo 
grado r en E,, XXII-IVe,. 


n 
Ur Á y, = y 
At = 1 


Ch. o. Ah, Ola, ..., ke, 


a( LR, at ala, ate) 


Producto exterior de formas diferenciales, 
XX1ITPIV e, 


al añ... 2d) = 


= deb A... Adg*- 


Diferencial de grado + expresada como pro- 
ducto exterior de diferenciales de grado 1, 
XXINLIVc,. 
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da (x,..., 2") = 3:(00/0x*) de* 
Diferencial de escalar, XXILMT-IVC,. 


n 
da, = z 


h 


4 1 


dB ch, (a, cc. A 


al ah, ... 0) = 


n da 


== ant k Ba, h, 
ha d(ut. iiaciizt ) 


. 


Diferencial exterior de una forma 
diferencial, XXITL-TVc,. 


Contorno del recinto orientado A, de E,, 
XXITL-TV e,. 


So S, tua of, mo 


Fórmula de STokES en E,, XXTU-IVe,. 
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DEHN, M., Xvu-V 4, 
Del o delta invertida, 91-6 a. 
Delta: de LAPLACE, 91-6 d, [en co- 
ordenadas curvilíneas, 92-4c]; 
invertida o del, 91-6 a. 
DENIS-PAPIN, M., XVII-Y 3,5, 
Densidad en un punto, 84-5; lineal, 
78-2, 
Dependencia: funcional, 68-3; lineal, 
68-4, [de vectores, 60-2]. 
Derivación: bajo el signo integral, 
regla, 86-2b; de funciones com- 
puestas, regla, 67-1a; de funcio- 
nes implícitas, 67-4 b; de series, 
85-2; de vectores, 72-3, XVIMI-ILL 
a.; sucesiva, conmutabilidad, 69-2, 
Derivada: de función compuesta, 
67-1a; de función implícita, 67-4 
b; de función vectorial, 72-2, 72- 
3; direccional [de función esca- 
lar, 66-5b, 72-40; de función 
vectorial, 72-4 b1; local, 93-2* se- 
gunda, 69-1; sustancial, 93-2; ter- 
cera, 69-1; total, 67-1a, 707. 
Derivadas: parciales, 66-1, [de una 
función implícita, 67-5b, de una 
función vectorial, 72-2b]; suce- 
sivas, 69-1, [de función implícita, 
69-4; de función vectorial, 72-2 
b 


1. 

Desarrollable circunscrita, 74-5, 75- 
4a, 

Destrorsum, 60-3, 73-3, 

Determinante: de dos ternas de vec- 
tores, 60-70; de GRAM, 60-7 a; 
funcional o jacobiano, 67-6 a, 

Dextrógiro, 60-3, 

Díada, 61-5 hb, 63-2 e, 

Diagonal principal de una serie do- 
lle, 81-2 b. 

Diámetro de un conjunto, 82-1 b, 
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Diferencia: de puntos, 60-1d; de 
vectores, 60-1 d, 

Diferencial: de arco, 73-1, [vector, 
78-11; de escalar, XXIV a, Ci; 
de grado r, XXIM-Ivc,; exacta, 
89-2, [integral, 89-2, 89-3 b]; ex- 
terior, XXIIL-1V a; parcial, 66-4; 
total, 66-4, [expresión analítica, 
66-4]. 

Diferenciales totales sucesivas, 69- 
3; de función compuesta, 69-3 b. 

Dilatación: areolar, 77-3, XX-1, 83- 
4; lineal, 77-83, xx-1, [del meri- 
diano y del paralelo, xx-1]. 

Dimensión: infinita, Xvil-I ex; li- 
neal, XVIL1 0. 

Dini, U., p. XI, 86-2 a. 

Dirección: de un vector, 60-1a; 
propia de un tensor, 635 a, 

Direcciones principales de una su- 
perficie, 76-2 hb, XX-1 

Directriz de una superficie reglada, 
75-1, 

DIRICHLET, P. G. L., 64-2a, 80-8 c, 
80-9, 80-Ej.8, 85-1, XXIU-1 bs; 
Resp. 86-Ej. 15; criterio, 80-8 c; 
primer problema de contorno, 
XXIM-11 bo. 

Discriminante: de un haz de cur- 
vas, 74-1b, [curva, 74-1b; ecua- 
ción, 74-15]; de un haz de super- 
ficies, 74-30; de una cuádrica, 
62-1d; de una forma cuadrática 
n-aria, 70-6 c. 

Distancia: axiomas, Xvir-11 hb, XvHl: 
1d, 64-Ej.5; condición de sime- 
tría, 64-4 a; condición triangular, 
64-4 4, XVII >»; de dos puntos 
del espacio euclídeo, 64-4 a; de 
dos puntos de un espacio topoló- 
gico, XVHI-1d; en un espacio pun- 
tual afín, XVII-111b; espacial, 83- 
6b; temporal, 83.6 b. 

Distribución: de doble capa, XXIIL-1: 
de simple capa, 93-1a; disconti- 
nua de primera especie, 78-5; 
normal, 87-Ej, 8. 

Divergencia: 91-3, 91-6 az, 92-1b, 
924 b, XxIM-111 a; de un tensor 
doble, XXII-111 e,; en coordenadas 
curvilíneas, 92-4b; teorema, 92- 
15; total, 92-1 b. 

División armónica, 62-Ej. 4, 

Doble producto vectorial, 60-7, 

Dominio, 64-5, XVIILI €. 

DooLITTLE, M. H., XVII-IVc,f; Mé- 
todo de GAuss-DOOLITTLE, XVII- 
Iv c, 

Dualidad: en un espacio euclídeo de 
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dimensión finita, Xvi-11d; ley, 
608 c. 

DUNCAN, W. J., XVIL-V 3, 

DurIN, C€., 76-3, 765 a, 76-Ej.5,10; 
indicatriz, 76-3 b.  - 

DUscHEK, A,, XVI-V 5, XVIn-101 1, 
XXIMI-Y 7, 

DwYER, P. S., XVII-Y 8. 


E 


Ecuación secular, 63-5 a. 

Ecuaciones: de condición, 67-Ej. 6, 
XIX-I; equivalentes para una su- 
perficie, 72-9 a; lineales, resolu- 


ción práctica, XvII-Iv, [ecuaciones 
principales, XVI-Ivc; método 


abreviado, XVII-1Yc; método de 
aproximaciones sucesivas, XVII-IV 
9; método de iteración, XVI-IV y; 
método del sistema reducido, XvVIl- 
IVA]; normales, XIX-1; reducidas 
de una curva, 72-38, 

EDDINGTON, Á, $S., XVIL-V 5, 

IT EHRENFEST- AFANASSJEWA, T., 67. 
Ej. 6. 

EICHLER, M., XVI-V 3. 

EILENBERG, $., XVYIM-111 4, 

EINSTEIN, A., 63-2b,d, XVI-v2,5, 
XVII -1 4, XXII-1I1 4, XXIMI-1Y C1; 
convención, XXHI-III 0. 

EISENHART, L, P., 73-4, xX-y 3, 5. 

Eje, 60-4; de curvatura, 72-10, 
[ecuación paramétrica vectorial, 
73-10]. 

Ejes: principales, 63-8 a; transver- 
sos, 62-24, 

Elemento pivote en un determinan- 
te, XVIL-IV b, 

Tlipse de garganta, 62-2c, 

Iclipsoide (ver Cuádricas), 62-2; 
uchatado o esferoide, 62-2 b, 
[achatamiento, 72-2 e]; alargado, 
62-2b; de revolución (achatado, 
alargado), 62-2b; de un tensor, 
3-4; esferoide, 62-2.b; excentri- 
cidades, 77-2c; radio de curvatu- 
ra de la sección que contenga la 
tangente al paralelo, 77-2 e; ra- 
dio de curvatura del meridiano, 
772 c. 

lnergía potencial, 91.4 b, 

E;NRIQUES, F., XVI-VY 4, XIX-112. 

iutorno, 64-4 b, 65-1, XvIi-1b; re- 
ducido, 64-4 b; superficial, 65-1. 

Kuvolvente: de un haz de curvas 
[du las características de un haz 
de superficies, 74-4 c; en el espa- 
cio, 74-44, (haz elabeado de rec- 
nx, 74-4 6), en el plano, 74-10]; 
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de un haz de superficles, 74-3 a; 
de una familia de superficies de 
dos parámetros, 74-3 b, [general, 
74-3,b; parcial, 74-3 5]. 

Epicicloide, 74-Ej. 12. 

Equicontinuidad, 86-18. _. 

Erlangen, programa, 61-74. 

Error: de uvw, 66-83; frecuencia, 
87-Ej.8; función, 87-Ej. 14; me- 
dio cuadrático, 87-Ej. 9; prooaoi- 
lidad, 87-Ej.8,10; probavie, 87- 
Ej. 10, 

Escalar, 60-1 a, 63-2 f, XXIO-IV Q. 

Esfera (ver Cuádricas; Elipsoide) ; 
de radio nulo, 62-2 b; imagina- 
ria, 62-2b; osculatriz, 73-10 b. 

Esferoide, 62-2 b, 

Espacio: abstracto, XvIn-10, [apli- 
cación, interpretación concreta, 
XvIn-14); compacto, XVIN-1 4; 
compacto en sí, XVIII b; físico, 
XVIlI-14; lineal de matrices, 61- 
Bj.10; localmente conexo, XVIIP-I 
c; métrico, XVIIL-Id; metrizable, 
XvHnt-1d; perfectamente com- 
pacto (en sí), Xvni-1b; pro- 
yectivo, 61-74; puntual afín, 
XVII -111, [coordenadas, XVIL-III a, 
(origen, XVII-111 4); propiamente 
euclídeo, XVI-I1b]; —tiempo, 
XVII-I a; transformación o repre- 
sentación lineal, 61-24; topológi- 
co, XVII b, [axiomas, XVII b]; 
vectorial, 60-2 b, xvir-1, [base 
(autorrecíproca, 60-Ej.17; orto- 
normal, XVI-I1 Cc; recíproca, 60. 
Ej.16); dimensión, 61-5 b, XVII 
a; dualidad, XvIiI-11d, 4 (espacio 
dual o adjunto, XVIL-1c, (base 

_ dual, xyH-1c)/; euclídeo, 60-5 e, 
XVI-I a, (propiamente euclídeo, 
60-B e, XVIr-11b5); seudoeuclídeos, 
ne ; subespacio ortogonal, 60-8 


Espacios homeomorfos, XVIIL-I €. 
Estrofoide recta, 71-Ej.7. 
EUCLIDES, XVIIL-1 €. 

EuLer, L., 61-Ej.2, 67-3, 67-Ej. 3, 
5, 76-3 b, 93-2, 93-4a, 93-4b, 93- 
Ej.15; Resp. 76-Ej.5; Resp. 91- 
Ej.13; ángulos, 61-Ej.2; ecua- 
ción de continuidad, 93-4 bh; ecua- 
ción del movimiento, 93-4 a; fór- 
mula de curvaturas, 76-3 b; pun- 
to de vista local, 93.2; teorema 
sobre funciones homogéneas, 67-83. 

Evoluta de una curva; alabeada, 
76-Ej. 5; plana, 74-2, [de la pará- 
bola, 74-Ej. 13]. 
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Evolvente de una curva: alabeada, 
75-Ej. 7; plana, 74-2, 

Expresión diádica, 61-5b, 63-2a, 
completa, 61-5 bh; degenerada, 61- 
Bb; nula, 61- 5b; plana, 61-5 b. 

Extensión a-dimensional, 83-38 d. 

Extremo: absoluto, 70-1 a; amplio, 
70-10; condiciones [necesarias, 
70-1c, 70-64; caso elíptico, 70-2 
a; caso hiperbólico, 70-2b; caso 
parabólico o dudoso, 70-2 €, (rec- 
ta” singular, 70-2c); suficientes, 
70-2, 70-65]; con variables liga- 
das, 70-7 e, [método de multipli- 
cadores de LAGRANGE, 70-8]; de 
una función implícita, 70.8 b; 
discusión 70-5; estricto, 70-1a; 
impropio, 70-1 a; interpretación 
geométrica, 70-5; propio o efecti- 
vo, 70-1 a; relativo, 70-10, 


F 


F-curvas del tipo de: arco simple, 
72-9 Cc; curva simple cerrada, 72- 
9c 

F-equivalencia, 72-9 e, 

F-superficies de tipo rectangular, 
T2-9 e. 

Factor de homogeneidad, 67-Ej, 6. 

Familia de superficies de dog pará- 
metros, 74-83 b. 

Familia monoparamétrica de: cur- 
vas, 74-10; superficies, 743 a, 

FANO, G., XvI1-V 4, 73-83, 

FARADAY, M:, 91-2 b. 

Farou, P., XIx-11 2. 

FAVARD, J., XVU-V 7, XVII-10 3. 

FERRAR, W. C., XvI1-v 3, 

FERRARI-POZZOLO, G.. 79-2 b. 

FESsCHBACH. H.. XXII1-V 3. 

FIEDLER, W., XVII-V 4. 

FINSLER, P.. XxX-v 5. 

FINZI, B., Xvu-v BH. 

Flúido: en equilibrio. 93-3 e; incom- 
presible. 91-3; pesado, 93-3 e. 

Flujo de un campo vectorial a tra- 
vés: de una curva, 92-3; de una 
superficie. 92-1 a. 

FocH, A., XXu1-v 5. 

Forma bilineal de orden n (6 n- 
aria), 61-4d; asociada o polar de 
una forma cuadrática, 62-Ej.3; 
característica o dimensión, 61-86 
a; degenerada, 61-6 a; de un ten- 
sor, 633 4. 


Forma cuadrática de orden un (á n. | 


aria), 61-4d; definida (positiva, 
negativa). fiñ-4, 63-70, 706 0, 
degencrada, 63-70, 70-6 c; forma 





| 
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canónica (diagonal, 63-7 a; en el 
grupo ortogonal, 63-54]; indefi- 
nida, 63-7 a, 70-2 b, 70-6 ec; índice 
de inercia, 63-7 c; ley de inercia, 
63-70; semidefinida (positiva; 
negativa), 683-7a, 70-2c, 70-6c; 
signatura, 63-7 d; signo, 63-7. 

Forma lineal en las componentes de 
un vector, XVI €. 

Formas diferenciales exteriores, 
XXn-lv; de grado cero, de grado 
uno o píaffianos, de grado dos, 
XXIm-IV a; de grado r—r en E,, 
XXIT-1Y c,; exactas de grado uno, 
XXIT-1V a; integrables, XXIILIV a; 
producto exterior, XXITI-IVG, Ci; 
suma, XXIN-1IV G, C1. 

Formas diferenciales fundamentales 
de las superficies: primera, 76-1; 
segunda, 76-20, 

Fórmulas de adición, 61-Ej. 4. 

FOURIER, J., p. XVII, XDC-11 1, XXIT-L, 

FOURNIER, A. M., XvII-V 4. 

FRANKLIN, PH., XVIM-T1 2, 

FRAZIER, R, A., XVI-V8, 

Frecuencia, 87-Ej. 8. 

FRECHET, M., p. XVI, p. XVIL, XViH- 
14, XVII-1 5, XVI1-111 3, 72-9, XX1- 
11; concepto de curva, 72-9 c; con- 
cepto de superficie, 72-9 c, 

FRENET, F, J,, p. XV1, 73-5,7,8,9, 
73-Ej. 12, 7d- E. 10, '15-Ej. 5, 76- 
4, 77-3; fórmulas de FRENET- 
SERRET, 73-b. 

FRESNEL, A., p. 87-4, 87-5; 
integrales, "87-4, 

Frontera: de un conjunto, Xvni-1 b; 
de un recinto, 64-5; punto, 64-4 b. 

FUuBINt, G,, XX-v 6, 86-2 a, 

Fuerza, 60-1 a; exterior, 63-1c. 

Función: algebraica, 64-83, [explíci- 
ta, 64-83]; armónica, 91- 6 d, [de- 
terminación por datos en el con- 
torno, XXIH-I1 ba; esférica (de su- 
perficie, 93-Ej. 20; sólida, 91-Ej. 
12, 93-Ej. 19); teoremas integra- 
les, XXut-11 0]; casi primitiva, 80- 
9 b; compuesta, 67-1 a, 67-2; con- 
dicionalmente homogénea genera- 
lizada, 67-Ej. 6; continua, 65-3, 
(en un campo de variación, 65- 3); 
curvas de nivel. 54-2 hb; de fuer- 


XVIII, 


z23, 93-10; de función, 67-2; de 
recinto, 84-35, de repartición o 
distribución, 7R-2: derivable en yo 


uniformemente respecto de x* en 
[a,b]. R6-1; derivada segunda, 
tercera, 69-1; diferenciable, 66-4; 
equicontinua (continua en yo, uni- 
formemente respecto de x en 
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fa. »]), 86-1; error. 27-Ej. 10; 
escelonada, 82-14; existencia, 
89-1, 3Y-3 a; gráfica, 84-2; homo- 
génea [en sentido estricto, 87-3; 
generalizada, 67-Ej. A; impar, 67- 
3; par. 67-3; positivamente, 67- 
3): implícita. 67-4, 67-5u, 68-1; 
incondicionalmente homogénea ge- 
neralizada, 47-Ej.6; inferior. 32- 
5; integrable (R), 82-1 a; Lamb- 
da. XxX-11; lineal [entera, 64-3; 
fraccionaria, 64-3], multiforme, 
84-1; uscilación, 78-2; positiva- 
mente homogénea, 67-3; primiti- 
va o potencial, 66-6 a, 88-1, 89-1, 
3; racional [entera, 64-83; fraccio- 
naria, 64-3]; salto, 78-2; supe- 
rior, 82-5; tensorlal de rango 
cualquiera, derivación, 72-4c; 
trascendente, 64-8, [de matrices, 
61-4 e]; vectorial [analítica, 72-5; 
continua, 72-14; derivada, 72-20, 
(expresión lineal, 72-24; parcia- 
les, 72-2 b; sucesivas, 72-20); di- 
ferenciable, 72-2b; expresión li- 
neal, 72-1a; incremento, 72-24; 
límite, 72-10; teorema de incre- 
mentos finitos, 72-Ej.9,10; uni- 
forme de escalar, 72-1 a; unifor- 
me de varios escalares, 72-15]; 
uniforme de varias variables in- 
dependientes, 64-1. 

Funcional, xx1-12; lineal, XvVn-1 ca, 
[continua, 78-71]. 

Funciones: dependientes, 683 a, 
[linealmente, 68-4]; implícitas, 
sistemas, 67-6 a, 68-2, [rama de 
una solución, 68-Ej, 4]: indepen- 
dientes, 68-31, [linealmente, 68- 
4]; superposición, 67-1 a, 


G 


GALILEO, 84-4. 

GANS, R.. XVM-V2, XXII-v 3,5, 

GArcÍAa DE GALDEANO, Z., Pp. XIM. 

GARNIER, R., 60-6, XVII-Y 3, 

GAUSS, K, F., XIX, XVI-IVG,c,f, 
X1X-1, 72-7b, 76-1, 76-3b, 76-Ej. 
1,4,9, 771, 77-20,b,c.d. 77-83. 
97-56, 77-Ej,2,3.4,5, XX-ML-1V-V 7, 
8-6 1, XX1-12, 88-65, 92-1 b, co, 92- 
3, 92-Ej.6, 93-1c,d, XXIHI-IV Co. 
Pesp. 92-E3,3.4,5; coeficientes. 
727 hb: integral, 93-1 e: método 
abreviado en sistemas lineales, 
XvVIL-1V e; método de GAtss-Doo- 
LIPTLE, XVI-IV e; proyeccion de 
LAMBERT-GADSS. 77-5, 77-Ej 2.3, 
4,6; representación de GAfrS8s- 
KrbDarke, 77-1, XX-1V; teorema de 


A A o a 
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la divergencia, 92-1b, [en el pla. 
no, 92-3];, teorema egregio, 76- 
Ej. 9, 

Generatriz rectilínea, 75-1; de cuán. 
drica, 62-6 a, 

Geodésica: curvatura, 76-5 a; línea, 
76-5 d; representación, 77-1; tor. 
sión, 76-Ej.16, 

Geoide, XX-L 

Geometría, 61-7 d; afín, 61-7 d; co- 
rrespondiente a un grupo, 61-7 d; 
métrica euclídea, 61.7 d, 

GERMAIN, $,, 76-3 b, 

SIMON, C.,, 74-Ej.3; curva, 74-Ej. 


GIBBS, J. W., p. xv, 61-5b, 63-20, 
XvII-Y 1; multiplicación tensorial, 
63-2 €. 

GODEAUX, L., XVIL-V 4, XIX-11 2, 

GOMES, R. L., XXI-11 3. 

GOODSTEIN, R. L., XVIH1-111 2. 

GOURSAT, E., p. XI11, XXII-I5 1, XIX- 
112, 73-4, xx-y l. 

Gradiente, 66-6 a, 724a, 9-6a,, 
92-1d, 92-4c, xxu-ia; defini- 
ción tensorial como vector cova- 
riante, XXII-11 4; en coordenadas 
corviiness, 92-4 c; fórmula, 92- 


Grado de homogeneidad, 67-3. 

Gráfica o huella de una curva o su- 
perficie, 72-9 b, 

GRAM, P., 60-5b, 607 a, XVI-ILA, 
68-Ej. 12; determinante, 60-5 d, 
60-7 a, XvI-1 do, 68-Ej. 12. 

GRASSMANN, H. G., p. XVII, XVI-V 
1, Xxm-1v a, e; cálculo de GRASS- 
MANN - CARTAN, XXMUI-IV Q, 

GRAUSTEIN, W., XVII-Y 4. 

Gravedad, centro (ver Baricentro). 

GRAVES. L. M., Xvii-11 1, 

Gravitación, ley, 63-2 b, 

GREEN, G., Pp. XVII, 88-6, XXII-111; 
fórmulas [primera, XXnNI-D 4; se- 
gunda, XXl111-11a0; tercera, XxIM- 
u d+]. 

GRIMSHAW, M. E,, XVI-v 3. 

Grupo: afín, 61-7c; de las rotacio- 
nes, 61-75; de las traslaciones, 
61-7 0; de los movimientos, 61-7 c; 
euclídeo, 61-7 e; homográfico, 61- 
Le lineal, 61-7 a; ortogonal, 61- 
7d. 


GULDAN, R., XVI-IV 0, d,h, xVi1-v8; 
e del sistema reducido, XvIl- 
1V A, 

GULDIN, P., 84-6 hb, 84-Ej. 12; teore- 
mas, 84-6 db, 

GUNTHER, N., xX-111, 

GuYou, E., XX-1L 
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H 


HADAMARD, J., p. XII, 70-Ej. 25, 

HAGUE, B,, XXIMI-V 3. 

HAHN, H., XVII-IH 3. 

HALMOS, P. R., XVILV 3, 

HALPHEN, l., XIX-11 2. 

HAMBURGER, H., XVII-V 3. 

HAMILTON, W, R., p. xvi, 63-2e, 
xvi-Y 1, 91-6 a; operador, 91-6 a, 

HaroY, G. H., 79-2b; 86-Ej. 16. 

HARNACK, A., p. XVIT, 80-9, 80-Ej. 
9, 87-2; integral de RIEMANN- 
HARNACK, 80-9, [generalización 
de DiricHLer, 80-9 a]. 

HAUuPr, G., XVIM-111 1, 

HAUSDORFF, F., XVIM-1b, XVII-T 8, 
db, XVII-IMT bd, 

HayForn, 1, F., 77-2c, 77-5; elip- 
soide terrestre, 77-2c, [radio 
ecuatorial, 77-2 c; semieje de ro- 
tación, 77-2 c]. 

Haz: alabeado de segundo orden, 
62-6 d,; de curvas, 74-1 a, [discri- 
minante (curva; ecuación), 74-1 
bl; de planos, 60-8c; de super- 
ficies, 74-3 a, [supefricie discri- 
minante, 74-3 a]. 

HEAVISIDE, O., XVIT-Y 1, 

HEFFrTER, L., XVI1-V 4, 69-2, 

HEINE, E., 65-3, 83-1, 86-1 b, 86-2 a, 

Hélice: circular, 72-6b, 73-1,2,7, 
8.10b, [paso, 72-6 b]; en una su- 
perficie cilíndrica, 73-Ej. 13. 

Helicoide recto, 75-Ej, 1; desarrolla. 
ble, 75-Ej. 10, 

HELMHOLZ, H, VON, XVIII 4, 

HermITE, C., 69-Ej. 18, 84-1 a. 

Hessiano, 70-2; de forma cuadráti- 
ca n-aria, 70-6 c. 

Hidrodinámica, ecuaciones, 93-44, 

HiLBerRT, D,, XVII-Y 3, XVIIP-1 d, XVI11- 
114, XEM 1, XXI -y 2. 

HILDEBRANDT, T. H., XX1-11 1. 

Hiperboloide (ver Cuádricas). 

Hiperplano, 60-8 b, 

Hipervolumen, 83-3. 

HLAVATY, V,, XX-V 3, XX-V 8, 

HoBson, E. W., XvIn-111 1, 78-1, XXI- 
111, 87-2, XXI1-1, XXnI-y 6, Resp. 
68-Ej. 6. 

HOCHRAINER, A, XVILV 5, XXIM-V 7. 

HobskÉ, W. Y, D., XIX-1102, XXII-1V C, 
XXIV 8. 

Homeomorfismo, XVIHI-1 €. 

Homogeneidad, factor, 67-Ej. 6, 

Hope, H., XVII 4, 

HOTELLING, G. H., XVIL-IV y. 

HOUSEHOLDER, A. $S., XVII-V 8, 
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Huella, 72-9 b, 
HUMBERT, G,, p. XIII, 


1 


Igualdad directa o inversa, 61-7 c, 

Imagen, 67-7, XVYUI-1 €. 

Improplo: extremo, 70-1; punto, 62. 
la, 

Incrementos finitos, teorema, 66-2, 

Indicatriz: de flexión o de las tan 
gentes, 73-4; de TissOT, XX-1; de 
torsión o de las binormales, 73-4. 

Índice mudo, XXI11-11I 4. 

Infinitésimo, 65-4, 73-9; principal, 
65-4, T73-9, 

INGNATOWSKY, W, YV., XVl-v 1, 

Integrabilidad (St), condiciones, 
78-3. 

Integración: camino, 88-1a; de in- 
tegrales impropias paramétricas, 
86-4; de series, 85-1; por partes, 
79-1, [en integrales dobles, 88-6]; 
término a término, 85-1, 

Integral: convergente (absoluta- 
mente; condicionalmente), 80-8 a; 
curvilínea, $ 88, [cálculo, 88-3; 
completa, 88-4 q, 89-3; de diferen. 
cial exacta, 89-2, 89-3 b; interpre- 
tación geométrica, 88-2]; de RikE- 
MANN-STIELTIES, $ 78; 78-1, 78- 
6, [generalizada, 78-1, 78-6; infe- 
rior, 78-1; propiedades, 78-4, 78- 
6; relación con la integral de 
RIEMANN: restringida, 78-1, 78-6; 
superior, 78-1]; de superficie, 90- 
2a, 90-2d, [completa, 90-2d; so- 
bre superficie en forma (explíci- 
ta, 90-2b; paramétrica, 90-28); 
sobre superficie orientada cerra- 
da, 90-83, (completa, 90-3c); so- 
bre una cara, 90-2 a]; doble, $ 32; 
82-14, 82-3, [cálculo, 82-4; cam- 
bio de variables, 83-4; condicio- 
neg de integrabilidad (R), 82-3; 
inferior, 82-1 a; sobre área orien- 
tada, 88-B e; sumas inferior y su- 
perior, 82-1a; superior, 82-1 a; 
Volúmenes contenido, continente 
y (R), 82-1a, 82-2, 83-3 d]; fun- 
cional o paramétrica (ver /nte- 
gral; paramétrica); impropia 
(ver Integral: (R-C)), [paramé- 
trica, 86-8, (continuidad, integra- 
ción y derivación, 86-4); muúlti- 
ple, 87-1a, (absolutamente con- 
vergente, 87-2)]; inferior, 8-1, 
[en integral doble, 82-1a]; inte- 
rior, 82-4; múltiple, $ 83; 83-1, 
[cálculo, 83-1; cambio de varia- 


010 


bles, 83-5; generalización del con- 
cepto, 83-2; impropia, 87-14, 
(convergencia, 87-2; convergencia 
absoluta y condicional, 87-2; de: 
linición rectangular, 87-5); pro- 
piedades, 83-3]; paramétrica, 86- 
1, [impropia, 86-1, (continuidad, 
derivación e integración, 86-4; 


convergencia uniforme, 86-3);. 


propia, 86-1, (continuidad, deri- 
vación e integración, 86-2)]; 
(R-C), $ 80, [con ambos extre- 
mos singulares, 80-3 a; con ex- 
tremo singular único, 80.1, (con- 
vergente, divergente, oscilante, 
30-1; propia, impropia, 80.1); 
con punto singular interior, 80-8 
b; convergente (absolutamente; 
condicionalmente). 80-84; crite- 
rios de convergencia (método de 
comparación, 80-6; de orden de 
infinitud o infinitesimal, 80-7; 
eundicional, 80-3c); generaliza- 
ción de HARNACcK, 80-9; valor 
principal de CAUCHY, 80-4]; rei- 
terada, 82-4, 82-5, 83-1; superior, 
78-1, [en integral dable, 82-1 a]; 
triple, 83-1. 

Interior, 64-4 b, xvin-1 b, 

Intervalo cerrado: de dos dimensio- 
nes, 64-40; de 7 dimensiones, 83- 
1; lineal, XvIII-1 6. 

Invariante: humográficu fundamen- 
tal, 81-7 d; métrico fundamental, 
8L-7d, 

Invariantes: de una cónima, 43-9 c; 
de una cuádrica, 63-6, 63-9; de 
uv tensor simétrico, 63-6. 

Inversión, 67-7. 

hiverso, sistema de coordenadas, 
HU-3. 

Involución de tangentes conjugadas, 
7O0-b a. 

Ivoluta: de un haz de curvas, 74- 
16: de un haz de superficies, 74- 
Va, (curva características, 74-3 
a). 

Ikogronal, 77-1, 

MHurucion, método, XVI1-1V Y. 


J 


Jaconr, C. G. 3., 66-1, 69-1, 69-3 a, 

JIncobiano, 67-6 a, 

JACONBON, N,, XVII-Y 3, 

JAN, M., XVII-V 8, 

JORDAN, €., p. XI, 64-5, XVIM-I 6, 
T2¿8 a, T2-b e, 784, 82-2, 83-3. 87- 


243 ree simple, XVill-1e, 72-60; 
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F-arco simple, 72-9c; medida de 
PEANO-JORDAN, 83-3. 

JULIA, G., XX-V3. 

JUVET, G., 60-6, xXvIL-Y 2,5, 73-4, 


K 


Kac, M., XVIiIr-1u 2, 

KAMPÉ DE FÉRIET, J., XVI-Y 1, 

KANT, E,, XVIII 4, 

KAPLAN, W., XVII-11 2. 

KAUFMANN, A., XVII-V 3, Bb, 

KAUFMANN, N. (ver MERCATOR). 

KELLEY, J, L,, XVI-1IH 3, 

KELLOGG, O. D., XXIII-V 3, 4, 

KELvIN, Lorp, 91-Ej. 12,13. 

KLEIN, EF., 61-7d, xvr-v 1. 

KNESER, H., 72-9 c. 

KyNopp, K., xvri-111 1, xx1-11 2, 

KODAIRA; K., XXIHU-1Y C. 

KOEBLER, C., XVII-V 4, 

XOENIGS, G., XX-V 8. 

KOMMERELL, K., XVII-V 4, 

KónIG, R.. XX-V7. 

KOWALEWSKI, G., p. XIIL, 60-6, 

KRUGER, 77-1, 77-65, XxX-10, XX-1V, 
XX-V7; representación de GAUSS- 
KRUGER, 77-1, 77-B, XX-1v, 

KURATOWSKI, C., XVII-11 4, b, XVII 
n 3. 


L 


LAGALLY, M., 60-6, XvI1-V 1. 

LAGRANGE, J., p. XVI, 60-Ej. 24, 63-5 

“a, 69-5, 70-6 b, 70-8, 72-54, 72-7 b, 
85-2, 86-2, 91-68 d, 93-2, Resp. 73- 
Ej. 16; ecuación para las frecuen- 
cias, 63-5 a; identidad, 60-Ej. 24; 
multiplicadores, 70-8; punto de 
Vista molecular, 93-2; término 
complementario, 69-5, 72-54, 

LarvÉ, E., 60-6. 

Lamb, H., Xxut-v b, 

LAMBERT, J. H., 77-1, 77-5, 71-Ej. 
2,3,4,5, XX-IL, XX-1V, XX-VW7; 
proyección de LAMBERT-GAUSS, 
77-B; representación, 77-1, 

LANE, E. P., XXV 6. 

LAPLACE, P. S., XVIM-1112, 69-Ej. 
10, XX-111, XxI-1.1, 91-6d, 91-Ej. 
8,9,10,12,13, 92-4c, 93-1b, 93- 
4b, 93-Ej.19, Resp. 93-Ej. 19; 
ecuación diferencial, 93-1b; ope- 
rador, 91-6 d, [en coordenadas, 
curvilíneas, 92-4 c]. 

Latitud: geográfica, 77-25, [am- 
pliada, XX-11]; segunda coordena- 
da esférica, 84-2, 
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LEBESGUB, H., p. XVI, 72-9 c, d, 77-3, 
78-1, 78-3, 78-7, 82-2, 82-3, 82-b, 
XxX1-11, Xxr111,83, 86-1, 86-24. 

LeEcaAT, M., XVI-V 3, 

LEFSCHETZ, $S., XVII-IHI 4, 

LEGENDRE, AÁ., p. XVII, 93-Ej.16a 
25, XXIV 6; polinomios, 93-Ej, 
16 a 25, 

LEIBNIZ, G. W., 69-30, 78-1, 78-2, 


83-2, 86-24, 86-4; regla, 86-2, 
86-4. 

LEJEUNE-DIRICHLET, P. G, (ver 
DIRICHLET). 


LENSE, J., XXIIL-V 6, 

Levi, B., p. XUL, XVII 1, 80-Ej. 7 

Levi-CIviTA, T., 63-2d, €, XVIY 5, 
XXu-y b. 

Levógiro, 60-3, 

Ley natural y propiedad geométri- 
ca, 63-25. 

LICHNEROWICZ, Á., XVII-V 3, 5, XXIIL- 
v 7,8. 

LICHTENSTEIN, L., 86-2 a. 

Límite: bajo el signo integral, 85-1; 
de función vectorial, 72-14; do- 
ble vu simultáneo [de sucesiones, 
81-1; funcional, 65-1; (infinito, 
65-1)]; en una dirección, 65-2; 
múltiple o simultáneo, 65-2; suce- 
sivo o reiterado, [de sucesiunes 
dobles, 81-1; funcional, 65-2]. 

LINDEMANN, F., XVII-V 4, 

Línea (ver Líneas); de acción de 
un vector axial, 60-1 a; de estrie. 
ción, 75-b5 a; recta en E,, 60-8, 

Lineal, aceleración, 73-8. 

Líneas: asintóticas, 76-5b; de cam- 
po, 91-2b; de corriente, 91-2 b; 
de curvatura, 76-5c; de flujo, 
91-2b; de fuerza, 91-2b; geodé- 
sicas, 76-5 d; parabólicas, 71-65. 

LIPSCHITZ, R., condición, 68-Ej. 1. 

LLORENTE, F,, teorema, 69-2. 

LonpEL, E,, XVI-Y 5, 

Longitud: de un arco, 73-1; geográ- 
fica, 77-2b; (R), 82-2; tercera 
coordenada esférica, 84-2, 

LoRD KELVIN (ver KELVIN). 

LORENTZ, H. A., 83-6 b. 

LORIA, G., XIX-11 2. 

LosaDa Y PuUGA, C. DE, p. XIM, 

Loxodrómica, 77-Ej. 1. 


M 


Mc CONNELL, A. J:, XVI-Y 5. 

Mc SHANB, E. J., 72-9 e; modifica- 
ción del concepto de F-equivalen- 
cia, 72-9 €, 

Mac DUFrFEE, C. C., Xvi1-y 3, 

Mac LANB, S., XVII-Y 3. 
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Mac LAURIN, C., 69-5, 69-6, 70-2 e, 
72-56 a, 80-6; fórmula, 69-5; crite- 
rio, 80-6. 

Mac RoBERT, T. M., xXII-V 6. 

MANGOLDT, H. VON, p. XIL, XVItI- 
11 1. 

MARCOLONGO, R., XVII-Y 1, 

Masa de un cuerpo, 84-1 a, 

Matrices conmutables, 61-Ej. 9, 63- 
Ej. 13. 

Matriz: antisimétrica o hemisimé- 
trica, 61-4 b; congruente de otra 
en el grupo ortogonal, 63-5 b; 
conmutable, 61-Ej, 9, 63-Ej.13; 
contragrediente, 61-Ej,12; cua- 
drada de orden n, 61-3 a; de ela- 
se (m,n), 61-3a; de una trans. 
formación lineal, 61-2b; de un 
tensor, 63-1b; escalar, 61-Ej, 9; 
función de, 61-4c, [exponencial, 
61-40]; hemisimétrica, 61-4 b; in- 
versa, 6l- 3b, [a derecha, izquier- 
da, 61-Ej. 81; invertible, 61-Ej. 8; 
nula, 61-4b; orden, 61-3 a; orto- 
gonal, 61-75; polinomio caracte- 
rístico, 63-Ej.7; potencia de, 
61-4c; producto, 61-3a, [por un 
número, 61-45]; simétrica, 61-4 
b; Suma, 61-4 b, [directa, 62-5 al; 
transformada por otra, 63-Ej.11; 
traspuesta, 6l-4a; unidad, 6l- 3 
db; vectorial, 61-4 d. 

Máximo: (ver Extremo); absoluto, 
70-14; amplio, 70-1a; de una 
función en un punto, 82-5; es- 
tricto, 70-14; impropio, propio, 
70-1 a; relatitvo, 70-1 a. 

Medida de PEANO-JORDAN, 83-3, 

MENGER, K., XVI11-111 2, XX-V 4d, 

MÉRAY, CH,, p. XII. 

MERCATOR, N. (= NICOLAUS KAUF- 
MANN), p. XVI1, 77-1, 77-4 b; re- 
presentación, 77-1, 77-4b, 

Meridiana de una superficie de re- 
volución, 72-7 b, 

Meridiano principal (en proyección 
LAMBERT-GAUSS), 77-5, . 
Método: de aproximaciones sucesi- 
vas, XvII-1vY y; de las A, 62-1 b, 
MEUSNIER, J. B. M., p. XVIL, 76-4, 
76-5 a, 77-2b, Resp. 76-Ej. 5; fór- 

mula y teorema, 76-4. 

MILNE-THOMSON, L, M., XXII-y 5. 

Mínimo: (ver Extremo) ; absoluto, 
70-14; amplio, 70-1a; de una 
función en un punto, 82- 5; estric- 
to, 70-1 a; impropio, propio, 70-1 
a; relativo, 70-1 a. 

MINKOWSK1, H., XVIH-1 4. 

MISES, R. VON, XVII-IV Y; 
XVII-1V Y. 


método, 
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Modelo o preimagen de un punto, 
077. - 

Módulo: de periodicidad, 89-2; de 
un vector, 60-1 a, XVI-14b: en un 
espacio propiamente euclídeo, 
XVILI d. 

MorÉBIus, A, F., 90-1; banda o cin- 
ta, 90-1, 

Momento: de inercia [axial, 84-7; 
de un anillo circular, 84-7; de un 
rectángulo, 84-7; plano, 84-7; po- 
lar, 84-7]; de orden n de un tra- 
pezoide, 86-2; de un potencial de 
doble capa, XXII5-1; estático res- 
pecto de un [plano, 84-5; punto, 
50-Ej. 84-5]. 

Momentos de primero y segundo or- 
den, 88-5 d. 

MaNGE, G., 72-8. 

MONTEIRO DE CAMARGO, J. O., XVII- 
v 2, xxm-y 3, 

MORAND, M., XVIL-v 3, 

MoRrsE, P. M., xxItt-v 8. 

Movimiento uniforme, 73-8, 

Multiplicación: escalar, 60-5; vecto- 
rial, 60-6. 

Multiplicadores de LAGRANGE, 70-8. 


N 


NACHBIN, L., XVITI-111 3, 

NARAYAN, $S,, XVII-V 2, 

Nriss, F., Xvii-v 3, 

NEUMANN, C., XXMI-11b,; segundo 
rroblema de contorno, XXIIT-I bz. 

NEWTON, IL, 71-4 ba, 93-4 a, 

NIEWENGLOWSKI, N., XVII-V 4, 

NOBELING, G., XVII-111 3. 

NOÉTHER, M,, XIX-1I 2. 

Norma: de una partición, 78-1, 82- 
tb, [de una superficie, 90-2 a]; 
de un vector, 60-5, XvIL-11 0, 

Normal: a una superficie [recta, 
6-5 a; versor, 72-7 b]; plano, 73- 
3, [ecuación cartesiana, 73-7]; 
principal [ecuación cartesiana, 
73-7; recta, 73-83; vector, 73-71. 

Normalía, 760, 

Normalizada de una función de va- 
rinción acotada, 78-6 c. 

Ntimero, 64-4, 

Niúnicras derivonormados, 72-Ej. 6. 


o 


OLLENDORFE, T., XxvH-y 2. 
Operador: fincal, 63-2 a; nabla, 91- 
Ger, 
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Operadores diferenciales en coorde- 
nadas curvilíneas, ,92-4, 

Orden: de conexión [de un recinto, 
64-5, Xvili-1e; de la frontera de 
un recinto, 64-Ej. 15]; de m, 69-6. 

Orientabilidad de superficies, 90-1. 

Orientación: de un arco simple, 
XVII-1e; de una superficie, 90-1. 

ORTIZ, R., xvu-v 5, 

OrTIZ, R, M., XvIr-Y 4. 

Ortogonalidad en E,, XVIL-11 ds. 

Ortonormal, sistema de coordena- 
das, 60-5. 

OSTROGRADSK1, M. V., 92-1c, 92-3, 
92-Ej. 6, XXIM-1Y Ca; fórmula de 
GAUSS-OSTROGRADSKI, 92-1 ez, 

OSTROWSKI, A,, XYIn-1 1. 


P 


PAPPO, 84-6 b. 

Parábolas focales, Resp. 62-Ej. 25. 

Paraboloide (ver Cuádricas), 2-3 
b; degenerado, 62-5 ca, 64-3; elíp- 
tipo, 64-3; hiperbólico, 62-6 ds, 
64-3; osculador, 76-2 a. 

Paraboloides confocales, 62-Ej. 25. 

Paralelismo de elementos lineales: 
heterogéneos, 60-3 d; homogéneos, 
60-8 d. 

Parámetro, 60-8; de distribución de 
una generatriz, 75-6; intrinseco o 
abscisa curviliínea, 73-1, 

Parámetros directores: de una di- 
rección, 60-5; de un plano, 60-8 bd, 

Partícula equivalente, 93-Ej. 1. 

PASCALI, J., XVHN-V 4. 

PASTORI, M., xva-v 5, 

PAUC, C., XVII 1, KX-V 4, 

Ppano, G,, 68-4, 83-3 d. 

PEDOE, D., XIX-11 2. 

Pendiente en una dirección, 66-5 b. 

PERLIS, $., XvI-v 3. 

Permutación de extremos en inte- 
grales, 78-4 b. 

Perpendicularidad de elementos ]i- 
neales: heterogéneos, 60-8d; ho- 
mogéneos, 60-8 d, 

PERRON, O., 78-7, XXIE-11 1, 

PFAFF, J. F., Xx-v. 

Pfaffiano, XXILI-1V a. 

PHILLIPS, H, B,, XvI-V2, XX111-V 3, 
4. 

P1 CALLEJA, P., XVI1-V2, XX-V7, 

PICKERT, G., XVII-V 3. 

PICONE, M., Pp. XM1, XVU-IV y, XX1- 
1; teorema de PICONE-CESARI 
XVII-IV g. 

Plano: central, 76-6; cosenos direc- 
toros, 60-8b; diamectral conjupa- 
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do con una dirección, 62-Ej. 6; 
distancia a un punto, 60-8 b; 
ecuación [general, 60-8 ba; hessia- 
na o nurmal, 60-8 ba; ortogonal, 
60-8b; paramétrica vectorial, 60- 
8 a; segmentaria, 60-8 bs]; ecua- 
ciones paramétricas, 60-8; en En, 
60-8; haz, 60-8c; impropio, 61-7 
d, 62-14; osculador, 73-2, [ecua- 
ción (cartesiana, 73-2, 73-7; orto- 
gonal, 73-7; paramétrica, 73-2); 
estacionario, 73-7; sobre-oscula- 
dor, ecuación cartesiana, 73-21; 
parámetros directores, 60-8b; 
polar, 62-Ej.5; por tres puntos, 
60-8 bs; rectificante (ecuación 
cartesiana y ortogonal), 73-7; 
tangente, 66-5 a, 72-7 b, [ecuación 
cartesiana, 72-7 b; implícita e in- 
cremental, 67-5c; ortogonal, 72- 
7b; vectorial, 72-7 b]. 

Planos: directores de un paraboloi- 
de hiperbólico, 62-6 dz; principa- 
les de un paraboloide, 62-3 b; ver- 
ticales, 64-2, 

PLANS FREYRE, Y. M,, XvII-y 5. 

Podaria, 74-Ej. 8. 

PoINCaRÉ, H., XVII €. 

Polsson, S. D., p. XvIn, 87-3, 87-4, 
93-1d; ecuación, 93-1; integral, 
87-83, 

Polinomio característico, 63-5 a. 

Polo de un plano respecto de una 
cuádrica, 62-Ej. 5. 

PomeY, J. B., xvu-v1. 

PONTRIAGIN, L. S., XVIEP-IN 4. 

Potencial: de doble capa, XXII-1, 
[momento, XXI11-1]; de simple ca- 
pa, 93-1 a; de un campo conser- 
vativo, 91-45; logarítmico, 93-Ej. 
3, [interpretación newtoniana, 98- 
Ej. 3]. 

Potencias de una matriz, 61l-4c. 

Preimagen, 67-7, XVIM- €. 

Presión: hidrodinámica, 93-3 a; hi- 
drostática, 93-3 a; interior, 93-3. 
PRINGSHEIM, A., 79-2 b, 81-1, 81-2, 
81-83, 81-4, 81-5; teorema, 81-1, 
Problema: de contorno, XXIN-11; 
florentino, 84-4; hidrodinámico, 

93-4 e, 

Producto: de transformaciones, 61- 
3 a; de un tensor por [un núme- 
ro, 63-2 a; un vector, 63-24, 91- 
6 czl; de un vector por un núme- 
ro real, 60-1b; producto escalar 
o interno, 60-5, [en un espacio 
vectorial euclídeo, xv11-11 4, (for- 
ma bilineal, xvir-1 o; métrica in- 
troducida, XvH-114)]; exterior, 
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XXIT-1V a, [de formas diferencia- 
les en E,, XX111-IV c1]; mixto, 60- 
7; tensorial, XxXInM-Iiós, [de vec- 
tores, 63-2 e; de un gradiente por 
un vector, 91-6 e,]; vectorial o 
externo, 60-6, 63-2 e, [de un ten- 
sor por un vector, 91-6c, (índice 
de símbolos, p. 587). 

Productos reiterados, 60-7, 

Propiedad correlativa o dual, 60-8 c. 

Proyección: azimutal, 77-1; cilín- 
drica, 77-1, [transversa de LAM- 
BERT-GAUSS, 77-51]; cónica, 77-1; 
de un vector sobre un eje, 60-3; 
estereográfica polar, 77-4 c; sobre 
el eje x, 61-2 b. 

Proximidad, XVIILI 4. 

PUISEUX, Y. Á., XIX-112, 

Punto: aislado, 64-4h; central de 
una generatriz, 75-51; cónico, 
66-5; crítico o extremante, 70-1 e, 
70-64; de acumulación, 64-4 b; 
de aplicación de un vector fijo, 
60-1 a; de contorno, 64-4b; de en- 
silladura, 70-2b; de inflexión, 
T1-Ej. 5; de un espacio [puntual 
afín, Xvn-111 a; topológico, XVI 
1b]; de universo, xvnila; elíp- 
tico, 70-2 a, 71-4 b, 71-5; exterior, 
64-41); extremante o crítico, 70-1 
c, 7T0-6 a; focal, 74-3 b; frontera, 
64-4 b, [accesible, 64-5; inaccesi- 
ble, 64-51]; hiperbólico, 70-2 b, 71- 
4d, 71-5; impropio, 62-14; inte- 
rior, 64-4 b; ordinario o regular 
[de una curva, 67-4 b, 70-8, 72-6 
b; de una superficie, 67-5e, 72- 
7b]; parabólico, 70-2c, 71-40, 
71-5; simple de una curva, 70-3; 
singular, [de una curva, 67-4 bd, 
71-4, lacnodal, 71-4b; aislado, 
71-4 b; anguloso, 71-4d:; cruno- 
dal, 70-2b, 71-4b; cuspidal, 71- 
4b; de detención, 71-4 d,; de re- 
troceso de 12% ó 2% especie, 71-4 bs; 
doble, 71-4 a, ¿con tangentes coin- 
cidentes, 71-4 ba); múltiple, 70-4, 
72-6 a, ¿de orden a, 71-4a)); de 
una integral, 80-1; de una super- 
ficie, 67-5c, 72-7 b]. 

Puntos: distintos infinitamente pró- 
ximos, 73-2; focales de una en- 
volvente, 74-3 Dd. 

PUPXE, H., xv11-V 3. 


R 


Radiación paralela, 74-Ej, 12. 
Radio: de curvatura [de flexión, 
73.4, 73-7; de torsión, 73-4, 73-7]; 
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de giro, 84-7; primera coordena- 
da esférica, 84-2, 

Rudios principales de curvatura, 
763 a. 

Rama, 68-Ej. 4. 

RANDOLPH, J. F., XVIIt-10 2, 

Rengo de m, 69-6, 

Razón de puntos alineados [doble, 
62-Ej. 2; simple, 62-Ej. 1], 

Recinto, 64-5; cerrado, 64-5; con- 
torno, 64-5; corte, 64-5; frontera, 
64-5; múltiplemente conexo, 64-5; 


orden de conexión, 64-5, 64-Ej. ' 


15, XVIM-1 06; simplemente conexo, 
64-65, XVIIL-1 C, 

Recta: ecuación [forma general, 60- 
8 €; formas direccionales, 60-8 cs; 
hessiana o normal, 60-8 b2: para- 
métricas, 60-38 a, (normalizadas, 
60-83 4; parámetros de sus pun- 
tos, 60-8 a); reducidas, 60-8 Ca; 
vectorial (ortogonal, 60-8 b; pa- 
ramétrica, 60-28 4)]; polar, 73-10; 
por dos puntos, ecuaciones, 60-8 
e; por un punto, ecuaciones, 60- 
Be; proyección desde un punto, 
60-8 «; singular en un extremo, 
7U-2 e; tangentes, ecuación implí- 
cita, 67-dh, 5e. 

Red decimal, 82-2, 

Region, ñ4-5; cerrada, 64-5, 

REIDEMEISTER, K., XVIN-IM 4, 

Relatividad, 83-6. 

Representación. xvima e: afiláctica, 
77-1;: autálica o equivalente, 77- 
1; azimutal, 77-1; cilíndrica, 77- 
4a:; conforme o isogonal, 77-1, 
Xx-11. [plana, 77-3]: cónica, 77-1; 
explicitá. 72-7 a; geodésica, 77-1; 
gcográfica, 77-1; topográfica, 
7, 

Representaciones: F-equivalentes, 
72-49 e, [positivamente, 72-9 el; 
lopológicamente similares, 72-9 c. 

Rey Pastor, J., 60-34, XVIL-V 4,5, 
xvin-1 1, 70-2c, XIX-T 2, XXIM-Y 
l 


Rivyr, TH., XVn-v 4, 
Ram, G. DE, XXID-IV e. 


RimaUcour, A., 76504. 76-Ej. 16: 
tredro de  DARBOUX-RiBAUCOUR, 
Teba, 76-10] 16. 


cer, 6. 03-2e, XX-V 4, 

RIEMANN, GF B.. p.xVI. xvi, 63- 
2e, XVIOn-1, XIX-11 2, XX-111, Xx-Y 
6, TR-1, 78-2, 783, 76-80. 791, 
RU 1, BO-4, 315, 82-10, 32-4. 32-b, 
Bi, xx 1-00 1,3, 8b-1, Ni-1. 338-9, 
UZ. XIIV dy, XXXII 7: esparcio 
curvo, 53 5, formula, Sab, 01223, 
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RIESZ, F., 78-7. 

Ríos, S., 78-7. 

RODRIGUES, O., 76-Ej3. 20, 21; fórmu- 
la, 76-Ej. 20. 

RocosinsKt, W. W,, XXI-11 3, 

RoLLE, M,, 68-1, 73-100, 74-1 db, 

ROLLET, A, P., XVHILt-111 4, 

Rotación, 61-2b, 61-7b, XVIF-11 0; 
instantánea del triedro intrínseco, 
73-6. 

RoTH, L., XIX-11 2. 

Rotor, 91-5, 91-6 a,, XXIM-IIT (0493 €n 
coordenadas curvilíneas, 92-4 d; 
fórmula, 92-1 d. . 

Rouse BaLL, W. W., XVIII 4, 

RoY, M., XxXIN-v 5, 

RozeEr, Ó., XVN-V 4, 

RUNGE, €,, XvHM-v 1. 

RUTHERFORD, D. E., XXIT-V 3, 5, 


s 


SAGASTUME BERRa, A. E., XVII-T 1, 

SAES, S., 67-14, 

SALMÓN, G., XVIT-V 4. 

SANTALÓ, L. A., 60-3 a, XVIL-V 4, 

Saturación de índices, 63-2 d. 

SAUER, R., XX-V 8. 

SCHEEFFER. L., p. XVI, XIX-11 1, 

SCHLEGEMILCH, W., XXITI-V 3. 

SCHLÓMILCE, O., 69-5; término com- 
plementario, 69-5, 

ScHMiDT, E., Xv11-1 e; ortonormali- 
zación, XV1I-1 C. 

ScHumibr, H., XvI-VY 2, XXIN-v 3. 

SCHÓNFLIESS, Á., XVII-V 4, 

SCHOUTEN, J. Á., XVI-45. XX-V4. 

SCHREIER, O,, XVI1-V 3. 

SCHUBERT, H., xXx-V 5. 

SCHWARZ, H. A., p. Xvn. 60-Ej. 25, 
XVM-11b, XVI-1M b, XVn-id, 69-2, 
72-3 b, 84-4, xx1-1; desigualdad de 
CAUCHY-SCHWARZ, 60-Ej. 25. XVII- 
1nb, xvu-n1b, xvin-1 dd; ejemplo, 
XXI 0, 

SCHWERDTFEGER, H,. XVII-V 3, 

Secciones: paralelas de una cuádri- 
ca. 62-4 d; principales de una su- 
perficie, 763 a. 

Segmento orientado, 60-4. 

SEGRE, B., XIX-11 2, 

Segundo teorema del valor medio, 
79-2; interpretación gráfica, 79- 

b 


2b. 
SEIDEL, P. L.. XVI-IVg, A, NVIL-Y 8; 
método, XvmM-IV p. 
SEIFERT. B.. Xvini-IT 4, XX111-V 2, 
Semi-tensor, 3-2 e. 
SEMPLR. Y G., XIX-12, 
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Seno, teorema, 50-Ej. 28, 

Sentido de un vector, 60-1 a, 

Separación de un conjunto, KVIII"I C, 

Series, derivación, 85-2, 

Series biláteras, valor principal, 80- 
4, 

Series dobles: absolutamente con- 
vergentes, 81-24, 8l-4; conver- 
gentes, 81-24; de términos [posi- 
tivos, 81-3; reales o complejos, 
81-5]; divergente, 81-2 a; oscilan- 
te, 81-2a; serie (diagonal, 81-2 
bi; por cuadrados, 81-2 b,; por 
triángulos, 81-2b,; principal, 81- 
20,]; suma, 81-2 a, [parcial, 81- 
24; por columnas, 81-2 ba; por 
filas, 81-2 b2]; término general, 
81-22 a. 

Series múltiples, 81-2 e. 

SERRET, J. A., 73-5; fórmulas de 
FRÉNET-SERRET, 73-5. 

SEVERI, F., p. XI, XVmI-111, 70-1, 
XX-v 1. 

SIERPINSKI, W., XVII-1T3, 

Sinistrorsum, 60-3, 73-3. 

Sistema normal, XIX-1. 

Sistemas: de ecuaciones lineales, 
XVIT-1Y; de funciones implícitas, 
67-6. 

SLEBODZINSKI, W., XXITI-V 8, 

SMITH, T. L,, XXII-V 4, 

SOKOLNIKOFF, IL. S,, XVIu-v 5. 

SPAIN. B.,, xxinm-v 7. 

SPERNER, E., XVIL-Y 3, 

STAUDT. CH. VON, XVII-V 4, 

STEENROD, N,. XVILI-1H 4. 

STEINER, J., 84-7, 

STERNBERG, W. J., xxtv 4, 

STIELTSES, T, J., p. xvi 78-1,2,3, 
4,5, T19-1b. 76-2b. 79-Ej.3, XXI 
11, 88-16. 88-Ej. 13, 

STOÍLOW, S,, 90-1, 

STOKES. G. G., 88-6, 92-3, 92-4d, 
XXIT-IV hb, cz. XXIM-18, Resp. D2- 
Ej.38: fórmula en E,, XXIU-11 d, 
Cz: teorema, Y2-3. 

STOLL, R. R., XVII-V 3, 

STOLZ, Ó.. p. XVIL 86-4, XIX-1 1, 81- 
1. 31-2, 82-5; criterio, 81-1, 

STRUIK. D. J.. XVIL-Wd, XX-V3,4, 

STURM. C.. XIX-U 1, 

Subespacias vectoriales, 61-5 b, XvII- 
Fa,; vrtogonales, 60-8b; suple- 
mentarios, XvI-1 ba, 

Subfamilia de una familia de cur- 
vas, 7/41 a, 

Sucesión indefinida doble. 81-1; con- 
vergente, 81-1; diserepante, inde- 
terminada u oscilante, 81-1; di- 
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vergente, 81-1; límite [doble, 81- 
l; sucesivo, 81-1]. 

Sucesiones monótonas contiguas, 64. 
de. 

Sucesos, 83-6 b, 

Suma de: matrices, 61-4b; tenso- 
res, 68-24; un vector a un pun- 
to, 60-1 d; vectores, 60-1 c, 

Superficie (ver: Cuádricas; Plano: 
tangente; Proyección; Represen- 
tación): alabeada, área, 84-4; bi- 
lateral, 90-1, [caras, 90-1]; canal, 
74-34, 74-Ej.17, [eje, 74-34]; 
caras, 90-1; cilíndrica, 75-3; cur- 
vatura, 76-2 a, [media y total, 76- 
3b, 76-Ej.8]; de área mínima, 
76-3 b; definición axiomática, XXI- 
15b; de ondas, 74-Ej. 22; de reyo- 
lución, 72-7b; direcciones princi- 
pales, 76-2 b; en Es, 72-7 a, [ecua- 
ciones paramétricas, 72-74; re- 
presentación vectorial, 72-7 a]; 
esférica, 76-Ej, 3; F-superficie de 
tipo rectangular, 72-9 c; forma 
implícita, 72-74; formas funda- 
mentales, [primera, 76-1; segun- 
da, 76-2a]; líneas [asintóticas, 
76-4, 76-5b; coordenadas, 72-7 b; 
de curvatura, 76-5 ce; geodésicas, 
76-5d]; normal, 66-5 a, 72-7 b; 
orientable, 90-1; orientada, 90-1, 
[caras, 90-1]; paraboloide oscu- 
lador, 76-2 a; polar, 75-4 d; punto 
[cíclico o umbílico, 76-3 a; elíp- 
tico, 76-3; hiperbólico, 76-3; pa- 
rabólico, 76-3]; radios principa- 
les de curvatura, 76-3; reetifi- 
cante, 75-4 e; reglada, 75-1, [ala- 
beada, 75-2: de plano director, 
75-Ej. 11; línea de estricción, 75- 
Ba, 75-Ej. 12; desarrollable, 74-5, 
75-2, (clasificación, 75-3); pará- 
metro de distribución, 75-6; plano 
central, 75-5 a, 75-6; plano tan- 
gente, 75-2, (ecuación: cartesia- 
na, 75-2; normal, 75-2)]; repre- 
sentativa de una función, 64-2; 
secciones principales, 76-3; según 
FRÉCHET, 72-9; tangencial, 74-5, 
75-3; tangentes [asintóticas, 76- 
54; conjugadas 76-5 a; principa- 
les, 76-6 41; tensor de curvatura, 
76-3 b; topológica, 90.1; unifor- 
me, 65-3 a, 72-7 a. 

Superficies: aplicables o isométri- 
cas, 77-3; de nivel de una fun- 
ción, 64-2 b: equipotenciales, 91-4 
b; isométricas, 77-3; paralelas, 
743 b. 

Superposición de funciones, 67-1 a. 
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SYLVESTER, J. J., 63-7 c; ley de iner- 
cia, 637 €. 


T 


Taenodo, 71-4 bd. 

Tarr, P. G., xvu-v 1, 91-Ej. 12, 

Tangente, 72-6 b; definiciones car- 
tisiana y newtoniana, 71-3; ecua- 
ción [cartesiana, 73-7; implícita, 
67-4 b; incremental, 67-4 b; para- 
métrica vectorial, 73-7]; estacio- 
navia, 73-9; vector, 73-1. 

Tangentes: asintóticas, 76-5 a; con- 
jugadas, 76-6 a; principales, 71-6 
a, 7654, 

TAYLOR, B., p. XVI, 66-2, 69.1, Bb, 6, 
70-2,6, 71-1,3,4,6,6b, 72-b,6, 
72-Ej. 17, 73-2,4,9, 76-2, XX-1V: 
fórmula, 69-5, [aplicaciones geo- 
métricas, $71; de una función 
vectorial, 72-5 q; en varias varia- 
bles, 69-6; para funciones vecto- 
riales de varios parámetros, 72- 
5 b; término complementario, 69- 
5, (de CAUCHY, 69-65; de LAGRAN- 
GB, 69-65; de SCHLÓMILCH, 69-b; 
integral, 69-65) ]. 

TAYLOR, J. H., XVII-V 2, 

TEIXEIRA, F. G., XIX-I1 2, 

Tunsiones elásticas, 63-1 Cc. 

Tensor: afinor, 63-2 e; antisimétri- 
co O hemisimétrico, 63-] c, 63-20, 
aultovalor o valor propio, 63-5 «a; 
autovector o vector propio, 63-b 
a; como matriz, 63-1 b;, como ope- 
rador lineal, 63-24; completa- 
mente antisgimétrico, XXILI-IV Cr; 
componente normal, 63-3 b; con- 
tracción, 63-2d; coordenadas 63- 
1b, [principales, 63-1 b, 63-3 b]; 
cuádrica, 63-4; de curvatura, 76- 
3b; de inercia, 63-2e; de rango 
pesto o escalar, 63-2 f; dos, 63-1 
5 tres, 63-2f; uno, 63-2 f]; de- 
rivado de una función vectorial 
de punto, 72-4 hb; dirección pro- 
pia, 63-50; doble, 63-15, [vec- 
lor divergencia, XXImI-110,]; 
eenación secular, 63-b a; elipsoi- 
«de, 63-4; en coordenadas curvilí- 
neha, XXII-111 5; forma bilineal, 
83 3 a; fundamental correspon- 
diente n la primera forma fun- 
damental, XXIM-10 ba; hemisimé- 
tríen, 8%-1c, 632 a; invariantes 
liuceal, eundrático y cúbico, 63-86; 
nulo, (3-2 6; polinomio caracte- 
rístaco, 63-6Aa; producto por [un 
húñinero cent, 63-24; un vector, 
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63-20]; r-diferencial, XXIL-TV €; 
saturación de indices, A3-2 d; Ñe- 
mitensor, 63-2 rr; significado físi- 
co, 63-1 0; simetrico, 83.1 e, 63-2 a, 
63-3 h; suhespacios propios, 63-65 
b; superficie directriz, 63-4; uni- 
dad, 63-2; valor [en una direc- 
ción, 63-3 b, propio, 63-5 a]; vec- 
tor [correspondiente a una direc- 
ción, 63-1 bh. propio. 63-5 a]; Ver- 
da (rejuvenecimiento), 63- 
2d. 


Tensores: conjugados, 63-2 e; 
ma, 63-24, 

Tensorial, multiplicación, de GIBBS, 
63-2 e. 

TERRACINI, A, XVU-IV €, XVIEVA, 

TERRADAS, E., XVIU-Y b, 

Tetraedro, volumen, 60-8 b. 

THOoMaE, J, K.. 66-4, 82-5, 

THomMas, G, B., XVIM-1H 2, 

THOMAas, J, M., XXIII-y 8, 

Thomas, P. D,, XxX-v 7. 

THOMSON, W, (ver KELVIN). 

THRELFALL, W., XVIM-111 4, XXITT-V 2, 

TIssoT. M. A., p. XVH, XX-I, XX-V 7; 
direcciones principales, XxX-1; elip- 
se indicatriz, XX-1, 

ToDD, J. A., XVII-y 4, 

Topologización, XVIII b. 

Toro, área y volumen, 84-6 b. 

TORROJA, E,, XVIE-V 4. 

Torsión: geodésica, 76-Ej.16; sig- 
no, 73-4, 

Trabajo, 60-5 f, 91-44. 

Transformación: continua, XVIII €; 
de integrales en series, 80-5; di- 
recta, 67-7; idéntica, 61-3b; in- 
versa, 67-7; lineal, 861, [afín, 
61,7 c, 67-7; biunívoca, 61-6 as, 
61-6; degenerada, 61-5a; deter- 
minante o módulo; 61-3 b, (signi- 
ficado geométrico, 61-6 b); direc- 
ta e inversa de sistemas ortogo- 
nales de coordenadas, fórmulas, 
XXHI-0T q; directa e inversa de 
un sistema de coordenadas obli- 
cuas en otro, XXIIM-I11 b,; interpre- 
taciones alias y alibi, 61-24; in- 
versa, 61-3b; ortogonal, 61-7 b, 
(unimodular, 61-7b); primitiva, 
61-6b; producto, 61-3 a; regular, 
61-5 a, 61-6; singular, 61-b a; vec- 
torial, 61-25]; por radios vecto- 
res recíprocos, 67-7, (en el espa- 
cio, 67-Ej.23); puntual, 67-7; to- 
pológica, XVIII-J1 €; unívoca, apli- 
cación o representación, XVIIEI €, 
[continua, XVII el, 


gu- 
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Transformaciones continuas, equi- 
valencia, 72-9 €. 

Traslación de un punto, 60-1 d. 

Trayectoria, 91-2 b, 

Triángulo: área, 60-6 e; topológico, 
90-1, [cadena, 90-1; ciclo, 90-1; 
lados, 90-1; vértices, 90-17. 

TRICOMI, F., XVIM-IH 2, 

Triedro: francés, 60-3; inglés, 60-3; 
principal o intrínseco, 73-3, [ex- 
presión explícita de sus elemen- 
tos, 73-7; superficies regladas en- 
gendradas por sus elementos, 75- 
4, (polar, 75-4 d; rectificante, 75- 
4e)]. 

Trigonometría: esférica, [teorema 
del coseno, 60-Ej. 11, 61-Ej. 3, 93- 
Ej. 16; teorema del seno, 60-Ej. 
28]; plana, teorema del coseno, 
60-Ej. 8. 

Tubo: de fuerzas, 91-3; de vecto- 
res, 91-3, 


v 


VALIRON, G., P. XIHL, XVIH-11T 1, XIX- 
112, 73-4, Xx-v 1, xxntr-vl, 

VALLÉE POUSSIN, CH, J. DB LA, 
P. XI, XVI-011, XIX-102, 73-4, 
XX-V 1, 79-2b, 86-3, 4, XXIV 1. 

Valor: medio, teorema, 66-2, 78-4 a, 
79-2; propio, 63-5 a. 

Variable: dependiente, 64-1; inde- 
pendiente, 64-1; discriminación, 
67-8. 

Variables directrices, 62-Ej, 9. 

Variedad: F-variedad, 72-9c; li- 
neal, 60-8, xvi-1a, [de dos di- 
mensiones, 60-8 a; de una dimen- 
sión, 60-8 a]; triangulable, 90-1. 

VEBLEN, O,, XVI-y 4, 5. 

Vector: aceleración, 73-8, [tangen- 
cial, 73-8; normal o centrípeta, 
73-8]; aplicación, 60-1a; axial o 
deslizante, 60-1 a; binormal, 73-7; 
cero, 60-14; componentes, 60-3 b, 
63-1a, xvn-1 4, [contravariantes, 
50-Ej. 18, XXITM-I1I1 ba; covariantes, 
60-Ej. 18, XXII-11 ba]; coordena- 
das, 60-3, [vectoriales, 60-Ej. 35]; 
cuadrado escalar 60-5 c; de Dar- 
BOUX, 73-6; de posición, XVII-M 
a; de un espacio puntual afín, 
xvr-111 0; deslizante, 60-1 «a; dife- 
rencia de puntos, 60-1 d; diferen- 
cial, 72-2 a, 91-1 a, [en una direec- 
ción de función vectorial, 72-4b; 
total, 72-2b]; elementos, 60-1 a, 
[dirección, 60-1 a; extremo, 60-1 
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a; módulo, 60-1a; origen, 60-1 a; 
sentido, 60-14]; en E,, XVILI Ga; 
expresión lineal o en coordenadas, 
60-3; fijo, 60-1a; función esca- 
lar de la dirección, 63-1 a; gra- 
diente, 66-6 a; incremento, 72-4 
b; libre, 60-1 a; línea de acción, 
60-14; momento, 60-6f, 60-Ej, 
33; norma, 60-5 c; normal, 60-1 b; 
opuesto, 60-1 d; parámetros di- 
rectores, 60-5 d; producto por un 
número real, 60-15; propio de un 
tensor, 63-5 a; proyección, compo- 
nente o valor sobre un eje, 60-4, 
63-1 a; punto de aplicación, 60-1 
a; solenoidal, 91-6 e, 92-1 c, 92-3; 
tangencial, 72-6 b; tangente, 73-1, 
73-17, [cosenos directores, 73-1; 
expresión, 73-7]; tensor simple 
[contravariante, XXIIL-11 a, ba; 
covariante, XXII-1H %a, b3]; valor 
en una dirección, 60-4; unitario, 
normal o versor, 60-1 b, 

Vectores: ángulo, 60-54; combina- 
ción lineal, 60-14; coplanares, 
60-2 5; dependencia lineal, 60-2 a; 
diferencia, 60-1d; linealmente de- 
pendientes, independientes, 60-2 
a; multiplicación [escalar, 60-b; 
vectorial, 60-6, 63-2 €]; paralelis- 
mo, 60-6 b; perpendicularidad, 60- 
Be; producto [escalar o interno, 
60-5 a, xvIir1 a; mixto, 607 a; 
tensorial, 63-2 e; vectorial o ex- 
terno, 60-6 a, (doble, 60-7 b)]; 
productos reiterados, 60-7; rela- 
ción lineal, 60-2 a; suma, 60-1c<, 
63-2 4, 

VEGAS, M., XVIL-V 4, 

Velocidad: axial, 93-Ej. 16; defini- 
ción tensorial como vector contra- 
variante, XXIM-MM a,; radial, 93- 
Ej. 16; tangencial, 93-Ej. 15. 

VÉRONNBT, A., 60-6, xvu-Y l, 

Versor, 60-1b; de un vector no nu- 
lo, 60-1 b, 

Versores fundamentales, 60-3 b. 

VERRIEST, G,, XVH-4 7, XYHI-111 3. 

Verticales, 64-2 b, 

VIDAL ABASCAL, E., XX-Y 3. 

VIOLA, T., XXI1-11 1. 

VIVIANT, V., 73-Ej.8,10, 84-2,8, 4, 
6 a, 92-Ej. 9; bóveda, 84-3, [bari- 
centro, 84-6 a]; curva, 84-2, 

VolcT, W., 63-2 e. 

VOLTERRA, V., 78-2. 

Volumen: en coordenadas cartesia- 
nas, 84-1; geométrico, 84-1 a,b; 
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orientado, 84-1b, 90-3, [positiva 
mente, 90-3 5]. 
VRANCEANU, G., Xx-V b, 
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WAaac, E. J., VAN DER, 73-2, 

WADeE, T, L., Xyri-Yy 2, 

WAERDEN, B. L. VAN DER, XVIH-Y 8, 
XIX-11 2, 

WALKER, R. J., XIX-11 2, 

WaLLis, J,, 86-Ej. 12. 

WEATHERBURN, C. E., XX-y Bb. 

WEIERSTRAS8S, K., 64-4c, 65-3 b, 
XVIL1-11 b, XvH1-101 2, XX-11, 79-2 b, 
85-2, 86-3; teorema de BOLZANO- 
“WWEIERSTRASS, 64-4c, 65-83 b, 

WEIL, A.,, XIZ-11 2. 
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